








































































































































































































ANÁLISIS M \TICO 
Curso interno 

Norman B. Haas r 
Joseph P. L. *ie 
Joseph A. Sullivan 


Este texto, el segundo en su serie, pre- 
senta el análisis a la luz de las matemá- 
ticas contemporáneas. La intención de 
los autores lia sido ofrecer al estudiante 
una oportunidad para aumentar su com- 
prensión apreciación de las ideas fun- 
damentak del análisis. 

La obra e á dividida en la forma que los 
autores consideran la más adecuada, es 
decir, en cinco unidades, para que sea 
posible adaptarla a una extensa variedad 
de cursos. 

En los primeros capítulos se discuten el 
álgebra de los vectores y la geometría en 
el espacio de n dimensiones con énfasis 
particular en el espacio de tres dimensio- 
nes. Luego estudia el cálculo diferencial 
de funciones reales de una sola variable 
para los casos donde el condominio es 
un conjunto de vectores, donde lo es el 
dominio, y donde tanto el dominio como 
el codo¿ nio lo son. 

Generali: cálculo integral de funcio- 

nes reale^ d una variable a las funcio- 
nes reales de un vector (es decir, a fun- 
ciones reales de varias variables reales). 
Se estudian primero las integrales dobles 
y se da a continuación un breve trata- 
miento de las integrales triples. 
Introduce las funciones de conjunto y 
prueba t^remas análogos a los teoremas 
fundamen ] es del cálculo. 

Presenta ’ na extensa discu,y * sobre las 
sucesione revia al tratanr'í > de las 
series infinitas; prueba algunoi: emas 

sobre funciones continuas de un vector 
(funciones de varias variables reales). 
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Este libro se escribió pensando hacer de él un libro de texto para un 
segundo curso de matemáticas a nivel universitario. Presupone una 
introducción al cálculo de funciones reales de una variable real. Aunque 
es el segundo volumen de una serie no supone, sin embargo, que el 
estudiante debe haber estudiado el volumen I, Introducción al análisis , de 
los mismo autores. Pero sí suponemos que el lector ha estudiado el sistema 
de los números reales y está familiarizado con sus propiedades fundamentales 
y que también le son familiares las ideas de límite, derivada e integral. 

Este nuevo volumen ofrece al estudiante otra oportunidad para aumentar 
su comprensión y apreciación de las ideas fundamentales del análisis. La 
geometría y el cálculo se extienden en dimensión con los vectores 
/z-dimensionales. Mucho de este material debe ser ya familiar al estudiante, 
pero aquí aparece en un contexto más general. Le presentamos al íector 
numcrosas extensiones y nuevas técnicas e introducimos nuevos e impor- 
tantes conceptos. 

Nosotros vemos el análisis no sólo como matemáticas, sino también 
como un instrumento de ia ciencia. Según nos ha parecido posible y práctico 
presentamos el análisis a la luz de las matemáticas contemporáneas. La 
lécnica es importante y necesaria tanto para el matemático como para el 
que usa las matemáticas, pero si aigo nos ha enseñado la marcha del 
desarrollo científico, ello ha sido la supremacía de las ideas. Las ideas y las 
relaciones de las ideas hacen interesantes e inteligibles las matemáticas; la 
apreciación de las ideas las hace útiles. 

E1 texto está dividido en forma que creemos natural, en cinco unídades, 
y es posible adaptarlo a una extensa variedad de cursos. 

En los capítulos 1 y 2 se discuten el álgebra de los vectores en el espacio 
//-dimensional y la geometría del espacio /z-dimensional con énfasis particular 
en el espacio de tres dimensiones. Para los estudiantes ya familiarizados con 
los vectores y ei enfoque vectoria! de !a geometría bidimensional, los 
primeros dos capítuios le procuran un repaso de este conocimiento, al mismo 
tiempo que extienden sus ideas a dimensiones más altas. Para tales 
estudiantes, el tiempo que deben dedicar a estos capítulos puede ser muy 
breve. Para los que no estén famiüarizados con los vectores y el enfoque 
vectorial de la geometría es para los que hemos elaborado cstos capítulos 
ampliamente. 

Los capítulos 3, 4 y 5 están fundamentalmente dedicados a generalizar 
e l cálculo diferencial de funciones reales de una sola variable real para los 
casos donde el rango es un conjunto de vectores, donde io es el dominio, 
y donde tanto el dominio como el rango lo son, respectivamente. Estos 
c apítuios proporcionan al estudiante oportunidades adicionales de conseguir 
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una mejor comprensión de los conceptos de Mmite, continuidad y derivada, 
que aparecen como generalizaciones naturales a espacios de más alta 
dimensión. 

En íos capítulos 6y 7 se generaliza el cálculo integral de funciones reales 
de una variable real a Ias funciones reales de un vector, es decir, a funciones 
reales de diversas variables reales. Se estudian primero las integrales dobles 
y se da a continuación un breve tratamiento de las integrales tripíes. En la 
sección 19 del capítulo 6; se enuncia la mayoría de los resultados de las 
secciones anteriores del capítulo, pero para /7-dimensiones se indican cuáles 
serán las modificaciones que deben hacerse en Ias pruebas anteriores. 
En el capítulo 7 introducimos las funciones de conjunto (sobre familias de 
conjuntos) y probamos teoremas análogos a los teoremas fundamentaies del 
cálculo. Obtenemos después ía fórmula para el cambio de variables para 
las integrales triples; primero para cambios lineales y luego para trans- 
formaciones de clase C l . 

Los capítulos 8, 9 y 10 tratan de sucesiones, series infinitas y el tópico, 
íntimamente relacionado con los anteriores, de Ias integrales impropias 
(infinitas). En el capítulo 8 se presenta una extensa discusión de las sucesiones 
como previa aí tratamiento de las series infinitas del capítulo 9. En la 
sección 7 del capítulo 8 se prueban algunos teoremas sobre funciones 
continuas de un vector (funciones de diversas variabies reaies). Estos 
resultados se han estado usando sin prueba en partes anteriores del libro, 
pero siempre haciendo referencia a esta sección. E1 capítulo 10, aunque 
estrictamente no depende de los capítulos 8 y 9, hace uso de la analogía 
entre series infinitas e integrales impropias. Aparte del estudio de las 
integrales impropias, en el capítulo 10 se derivan también algunas 
propiedades de las integrales definidas dependientes de un parámetro. 

En los capítuios II y 12 se introducen Ias ecuaciones diferenciales. 
E1 capítulo 1 í comienza con las ecuaciones lineales de primer orden. Sigue 
a esto una discusión de los sistema lineales bidimensionales con coeficientes 
constantes. Los resultados para las ecuaciones üneales de segundo orden con 
coeficientes constantes se obtienen directamente partiendo del trabajo 
previo sobre sistemas bidimensionales. Los métodos aquí usados pueden 
generalizarse fácilmente a sistemas de dimensión mayor y a ecuaciones de 
orden más alto. Siguen después discusiones sobre oscilaciones lineales, 
ecuaciones exactas y curvas integrales. E1 capítulo 12 comienza con la 
discusión de un teorema de punto fijo y nos Ileva al teorema de existencia 
y unicidad de Picard-Lindelóf para las ecuaciones diferenciales. La definición 
de funciones por ecuaciones diferenciales y el estudio de las propiedades de 
tales funciones se ilustra a continuación. Concluye el capítulo con una 
introducción al estudio de un tópico íntimamente relacionado con el 
precedente; el de las series y las aproximaciones de Fourier. 

Estamos profundamente agradecidos a los profesores René DeVogelaere, 
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Lester Lange y Richard Otter por sus muchos y útiles comentarios y 
sugerencias al comienzo de este trabajo; al profesor Richard Bishop que 
ieyó cuidadosamente todo el manuscrito en 'un primer borrador y nos dio 
una lista de errores y comentarios; y al profesor Hariey Flanders que nos 
hizo numerosas sugerencias después de revisar el manuscrito. Apreciamos 
también en todo su valor las oportunidades dadas por la Universidad de 
Notre Dame y el Coiegio de Boston al permitirnos experimentar en nuestras 
cátedras. Aunque J.P. LaSalle no participó en estos experimentos, tomó 
parte en el planeamiento y la primera redacción de este voiumen y preparó 
el manuscrito de los capítulos II y 12. Una palabra final de gratitud a 
nuestros estudiantes que, desde 1957, han estado usando este libro en 
ediciones preliminares y nos han permitido calibrar la conveniencia de 
nuestra presentación. 

N. B. Haaser 

J. A. SULLIVAN 
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l. INTRODUCCIÓN 

# 

En los asuntos cotidianos de nuestras vidas y aún más en la ciencia 
es útil e incluso a veces esencial describir con números objetos, eventos 
y fenómenos. En algunos casos un solo número nos basta. Por ejemplo 
la distancia entre Nueva York y Londres puede darse por un solo número. 
Sin embargo, la localización de una ciudad sobre la Tierra requiere dos 
numeros, y la localización de.un objeto en el espacio requiere tres. En Ia 
frsica, magnitudes tales como fuerza, desplazamiento, velocidad, aceteración 
>' momento pueden especificarse por tres números. Hay muchos ejemplos 
en que, para describir una situación física, se necesitan más de tres números. 
P°r ejemplo, para localizar una partícula en el espacio y el tiempo se 
necesitan cuatro números. La descripción del estado del mercado de valores 
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Algebra vectorial 


[Cap. 1 


o ei estado de un circuito eléctrico pueden fácilmente exigir ei empleo de 
miles de números. 

Todos los ejemplos anteriores en que una colección de números especifica 
una rnagnitud física o una situación física. química, económica o. social, 
son ejemplos de vectores. Como en el caso de !os números reaies, sobre los 
vectores podemos definir operaciones. Ei conjunto de todos los vectores 
especificados por un número fijo de números reales con ciertas operaciones 
básicas definidas sobre estos vectores, se Ilama espacio vectorial y el estudio 
de estas operaciones sobre los vectores se llama álgebra vectorial o lineal. 
E1 número de números reales necesarios para especificar los vectores en 
un espacio vectorial es la dimensión del espacio. Así, un vector en ei espacio 
de dimensión cuatro es una cuaterna de números reales y, en general. un 
vector en un espacio «-dimensional es una /t-ada de números reales. 

Como ías operaciones que deben definirse sobre los vectores y sus 
propiedades básicas no dependen de cuál sea la dimensión del espacio, 
comenzamos con el estudio de las propiedades algebraicas de los espacios 
vectoriales Aí-dimensionales. En el próximo capítulo, usaremos el álgebra 
de los vectores en el espacio tridimensional en el estudio de la geometría 
analítica sólida. En los capítulos que siguen nos ocuparemos principalmente 
de los vectores en los espacios de dos y tres dimensiones. 


2 . VECTORES 

2.1 Definición. Ei espacio vectorial n-dimensional V n es e¡ conjunto de 
todas ¡as n-adas de números reales , a ias que denotaremos por x = (.v,, ..., .v„). 

A,£ R. (i = I. n) y llamaremos recfores\ donde ias relaciones de iyualdad 

y fas operaciones de adición y de multipíicación por un número real se definen 
como siyue: 

2.2 Igualdad de vectores. Si x = (.v,, ..., .v„) y y = (>*,, son vectores 

en V mt entonces 

x — y si x, = y¡ para todo i = I. n . 

2.3 Adición de vectores. Si x = (.v, , ..., .v„) y y = > n ) son vectores 

en V n , entonces 

x + y = (.v, +>,, -v„ + > n ). 

2.4 Multiplicación de un vector por un número real. Si x = (.v,, ..., .v„) es 
un vector en V n > r es un número reaf, entonces 

«'r ( r - v i. rA «)‘ 

1 En todo este volumen representaremos al conjunto de los numeros reales por R. 
La notación x¡e R sc lee “ x¡ pertenece a R”, ‘\v, es un elemento de R‘\ o en forma más 
breve “.Vj está en R”. 
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En - este libro los vectores se representan con letras ncgritas, x. Los 
vectores suelen también representarse por simbolos tales como: x. x. v. o x. 
EI número x¡ se liama i-é simo componente del vector 

x - (x¡ . x n ). 

La relación de igualdad v la operación de adición y multiplicación por un 
número real pueden expresarse verbalmente como sigue: 

2.2 Dos vectores de V n son iyuales si sus componentes correspomlientes 
son iyuaies. Por ejemplo, el vector x = (4, 0. - 8 , 4, 7) no es igual al vector 
y = (4. 0, — 8 , 7, 4). 

2.3' La suma de dos vectores es ef vector obtenido sumando fos componentes 
correspondientes. 

Por ejemplo, si x = (3. 16. - 2. 6 , 10) y v = (34, - 16. -4, 5. 27). entonces 

x + y = (3 + 34, l6 + (-16), -2 + (-4), 6 + 5, 10 + 27) 
l|" - = (37,0, - 6 . 11,37). 

2.4 El producto de un número reaf r por un vector x es ei vector que se 
obtiene ai muftipficar cada componente de x por ei número real r. 

Por ejemplo, 

K-I.o. 8 ) = (i(-l),±(0),±(8)) = (—¿,0,4). 

Como las operaciones de adición de vectores y multipiicación de un 
vector por un número real son operaciones sobre !os componentes de los 
vectores y los coniponentes son números reales, Ias propicdades algebraicas 
de los números reales inducen ciertas propiedades algebraicas correspon- 
dientes en V n . 

2.5 Ejemplo. Establézcase la íey conmutativa para la adición devcctores: 
x + v = y + x para todos los vectores x. ye V n . 

Solución. Sean u = x + y y v = y + x. Entonces, según 2.3 

u ¡ = A (+>/> tj = >, + x, (/ = I. n). 

Según la ley conmutativa para la adición de los números reales 

u¡ = v¿ (i = I, ..., n). 

f*or tanto, de acuerdo con 2 . 2 , u = y, es decir. x + y = y + x. 

26 Ejeniplo. Demuéstrese que: 0 = (0 . 0 ) es el único vector con la 

propiedad de que x^0 = x para toda xeV n . 

Solución. Es claro que x + 0 = x para toda xe V n . Supongamos que 0 ' es 
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otro vector con la misma propíedad: y + 0' — y para todo yeV n . Entonces. 
tomando x = 0' y y = 0, de acuerdo con el ejemplo 2.5 obtenemos 

■ ' 0 = 0+0 = 0 + 0 ' = 0 . 

De donde 0 es el único vector con esta propiedad. 

2.7 Ejemplo. Establézcase la siguiente lcy dis.tributiva para vectores: 

r(x + y) = rx + r y para cualesquiera x. ye V n y todo re R. 

SOLUCIÓN 

r(x + y) = r(.v, ++ t ..v M +>J [2.3] 

= (r(.v, +>',)./'(*„ + >„)) [2.4] 

= (r.v, +r>,. rx„+ry n ) [ley distr ibutiva para R 

= (rx t . rx n ) + (r>,. ry n ) [2.3] 

= rx + ry. [2.4] 

Y esto completa la prueba. 

De modo análogo al empleado en los anteriores ejemplos, cada una de 
las siguientes propiedades alyebraicas fundameniales del espacio vectorial 
//-dimensionai V n se pueden establecer con facilidad: 

2.8 Teorema 

A,. Para x y y de V n cualesquiera, x + y e V n . 

A 2 . Para cualesquiera x y y en V n , x + y = y + x. 

A 3 . Para cualesquiera x, y > z en V n , (x + y)+z = x + (y + z). 

A 4 . Hay un y sólo un vector en V n —denotado por 0 > llamado vector 
cero— con la propiedad de que 

x + 0 = x para toda xe V n . (0 = (0, ..., 0).) 

A 5 . Para cada xeV n hay un vector único —denotado por — x— con la 
propiedad de c/ue 

x + (— x) = 0 . ( — x = ( — I) x.) 

S, . Pcira todo xe V n y todo re R, rxe V n . 

S 2 . Para todo xeV n , 1 • x = x. 

S 3 . Para r y s pertenecientes a R cualesquiera y todo xe V n , r( 5 x) == (rs)x. 

5 4 . Para cualesquiera r,se R > todo x e V n , (r + 5 ) x = rx + sx . 

5 5 . Para todo re R > cualesquiera x, ye^, r(x + y) = rx + ry. 

Las propiedades A,. A 4 y S 5 se establecieron en losejemplos 2.5, 2.6 y 2.7. 
Las pruebas de las restantes propiedades son también sencillas consecuencias 
de las propiedades de los números reales (problema 2). 


2] Vectores 

Nota. Las propiedades A, a A 5 del teorema 2.8 implican que el 
conjunto de vectores /i-dimensionales es un grupo conmutativo bajo la 
operación de adición. 

La sustracción de vectores puede definirse en términos de adición- del 
siguiente modo. 

2.9 Definición (sustracción). Para x, ye V n cualesquiera 

x — y = x + (— y); 

es decir , x - y = (.v, — >,.v n —>J. 



Problemas 

1. Sean a = (3. -5,4). b = (2,5,7). c = (0.2, I), P 0 = (0.5,6), y 
P, = (-1, -5,2). 

Encuéntrense: 

a) a + b b) a-b 

c) 3a + 4b-3c d) x si 4x + a = 3b 

e) P 0 + r(P,-P 0 ) /) ^(Po-fP,) 

g) P 0 + /a; / = 0, ±L ±2, ±3 

h) P 0 +ja + /b; ( 5 ,/) = (0,0), (1,0), (0, I), (I, 1), (-f, -I). 

2. Pruébense las siguientes partes del teorema 2.8: 

a) A i b) A 3 c) A 5 d) S, 

f) S 3 g) S 4 . 

3. Demuéstrese que: Ox = 0 y r0 = 0. 

4. Demuéstrese que: 

a) si a + b = a + c. entonces b = c 

b) si rx = 0, entonces r = 0 o x = 0 

c) s ' =íxyx^ 0, entonces r = s 

5. Demuéstrese que: Si / ^ 0. entonces 

¿•a + /x = b 


tlene la única soíución x = -(b-¿a). 
Resuélvanse: 

a) 2(0.3) + 8x = (I.-7) 

I r l r. 3(I ' 5) + 2x = 5(0, -2, - I) + 3x 

3[x — (8, — 3, -2. 1)] = 6(7,0. -5, -10) 
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7 . En cada una de las siguientes écuaciones determínese si hay o no 
números. reales r que las satisfagan: 

a) (3. -2) = r(6,4) h) (3, -2) = r(~6,4) 

c) r( 1, — 12, 8 , 13) = (3, -36,24,40) 

d) r(4, 2, 0, 5) + 3(4, -2,6,0) = 2(6, -3.9.0) 

e) 2r(4, 6, -10) + 3(-2.4, 8) = 2(-3, 6, l2) + 4r(2, 3, -5). 

8 . En cada una de las siguientes ecuaciones encuéntrense todos los 
números reales r y s que las satisfacen: 

a) r(3, —2)+ 5 ( 6 , 4) = 0 b) r(3, -2)+ 5(6, -4) = 0 

c) r(8 , -2, 14) + j(— 12, 3, 2) = 0 

d) (5, 5) = r(5, l) + s(3, 5) 

e) (II, 14, -2) = r(3, 0, -5) + ¿(I, -2, -4). 


3. REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA DE LOS VECTORES 

En esta sección discutiremos las ideas geométricas Íntuitivas que están 
en el fondo del álgebra vectorial y que nos guían en la construcción de 
nuestro modelo analítico de espacio euclidiano /?-dimensional. Describiremos 
el modo en que los vectores en el espacio tridimensional pueden representarse 
por “flechas" (también se les denomina “segmentos dirigidos"). Mediante 
construcciones con estas flechas posteriormente dibujaremos diagramas que 
ilustren el álgebra vectoiial. Aunque esta imagen de un vector como objeto 
geométrico concreto está limitada a los espacios vectoriales uni, bi, o 
tridimensionales, el lenguaje utilizado para ios vectores de los espacios 
/ 7 -dimensionales se deriva de esta representación geométrica. 

Escojamos en un espacio tridimensional (figura 1): I) un punto O; 

2 ) tres rectas perpendiculares entre sí X 2 y que pasen por O; 

3) direcciones positivas sobre estas tres rectas; y 4) una unidad para medir 
las distancias. Un sistema como el descrito se llama “sistema cartesiano 
o de “coordenadas rectangulares". Convenimos desde ahora en que siempre 
limitaremos nuestras ilustraciones a sistemas de coordenadas levógiros o 
“de mano derecha'. Esto significa que las direcciones positivas de las tres 
rectas (llamadas "ejes”) han sido escogidas de tal modo que cuando 
el pulgar de la mano derecha apunta en la dirección positiva del eje X t y el 
dedo índice (de dicha mano) apunta en la dirección positiva del eje X 2 * 
el dedo cordial (el de en medio) puede señalar la dirección positiva del eje X 3 . 
Los sistemas levógiros de coordenadas pueden también describírse diciendo 
que la rotación en el plano X j X 2 de 90 de la semirrecta positiva del eje X t 
a la semirrecta positiva del eje X 2 cs contraria a la dirección de giro de las 
manecillas del reloj (es “hacia la izquierda”, es decir. levógira) cuando se ve 
desde la semirrecta positiva del eje X$. Aunque no usaremos sistemas de 
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coordenadas dextrógiros en este libro, estos sistemas son de uso común en 
muchas ocasiones y pueden describirse reemplazando en las descripciones 
anteríores las palabras “mano derccha” y “contraria a la dirección de giro 
de las manecillas del reloj" por “mano izquierda” e “igual a la dirección 
del giro de las manecillas del reloj". respectivamente. 



Dado un vector a = (a ,, a 2 , ct¿) en L 3 , construimos una fiecha que 
represente el vector a como sigue (figura I): elegimos un punto arbi- 
trario P 0 ; nos movemos la distancia a x paralelamente al eje V, desde P () y 
Iocalizamos el punto P, (el número a x es una distancia dirigida; a x positivo 
significa que debemos movernos en la dirección positiva del eje X, y a¡ 
negativo que debemos movernos en la dirección opuesta); de P¡ nos 
movemos la distancia dirigida a 2 paralelamente al eje X 2 y localizamos así 
e! punto P 2 ; nos movemos de P 2 la distancia dirigida a 3 paralelamente 
a| eje X 3 y localizamos el punto ~P 3 . La flecha de P 0 a P 3 , que también 
denotaremos por a, es una representación geométrica del vector a. A P () se 
ie 11 arna punto inicial de la flecha a y al punto P 3 su punto terminal. 

ecíprocamente, dada una flecha de P 0 a P 3 , construyendo un paralelepípedo 
rectangular del que P 0 y P 3 sean vértices opuestos y con caras paralelas 
a los planos X x X 2> X 2 X^ y y X 3 X ]% un vector a = (¿r,, a 2> a 3 ) puede 
a signarse a una cualquiera de tales flechas. 

I Al construir la flecha que representa un vector a, elegimos arbitrariamente 
^ punto inicial P 0 . Un mismo vector a puede eslar representado por flcchas 
I En algunas aplicaciones se establecen restricciones sobre la 

g Ca ización de P 0 . Por ejemplo, puede ser que se especifique cuál ha de 
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ser el punto ínicial. Si el punto inicial es cl origen O. el vector se llama 
“radio vector'*. En cualquier caso, cl veetor a = U/, . a 2 . a 2 ) determina tanto 
la longitud como !a dirección de la fíecha; dos flechas cualesquiera que 



FIGURA 2 


representen el mismo vector a serán de la misma longitud (magnitud) y 
apuntarán en la misma dirección. Es en este sentido que se dice que un 
vector especiíica una “magnitud" y una “dirección". 

La suma a + b = (a j + 5,, ú 2 +b 2 * +b 3 ) de un par de vectores en K 3 

está ilustrada en la íigura 2. E1 punto inicia! de b se coloca en el punto 
terminai de a. La flecha a + b es entonces la flecha que tiene como 
punto inicial el de a y como punto terminal el de b. 




FIGURA 3 


La figura 3 ilustra la multiplicación de un vector a por un número real r. 
La flecha ra es paralela a la flecha a y su longitud es |r| veces la longitud de 
a; ra apunta en la misma dirección que a si r > 0 , y si r < 0 . la dirección 
de ra es la opuesta a la de a. 
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La figura 4 ilustra la ley conmutativa A, de !a adición de vectores. 
La suma a + b (figura 4) es una diagonal del paralelogramo cuyos lados 
son a v b. La otra diagonal está relacionada con la diferencia de ios dos 



FIGURA 4 


vectores. Esto se ilustra en la figura 5. Los vectores a y b están construidos 
con ei mismo punto iniciaL E1 vector a - b es, entonces, el vector del punto 
terminal de b al punto terminal de a. La figura 5 ilustra también que 
b + (a —b) = a. La ley asociativa A 3 se iiustra en la figura 6 . 



FIGURA 6 



Problemas 

1. Calcúlese gráficamente lo siguiente: 

ü) (3, — 5) + (5, -3) b) (3, -5)-<2, 5) 

c) (I, I) + (— 2, 5) + ( —3, -2) d) (1, I) + ( — 2, 1) + (1. — 2) 

e) (cos 30°, sen 30°) + (cos 45°, sen 45 rt ). 

2 . Demuéstrese gráficamente que hay números reales r y $ que satisfacen 

c = ra +¿b 

donde 

“) ■ = (5, I). b = (3. 5), c = (5, 5) 

b) * = (2, -1), b = (3,2). c = (5,2) 

c) a = (- 1 , - 2 ), b = (-1. 3). c = (4, I) 
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d) a = (-2.3), b = (4, - 1 ), c = (-3,4) 

é) a = (I, 1, IX b = (1,0,0), c = (4, 2, 2) 

/) a = (I, 1,0), b = (-1,2.0), c = (3,5,0). 

3. ¿Qué condiciones sobre a, b y c nos aseguran que a, b y c son los 

lados de un triángulo? 

4. ¿Cuál es el significado geométrico de la ley distributiva S 5 del 
teorema 2.8 ? 


4. PARALELISMO I>E VECTORES 

A1 discutir la interpretación geométrica de la multiplicación de un vector 
por un número rea!, vimos que los vectores a y r a, donde r # 0 , están 
representados por fiechas que son paralelas (figura 3). Definimos ahora 
el paralelismo entre vectores. 

4.1 Definición. Se dice que dos vectores en V n son paralelos si uno de eílos 
es igual al producto del otro por un número rea/. 

Obsérvese que como 0 = Oa para todo aeK fl , el vector cero es paraielo 
a todos los vectores. 

4.2 Definición. Dos vectores distintos de cero a y b en V n se dice que tienen 
la misnta dirección si b = ra donde r > 0, y se dice que tienen direcciones 
opuestas si b = r a donde r < 0 . 

4.3 Ejemplo. ¿Son paraielos los vectores (2, I, 5) y ( — 6 , —3, —15)? 

Solución. Como (- 6 , -3, - 15) = -3(2, 1,5), los vectores son paralelos 
y de direcciones opuestas. 

4.4 Ejemplo. ¿Son paralelos los vectores (1, 3, 2) y (3, 9, 7)? 

Solución. Si los vectores fueran paralelos, como ninguno de ellos es cero, 
cada uno de ellos sería paralelo al otro y habría un número real r tal que 

(1,3,2) = r(3,9, 7). 

Pero esto implica que 3 r — 1, 9r = 3 y Ir = 2, y no hay ningún número 
real r con esta propiedad. Por tanto, los vectores no son paralelos. 
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problemas 

1 . ¿Cuáles de los siguientes pares de vectores están en la misma 
dirección?, ¿cuáles son paraleloá? 

a) ( M), (2,2) ■ b) (3,8), (8,24) - 

c) (1,2, I, -I), 0-3, - 6 , -3, -3) 

d) (I, -2,2, -I), (-2,4, -4,2) 

e) (5,7,2), (-15, -21, - 6 ) 

f) (3, 9), (-4, - 6 ) 

2. Pruébese que si c # 0 y si a y b son paralelos a c, entonces a y b 
son paralelos. (Vectores paralelos a un mismo vector no nulo son paralelos 
entre sí.) 

3. Pruébese que si d = b + c y si b es paralelo a a, entonces d es 
paralelo a a si y sólo si c es paralelo a a. Ilústrese este resultado gráficamente. 


5. ORTOGONALÍDAD DE VECTORES 

Sea a = (úí, , a 2 , a 3 ) un vector en V 3 . En la sección 3 dimos una inter- 
pretación geométrica del vector a como si fuera una fiecha en el espacio 
(figura 7). Si el espacio es euclidiano y si los ejes son rectangulares 
(mutuamente perpendiculares), entonces e! teorema de Pitágoras se verifica 

y, por tanto, Ia longitud de la flecha que representa a a es x a, 2 + a 2 2 + a 3 2 . 
Como nuestra geometría tiene que ser euclidiana, definimos la longitud del 

vector a en V 3 como v a x l + a 2 +a 3 2 . Generalizando esta longitud 
euclidiana, introducimos la siguiente 
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5.1 Defmición. La longitud de un vector a = (a t ,— a n )e V n , denotada 
por ja|, tiene como definición 

l a l = x a , 2 + ... + í/„‘ = 

Lín vector de longitud igual a la unidad se llama vector unitario. A V n con 
ía longitud que acabamos de deíinir se ie llarna espacio vectorial euclidiano 
/t-dimensional. 

5.2 Teorcnia. Las propiedades fundamentales de la longitud de un vector 
son: Para a. be V n cuafesquiera y para todo re R. 

5.3 |a| ^ 0 ; ja| = 0 si y só/o si a = 0 . 

5.4 |ra| = |r| |aj. 

5.5 ja + b[ ^ |a¡ + |bj (desigualdad del triángulo). 

pRUtBA DE 5.3. Por definición, jaj > 0. Ahora bien a : = ¿/," + ... +a n 2 , y 

por tanto, si a¡ J 0 para un cualquier i = 1. n, entonces a # 0. Por 

tanto |a| = 0 implica a } = 0 . a n = 0 , luego 

a = (a x , ..., a n ) = (0 . 0 ) = 0 . 

Recíprocamente. si a = 0, entonces a| =0. 

Prueba de 5.4 

|ra| = |( ra ,, = yj ( ta x ) + — + (/u„) 

= x / r~ ■ yja* +... +al 

= yjr 2 • |a| = |r| |a|. 

La prueba de la desigualdad del triángulo se da en la sección 7 (pág.*35). 
Entonces no nos será dificil demostrar que. si a y b no están en la misma 
dirección, entonces |a + b| < |a| + jb|, (a + 0. b ^ 0). Esta desigualdad 
corresponde al teorema geométrico: /a longitud de un lado de un triángulo 
no degenerado es menor que la suma de /as /ongitudes de /os otros dos /ados 
(figura 8 ). 




FIGURA 8 
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Adviértase que la notación para la íongitud de un vector es la misma 
que la usada para el valor absoluto de un número real. La razón para 
haber elegido tal notación es que las propiedades fundamentales del vaíor 
absoluto de un número real v las de la longilud de un vector son las mismas. 
£n realidad, si consideramos a los números reales como vectores en V ,, 
entonces el valor absoluto es la íongitud del vector unidimensional. es decir, 

|r| = yjr 2 . 

Volviendo a nuestra imagen geométrica de los vectores, queremos 
motivar la defmición que acabamos de dar. La palabra “ortogonal" 
significa “en ángulo recio" y es sinónima de “perpendicular”. Sean a y b 
los Iados de un paralelogramo (figura 9). Los vectores a + b y a-b son las 



diagonales del paralelogramo. Expresada geométricamente, la definición de 
ortogonalidad podría ser: a es “ortogonal" a b si las diagonales del 
paralelogramo formado por a y b son de igual longitud. es decir, si 
el paralelogramo es un rectángulo. 


5.6 Definición. Un vector a se dice que es ortogonal a un vector b si 

[a + b| = fa — b|. 

Como |a + b| = b+a y |a —b| = |b —a¡, es claro que a ortogonal 
a b implica b ortogonal a a. Por esta razón se usa con frecuencia ia expresión 
mutuamente ortogonales". Diremos también que. a veces, “a y b son 
ortogonales". 

FJ vector cero tiene la propiedad muy especial de ser ortogonal a todos 
ios vectores. 


5.7 Ejempio. ¿Son ortogonales los vectores a = (5, — 8 , 3) y b = ( 2 , 5 , 10 )? 
SOLUCIÓN 

ja + bj = |(5, -8,3) + (2, 5, 10 )j = |(7, -3, 13)| 

= x 7 2 + (-3) T +I3 2 = v'227 
|a-b| = |(5, - 8 , 3) —(2, 5, 10)| = |(3, - 13, -7)| 

= \ 3 2 +( — 13) 2 + ( — 7 ) 2 = v'227. 
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Como : a+b| .= a —b|, los vectores son ortogonales. 

5.8 Ejemplo. ¿Los vectores a = ( — 2,6.4, —3) y b = (3.^, L —1) son 
ortogonales? 

SOLUCIÓN 

|a+b| = |(1,5, -4)| = v 1+4^ + 25+16 = v 42 +-4 
|a — b| = |(-5, JjL, 3, -2)| = v ' 25+-4 j -'+9 + 4 = v /38+-4-L. 
Como |a + b| ^ |a-b|, los vectores no son ortogonales. 

Problemas 


Si a = 

(3. 0, 5), b = (2, - 

I, -3), 

calcúlese la longitud de: 

a 

b) b 

c) 

a + b 

d) a — b 

3a 

/) — 3(a — b) 

g) 

-ib 

/í) 3a-^b 

a b 

a/|«| 

j) b/|b| 

k) 

(a + b)/[a + b| 

0 üi + +i 


2. Demuéstrese que | — a| = |a|. 

3. Demuéstrese que ||a| — |b|| < |a — b| para todo a. beV n . 

4. Determínese si los siguientes pares de vectores son ortogonales. 

a) (—1,3, -3) y (3, 3,2) 

b) (l, 0 , 0 )y ( 0 , 1 , 0 ) 

c) (2, 8 , 4) y (0, 0, 0) 

d) (3, 2.0)y (1, -1,0) 

5. a) Demuéstrese que a + b y a — b son ortogonales si y sólo si a =|b|. 
b) ¿Cuál es la interpretación geométrica del problema 5¿?7 

6 . ¿Qué es lo quc puede concluirse si se sabe que un vector es perpen- 
dicular a sí mismo? 

7. Encuéntrense todos los vectores ortogonales a 

a) ( 3 . 6 ) b) ( 2 , - 1 ) 

c) (í?! , a 2 ) d) (2. 3, - 1) 

I 

8. Demuéstrese que sí a es un vector distinto de cero, entonces —; a es 

a| 

un vector de longitud igual a uno que está en la dirección de a. A un vector 
de longitud igual a la unidad se llama vector unitario . 

9. Encuéntrense los vectores unitarios en la dirección de: 

a) (1, 1) b) (I, -1. 1) c) (2,3, -7) 
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10. Demuéstrese que si a v b son vectores distintos de cero, entonces 
a ortogonal a b implica que a no es paralelo a b. y, recíprocamente, a paralelo 
a b implica que a no es ortogonala b. 


6. EL PRODUCTO ESCALAR 

Nuestra definición de ortogonalidad de un par de vectores a = (cr t ,..., a n ) 
v b = (/?],..., b n ) es equivalente a aíirmar que la diferencia de los cuadrados 
de las longítudes de las diagonales a + b v a-b del paralelogramo de 
lados a y b es cero; es decir. 

|a+b | 2 - |a — bj 2 = 0 . 

Como 

n n 

6.1 |a + b| 2 — |a — b| 2 = £ (o t + b t ) 2 - X ( a t~ b k ) 2 

k= 1 k= \ 

n 

— {üfr ~ + 2 a k + b k ** — a k ^ + 2 a k b k — b^) 

k = i 

n 

= 4 £ a k b k , 

k = I 

la ortogonalidad de los dos vectores a y b es equivalente a la anulación 

n n 

de Y. a kbk ■ Esta expresión Y a k b k es de considerable importancia en 

k—\ k=\ 

álgebra, geometría y física, y es por ello que se le ha dado un nombre especial. 

6.2 Definición. E / producto escalcir a * b —léase “a producto escalar b”, 
a punto b , o simplemente , ‘*a por b"— de dos vectores a, b 6 V n , donde 

a = (a x , ..., a„) y b = (/?,,..., b n ), está definido por 

n 

a-b = X a k b k = a¡b¡ + ...+a„b„. 

k = 1 

Nólese que el producto escalar de dos vectores no es un vector, es un 
número reaf. En física. magnitudes tales como la longitud, el trabajo, la 
masa, la temperatura. etc., se llaman magnitudes “escalares'‘ t ; tienen 
magnitud. pero no dirección v quedan especificadas (mcdidas) por números 
r eales. En matemáticas, a menudo se usa el término “producto interior” 
e n lugar del término "producto escalar". Otro nombre para este producto 
sugerido por !a notación— es el de “producto punto”. 

La ecuación 6.1 puede escribirse ahora: 

^.3 |a + bf 2 — | a - b | 2 = 4 ( a • b); 


y podemos enunciar: 
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6.4 Teorema. Dos vectores a y b son ortogonales si y só/o si a • b = 0 . 

6.5 Ejemplo. Aplíquese el criterio que acaba de enunciarse para estudiar 
Ia ortogonalidad en los ejemplos 5.7 y 5.8. 

SüLUClÓN Dt 5.7 

a • b = (5, -8. 3) • (2, 5, 10) = 10-40 + 30 = 0. 

Por tanto, los vectores son ortogonales. 

Solución df. 5.8 

a * b = (— 2, 6 , 4, — 3)*(3, !,-!) = -6 + 3+4 + 3 = 4#0. 

Por tanto, los vectores no son ortogonales. 

6.6 Teorema. Las propiedades fundamentales del producto escalar son: 

6.7 a • b = b • a 

6.8 (ra) * b — r (a • b) 

6.9 a • (b, +b 2 ) = a • b, + a • b 2 

6.10 a * a ^ 0 ; a • a = 0 si y sólo si a = 0. 

La propiedad 6.7 afirma que ia ley conmutativa se verifica para el 
producto escalar y la 6.9 que también se cumple la ley distributiva. La 
propiedad 6.10 se ve que es una reformulación de la propiedad 5.3 de |a| 
ya que 

6.11 a • a = £ a k 2 = [a| 2 . 

k » 1 

La propiedades 6.7, 6.8 y 6.9, son simples consecuencias de las propiedades 
de los números reales (problema 4 ). 

Mostramos ahora que las definiciones de longitud y ortogonalidad 
implican el teorema de Pitágoras. 

6.12 Teorema. a es ortogonal a b si y só/o si 

|a+b| 2 = |a| 2 + |b| 2 . 

Prueba. De acuerdo con las propiedades fundamentales del producto 
escalar, 

Ia + b| 2 = (a + b) • (a+ b) 

= a • (a + b)+ b • (a+ b) 
=a*a+a’b+b*a+b*b 

= |a| 2 + 2 a • b+ |b| 2 . 


7] 
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Vemos pues que |a + b| 2 = |a¡ 2 + | b| 2 si y sólo si a • b = 0; es decir, si y 
sólo si a es ortogonal a b. 


Problemas * 

1 . Sean a = (3, 0, 5), b = (2, - I, -3),P 0 = (I, -2, l).yP, =(2,3, - I). 

Encuéntrense 


a) a • b 
c) b-(P,-P 0 ) 
e) a * a 

q) (a + b) • (a — b) 


b) a • (P, -P 0 ) 
d) (a + b) * (P, -P 0 ) 
f) b • b 
h) |a + b| 2 


2. Determínese si los siguientes pares de vectores son ortogonales. 

a) (2, I, -3,4) y (3, 4,2, - 1 ) 

b) (3,2,0, -I) y (4, -1,7, 2) 

c) (-18, 2, 3.4) y (2. 6 , 12, 3) 

d) ( 1 , 0 , 0 , 0 ) y ( 0 , 0 , 1 , 0 ) 


3. Encuéntrense todos los vectores ortogonales a: 

a) (3, 6 ) b) (2. - I) 

c) ( 1 , 0 , 0 ) y ( 0 , 1 , 0 ) d) (I, I, 1 ) y ( 0 , 0 . 1 ) 

f) (a l% a 2 .a 3 ) 

4. Pruébese que el producto escalar satisface 6 . 7 , 6.8 y 6 . 9 . 

* 

5. Demuéstrese que: 

a) |a + b| 2 = |a| 2 + 2a • b + jbj 2 

b) (a + b) • (a — b) = |a| 2 -|bj 2 

c) Ia + rb| 2 = |al 2 + 2/a • b + / 2 |b[ 2 

6 . Pruébese que la suma de los cuadrados de las longitudes de las dia- 
gonales de un paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados de las 
longitudes de los cuatro lados del paralelogramo. 


7. PROYECCIÓN ORTOGONAL. COMPONENTES 

En esta sección discutiremos la significación geométrica del producto 
escalar en términos de “proyección ortogonal" y “componente”. Estos 
conceptos son de importancia tanto en geometría como en física. 

ntr póucimos ios conceptos de proyección ortogonal y componente en 
^onexión con el siguiente problema. Dados dos vectores no nulos a y b 
a k f fi rU ' Vase un tr iángulo rectángulo con hipotenusa a y base paralela 
gura 10). Como cualquier vector paralelo a b puede representarse por 
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rb con r igual a algún número real, lo que deseamoses construir un trlángulo 
de ladós a, rb y c = a-rb tal que c sea ortogonal a b. Pero a-rb es 

ortogonaí a b si y sólo si 

(a-rb) • b = a* b — r 1 b ¡ 2 = 0 . 



Por tanto. r = 7777 es el único número tal que a-rb es ortogonal a b y el 


|b | 2 


a * b 


triángulo rectángulo deseado de hipotenusa atiene lados 7777 by a 

a * b 


a ■ b 


|b| 2 “ 2 “ |b | 2 


Ei lado b que es paralelo a b se llama proyección ortogonal de a sobre b. 

l 


7.1 Definición. Sean a, be V, con b * 0. La proyección ortogonal de a 

sobre b. denotada por Proy b a, es e¡ vector 

a • b 

Prov b a = -- 0 . 

|b | 2 

La proyección de a sobre b puede escribirse en la forma 

a * b b 

Prov b a --. 

|b| |b| 

b a * b 

Como el vector — es un vector unitario en la dirección de b, el número 

es la “longitud dirigida” de Proy b a. Este número se llama componente 
de a en la dirección de b. 


7.2 Definición. El número (a • b)/|b| se Itama componente de a en (a 
dirección de b y se denota por Comp b a; es decir , 

Comp b a = (a • b)/|bj. 
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La reiación entre proyeccíón (un vector) y componente (un número) es 

7.3 P r <>v h a = - - 7 b = (Comp b a) — . 

Ib ¡ 2 |b[ 

Si Comp b a > 0 , entonces Proy b a está en la dirección de b (figura l ia). 
Si Comp b a < 0 , entonces Proy b a y b están en direcciones opuestas 
(figura | i b). Si Comp b a = 0, entonces íos vectores a y b son ortogonales. 




FIGURA 11 


Nota. No hay mucha concordancia entre los distintos autores respecto 
a la terminología de componentes y proyecciones. Algunos autores usan 
ei término “componente” tanlo para el vector al que nosotros hemos 
designado como Proy b a como para el número al que hemos denotado 
como Comp b a. Cuando se hace esto, es común habiar de “componente 
vectorial" y de “componente escalar” cuando se necesita distinguir entre 
ios dos conceptos. Otros autores usan tanto el término “componente” 
como el término “proyección” para denotar e! número que aquí hemos 
denominado Comp b a. 

Nota. Si b' es un vector cualquiera no nulo paralelo a b, entonces 
Proy b a = Proy b . a (problema 5 a). Así pues Proy b a no cambia porque 
reemplacemos b por cualquier vector no nulo paraielo a b. Por otra 
parte, si b' es un vector distinto de cero paralelo a b, entonces 
Comp b - a = Comp b a o Comp 5 - a = — Comp b a según que b y b' 
tengan iguai dirección o direcciones opuestas (problemas 5 b y 5c). 

Como el componente de un vector en la dirección de otro vector tiene 
un significado geométrico definido, !a relación entre componente y producto 
escalar introduce una interpretación geométrica del producto escalar. 
Según ia definición de componente (definición 7 . 2 ), 

7.4 a • b = |b| Comp b a. 

Esta ecuación nos dice: el producto escalar a • b es la longitud de b por 
ei componente de a en la dirección de b. 

En el espacio vectorial bidimensional V 2 (figura 11), 


Compb a = ja| cos 0 , 
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donde 9 es el ángulo de b a a y, por tanto, 

a • b = |a| |b| cos 0. 

La misma terminología puede extenderse para V„ ■ ~ Co n ^ ecam °^ r de 

vLrrlfdi'sdntos'rcéro^T yTsieesel án^ulo determ.nadopor los vectores 
no nulos a y b en K„, definimos el coseno de. 9 por la relacon 

a • b 

« 6 ’ Ri5'' 

La interpretadón geomítrica del produoto eK.lar sugiere una import.nte 
propiedad llamada desigualdad de Schwarz. 

7.6 Teorema. (Desigualdad de Schwarz.) Para cualquier a, be V„, 

7 7 |a * b| 4 M |b| 

donde la igualdad se verifica si y sólo si a y b paralelos. 

Prueba.. (Figura 10, P ág. 32.) S¡ a no es 0 Í. 

acuerdo con e, teorema de 

Pitágoras tenemos 

|Proy b al 2 = |a| 2 -|c| 2 < |a| 


U 

|Proy b a| < |a|. 

De las ecuaciones 7.4 y 7.3 se deduce 

|a • b| = 1 b| |Comp b a| = |b| |Proy b a| < |b| ¡a 

de modo que si a no es paralelo a b, 

|a * b| < |a| ;b|. 

Si . es paralelo 1 “.¿"“'rf pári” «í 

Si a y b son vectores paralelos no nulos, entonces a f 

número real r y, por tanto, 

|a-b| = |(rb) • b| = |r| |b| 2 = |rb| |b| = |a| )b|. 

Esto completa la prueba. 

“guf r: t.«f. 

ecuación 7.5, satisface la desigualdad - ) ^ cos 
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La desigualdad del tríángulo 5.5 es ahora una simple consecuencia de 
la desigualdad de Schwarz. 

Prueba de la desigualdad del triángulo 5.5. Como a* b ^ |a* b|, 
de la desigualdad de Schwarz se deduce 

a • b < |a * b| ^ |a¡ |b|. 


De donde 

t |a+b| 2 =(a-pb)*(a-fb) = |a| 2 4-2a*b + ib| 2 

< |a| 2 + 2|a| |b| + |b| 2 = (|a| + |b|) 2 . 

Esto implica la desigualdad del triángulo: 

|a+b| ^ |a| + |b|. 

Es claro que si a es cero o lo es b, entonces se verifica la igualdad en !a 
desigualdad del triángulo. Si a y b son distintos de cero, la igualdad se 
verifica si y solamente si 

a * b = |a * b| = |a¡ |b[. 

La igualdad se verifica en ia desigualdad de Schwarz (|a * b| = a| |b|), si 
y sólo si a y b son paralelas, es decir, a = rb para un cierto número real r. 
Si a = rb, entonces 

|a||b| = |rb| |b| = |r| |b| 2 


y 


a * b = (rb) • b = r|b | 2 


y por tanto a * b = }a| |b| si y sólo si r = |r|, es decir, r ^ 0. Vemos pues 
que la igualdad se verifica en la desigualdad del triángulo si y sólo si 
a = 0, b = 0, oayb están en la misma dirección. 


Problemas 

■ 9 

Exprésese, en cada uno de los siguientes casos, a como la suma de 
Un vector paralelo a b y un vector ortogonal a b. 

a) a = ( 3 - 8 >’ b = (1.0) b) a = (1,0), b = (3, 8) 

C a = (~ 5 ’ 8 ). b = (1, 1) d) a = (1,2,3), b = (0.0, 1) 

' a ~ d’ 2 ’ 3 )’ b = (1, 1,0) /) a = (2, I, 1), b = (1,2,0) 

Hústrense gráficamente las soluciones del problema 1. 

3 F 

n cada uno de ios siguientes casos calcúlense Comp b a y Proy b a. 

S a - 8) ’ b = (l,0) b) a = (-5, 8), b = (1, 1) 

I ~ 0.2, -3), b = (0, 0, 1) d) a = (1, 1, 1), b = (1,0, I) 
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e) a = 0,0,0, b = (>,>,.) o /)a = 0,2.-3,6),b = 0, , , 

■ 9) ^ = ( °' ’ ° 2 ’ ° 3) ' " = T+[ ) - Co mPb a, + Compb a 2 (ia com- 
ponénte de uraTuma es laTma de’las componentes). Hústrese este resultado 
gráficamente. 


5. Demuéstrese que: Prov b a = Proy b -a. 

j s s ; ¡».. 

» s¡ b , b . «in en direcdone, opne,». 

Compb a = — Comp b ' a. 


^mnaración de la desigualdad de Schwarz 
6. Obténgase una nueva demos c ^ b |2 

mediante la consideración de la expresión 


nulos a y b. 


A 1 

|a| " lb| 


para vectores no 


8. VECTORES SOBRE CN CAMPO ARBITRARIO 

En la sección 2, e. espac.o 

? l^operadones de'adíctón^y multip.icación por un esca.ar (número rea., 
deíinidas como sigue: 

c - _ / Y vly v = (..V i *• ■ • » y») ^en 

8.1 lgualdad de vectores. Si x - (x,. - • 

vectores, entonces 

X = y si x¡ = y, para todo i = >, 

_ (x X )yy = CV,.y„)sonvectores, 

8.2 Adición de vectores. Si x - (x, .. «> - • 

entonces , \ 

X + Y = (-V j + y \ v • • • » X n ’’ * 

+ / y \ 0^ un 

. lin V p r to r nor un escalar. Si x = * n) 

8.3 Multiphcacion de un \ector p 

vector yres un escalar, entonces 

rx = (rX), rx n)‘ 

Ob»«mo, ahor. qoe pobemo, 

llamaremos V.,F) * » '»* » Ml J0« '« * 

números reales por elementos multiolicarsc. Sin embargo, para q u 

mentos de F puedan sumarse y m p * y /f) tengan W 

podamos Uamar a n ( P da s en el teorema 2.8, pag. 3. 

propiedades que aparecen enumeradas en 
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asegurarnos 


de que V n (F) tenga tales propiedades, suponemos que 


F es 


UI1 \JiTcampo es un conjunto F y dos operaciones, adición y multiphcación, 
ue satisfacen las siguientes propiedades: 


A Para todo a y b en /% a + beh. 

Para todo ay¿>en F, a + b = b + a. 

para todo a, b y c en F, (a+b) + c = a+(b + c). 

/y 3 Hay un elemento en F. denotado por 0, tal que para todo a en /\ 


a + 0 = ü- 

A para cada a en F, hay un elemento en F, representado por -a, 

tal que a + ( — a) = 0. 

M j. Para todo a y b en F, abeF. 

M 2 „ Para todo a y b en F, ab — ba. 

M 3 . Para todo a, b y c en F, (ab)c = a(bc). 

M Hay un elemento en F, representado por 1, diferente de 0, tal que 
para todo a en F, a ■ 1 = a. 

M, Para cada a en F, distinto de 0, hay un elemento en F, representado 
poi a* 1 , tal que a * a~ = 1. 

D. Para todo a, b y c en F, a(b + c) = ab + ac. 


Defmimos ahora el espacio vectorial «-dimensional V n (F) como ei 
conjunto de todas las «-adas de elementos del campo F, denotadas por 

x = (*,, _ x n ), x¡eF(i = I. n) y llamadas vectores, donde la relación 

de igualdad y las operaciones de adición y multiplicación por un escalar 
(elemento de F) satisfacen 8.1, 8.2 y 8.3. Como las únicas propiedades de 
los números reales que intervienen en la prueba del teorema 2.8 son las 
propiedades de campo, V n (F) tendrá también estas propiedades fundamen- 
tales. 


8.4 Teorema. 

A, . Para todo x y y en V n (F), x + yeV n (F). 

A 2 „ Para todo x y y en V n (F), x-l-y = y + x. 

A 3 . Para todo x, y y z en V n (F), (x + y) + z = x + (y + z). 

A 4 . Hay un y solamente un vector en V n (F), denotádo por 0 y flamado 
vector cero . con la propiedad de que 

x + 0 = x para todo xeV n (F). 

A5. Para cada xeV n (F) hay un vector único „ denotado por — x, con la 
propiedad de que 

x + (— x) = 0. 

Sj. Para todo xe V n (F) y todo reF, rxe V n (F). 

^ 2 - Para todo xe V n (F), I * x = x. 

^ 3 * Fara todo r, seFy todo xe V n (F ), r(ó'x) = (r5)x. 
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S 4 ■ Para ioí/o r.sePy todo xe V„(F), ( r + s)x = rx+sx. 

Fara ' odo refr y cualesquiera x, ye V n {F), r(x-hy) = rx + ry. 

^EnT y eanse , e -Í ern P i0s 2 - 5 > 2.6 y 2.7, pág. 17, y el problema 2, pág 19 

sobre el camno°d f ““ seoáón ’ 6 ' eSpac '° vector¡ a' «-dimensionfl V 
ed naa r/ r, n r er ° S ^’ 65 qUe introdujimos en la sección 2 

atendón ÍV ; ( rí t P ‘° “ 6 ' CapítU '° co -'finaremos nuestra 

abreviada V " p i Cüntlnuaremos usando P a 'a designarle la notación 
, . c "* En e ca Pitulo 11, tendremos ocasión de tratar con V (O 
el espaco btdtmensional sobre el campo de los números compl Z 

abstrLo com°o VeC, ° r f V S ° bre Un Camp ° F pUede def,nirse de modo 
teoreml 8 4 r f eStrUCtura que tiene las propiedades enumeradas en el 

lineal v 13 0,/^° 56 Se lntroduce el con °epto de independencia 

> la dimension del espacio vectorial puede deiinirse como ei número 

meró n°uede lmeaimente independientes en el espacio. Este nú- 

uo puede ser finito o puede no serlo. Si la dimensión es n ffinita) 

en onees puede demostrarse que el espacio es esencialmente V„(Fy P ar a 
detalles vease, por ejemplo, las referencias 22 o 27. 


9. RESUMEN 

En este capítulo introdujimos vectores «-dimensionales v consideramos 

!.“ r P l7 .?'.7 lad “ aleeb ™“> * "» vecorc. Se ^ro^roü 

escakr de dnc ° rt0g0nal,dad entre vect °res. Consideramos el producto 
escalar de dos vectores en el espacio n-dimensional v lo relacionamos con 

pr 0 rSoÍo^Td nalÍdad - S£ dÍSCUt¡er0n ,0S ¡mportantes eon -P tos de 
de aTn la diT í "k “ SObre Un vector no nuio b * componente 
vector v 't c n . b ’ U Pr ° yección ortogonal de a sobre b es un 

lonTd di' COmp ° nente de a en la diteccidn de b es un número real -la 
gtud diugida de la proyección de a sobre b. Aunque se dio U na 

srn seomét , nca ? '? s vect ° res ’ aún n ° se han usad ° ést ° s 

analíti, ,^d' SCOmetrla - En ei Próximo capltulo, estudiaremos geometria 
sólida imenstonal, a la que también llamaremos geometría analítica 


(-3, I, 6, 2) y c = (-2, 3, - I, 7). 
b) a • (b + c) 

d) |b¡ 


Problemas de repaso 

1. Sean a = (1,2,3, -2), b = 
Encuéntrense 


a) a + b 
c) a • a 



/) 2a+^c. 
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2 . ¿Cuáles de los siguientes pares de vectores están en la misma 
dirección?,¿cuáles son paralelos? 

d) (2, 3), (-4, -6) b) (i, _ 5)i (_2, |5) 

c) (3, —2), (4, -f) d) (2, 3,5), (1,2,4).. 

3- Si a = (1, 5, 2, 4), b = (1, —2,3, — 1), calcúlese la longitud de 

a) a b) b 

c) a + b b) a — b. 

4. Véanse si son o no ortogonaíes los siguientes pares de vectores. 

a) (1,2), (-2, I) b) (1, l, |), (i, _i,o) 

c) (3, 5), (-3, 2) d) (1, -2, 3, 5), (- I, 2, 0, 1). 

5. Calcúlese en cada caso Comp b a y Proy b a. 

a) a = (1, 1,3), b = (- I, 2, I) 

b) a = (I, 2, 1, 1), b = (- 1,3, -2, 2) 

c) a = (1, 1, -2), b = (3, -1, 1) 

d) a = (1,5,2), b = (-1,0, 1). 













































































































SamiBíría analírisa 

aólida 


1. INTRODUCCIÓN 

Hamilton (1805^865)^fmbiTsulnteréfdíkr ' rlandéS WÍ " Íam R ° Wan 

y elaboró el álgebra de 1 ™ - ¿ flSICa matematic a al álgcbra 

ordenados de números reales “ 0Scomp,e .Í os basada en los pares 

ternas y cuaternas de númeroí Uno de f eSarrol,ar un ál « ebra de 
P re guntó: “Bien naoá *n..^ ?° t* SUS hlJ0S ’ que sabía est0 ’ le 

contestó- “No cH| P P ’ , 6P des mu ltiplicar ternas ?” Por Io que se dicc 
Un ■ , ™°’ sol ° P ued ° sumarlas v restarlac ” t -> „ que se aice 

Un algebra no conmutativa He I drias ' Lo P ue S1 descubnó fue 
, conmutativa de dtmens.on cuatro (cuaternios). 1 La 

watemít™ K qUC . dé a K una «nuctura de 

Artíntr CWw. =15'^'^“«,^““"*' » - 
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denominada parte pura del producto de cuaternios es, cuando se reduce 
a la dimensión tres, el “producto vectorial" que estudiaremos en este 
capítulo. Independientemente de Hamilton, el matemático alemán Hermann 
Gunther Grassmann (1809-1877) extendió este punto de vista de los números 
complejos a las «-adas ordenadas de números reales. Estos números 
hipercomplejos generalizaban los números complejos y los cuaternios de 
Hamilton. La contribución de Grassmann pasó inadvertida hasta su apli- 
cación en 1915, en la teoría general de la relatividad, y es sólo hasta fecha 
muy reciente que su trabajo se ha apreciado píenamente. Fueron, sin 
embargo, dos físico-matemáticos los que se dieron cuenta de la significación 
que tenían los vectores en física, el norteamericano Josiah WiIIard Gibbs 
(1839-1903) y el inglés Oliver Heaviside (1850-1925), y el desarrollo del 
análisis vectorial tridimensional de la primera parte del presente siglo se 
debe en gran parte a estos dos hombres. 

En este capítulo, el álgebra vectorial se aplica al estudio de la geometría 
euclidiana tridimensional y en la sección 12 algunos de los resultados 
obtenidos para el espacio tridimensional se generalizan para los espacios 
Az-dimensionales. Las propiedades de los vectores bajo Ias operaciones de 
adición. multiplicación por un escalar y producto escalar que se obtuvieron 
en el capítulo 1 se usan en éste. lntroducimos, además, en K 3 una nueva 
operación sobre vectores, el “producto vectorial”. Este producto vectorial 
se aplica a dos vectores en K 3 y da como resultado un vector en K 3 . Ei 
producto vectorial deriva su importancia del hecho de que tanto su longitud 
como su dirección tienen importante significación en geometría y física. 


2 . ESPACIO EUCLIDIANO TRIDIMENSIONAL 

A fin de apreciar la terminología que va a introducirse en esta sección 
y también para ayudar a comprender la manera en que el álgebra vectorial 
se aplica en geometría, explicaremos primero cuáles son las imágenes 
geométricas que se encuentran tras el ienguaje que vamos a utilizar. Cuando 
denotamos un vector por una letra mayúscula —digamos P = (,v, y, z )— * 1 
indicamos que P ha de considerarse como un radio vector (es decir, el punto 
inicial de la flecha que representa P es el origen), o como el punto terminal 
de este radio vector (figura I). Si P = (.v, y , z) se llama punto, lo visualizamos 
como el punto terminal del radio vector P = (.v, y, z ), y los números ,v, y , z se 
llaman, entonces, coordenadas del punto P. Así pues, (x,y,z) puede lla- 
marse un vector, un radio vector, o un punto, y los números x,y , z pueden 
llamarse componentes o coordenadas. E1 lenguaje que se utilice depende 


Es, por tanto, posible para n = 1, 2, 4, y 8, y solamente en fecha muy reciente (1958) 
se probó que éstas eran las únicas posibilidades. 

1 En ia geometría tridimensional es una práctica común denotar las coordenadas 

por x, y, z en lugar de por .Vi, x z , x¡ y aquí seguiremos esa práctica. 



de cual sea la aplicación que el usuario tiene in mente. Si denotamos 
un vector por una letra negrita a = (a x , a 2 , a 3 ), debemos entender que el 
vector se está usando para representar una dirección y una magnitud. En 
cualquier caso, los nombres que usemos no afectarán el álgebra de los 
vectores aunque la terminología puede resuhar necesaria para comprender 
alguna aplicación particular del álgebra vectorial. 

Ahora estamos preparados para dar una descripción de nuestro modelo 
analítico del espacio euclidiano. Llamamos a este modelo “espacio analítico 
euclidiano tridimensional" o, simplemente, “espacio euclidiano tridimen- 
sional". EI espacio euclidiano tridimensional se denota por R 3 (léase: R tres). 
En la definición de R 3 debemos especificar qué es lo que vamos a entender 
por puntos, rectas y planos. Los puntos de R 3 son las ternas ordenadas 
(a% y , z) de K 3 . Los números .v, y , z han de visualizarse como las coordenadas 
rectangulares del punto P = (.v, y, z) (figura 1). Nuestra definición de una 
recta en R 3 nace de la idea intuitiva de que una recta está determinada por 
Un punto P 0 y una dirección a (a es un vector no nulo) (figura 2). 
Los puntos P sobre la recta & que pasa por P 0 en la dirección de a son, todos, 
puntos de la forma P = P 0 + /a, donde / es un número real. Denotamos 
es te conjunto por {P 0 + ra [ /e R ¡, Io que leemos: ”el conjunto de todos los 
puntos P 0 + /a con /eR". Son todos los puntos que pueden alcanzarse 
e ^ e partiendo desde P 0 , siguiendo una dirección paraiela a a. La 
e nición de un plano en R- 1 surge de la idea de que un plano está deter- 
m >nado por dos rectas no paralelas <£ x y <£ 2 óe direcciones respeCtivas a y b 
^ue se cortan en un punto P 0 (figura 3). Los puntos P sobre el plano & 

iond^'H^^ 0 ^° r ^ 1 ^ S ° n ’ toc * os ' * os P untos * a forma P = P 0 + wa + rb, 
t e u y v son números reales. La distancia en el espacio eucüdiano 

J niensional R 3 desde un punto P, a un punto P 2 se define como la 



















































































Geometría analitica sólida 


[Cap. 2 







s:= zsxszz SK =•-- 


Espacio euclidiano tridimensional 


45 


2 ] 


. , oefinición. El espacio (analhico) euclidiano tridimensional, denotado 
2 ' R 3 es e¡ espacio vectorial tridimensional V$ donde: 

'"n ^óLL, <*. .»■ 1’ y ,~*» /»«““ * R <*»» 

2) un conjuuto P£ tlo puntos de R J os «»« reota st bay utt puuto P 0 e 
un i-ector no nulo ae V } tal que (figura 2), 

!£ = {P 0 + ía |/eR}; 


3) un conjunto 0> de puntos de R' « «fl plano_ si hay un punto P 0 eR 3 
veetores no paratelos * y h de V 3 tales que (jiguru 3), 


g¡> = {P 0 + wa + rb | w, reR}; 


4) la distancia , denotada por í/(P|i P 2 )’ ^el punto Pi 1 ^ 

al punto P, = (x 2 , >> 2 , z 2 ) « lo ngitud^ de/ vector P 2 - P,, dear , 

rf(P„P 2 ) = |P 2 -P,I = V+2-^,) 2 +0-’2-^,) 2 + ( z 2-z,) 2 - 


Las ecuaciones 


p = P 0 + /a 


y 


p = P 0 + wa + rb 

se Ilaman ecuaciones vectoriales de la recta y el plano, respectivamente, 
y las ecuaciones correspondientes entre los componentes 

lf x = X 0 + /Wi, >’ = +0 + /a 2> 2 = Zo + /a 3 


^ x = x 0 + «a,+tó,, y = y 0 + na 2 + vb 2 , z = z 0 + ua } + vb 3 

se llaman ecuaciones paramétricas de la recta y el plano. 


2.2 Ejemplo. Determínese una recta que pase po, los puntos P 0 - (1, 1, 2) 

y p, = (i,2,0). 



FIGURA 4 
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Solución. (Fígura 4.) Sea a = P, -P 0 = (0. 1. -2). Entonces 
23 Se = {P 0 + rCP,-P 0 )|fsR} 

esclaramente una recta que contiene a P 0 y P,, ya que P 0 resulta de hacer 
/ = 0 y P, de hacer r = 1. Luego 

& = {(1, 1. 2) + r(0. 1. -2)} = {(1, I +/. 2-2/)} 

es una recta que pasa por (1. 1, 2) y (1. 2, 0). 

% 

2.4 Ejemplo. Determínese un plano que pase por los puntos P 0 = (1, 0. 0), 
P ; = (0, l,0)yP 2 = (0,0, I). 

Solución. (Figura 5.) Definamos a = P, -P 0 , b = P 2 — P 0 , y 

& = [ P 0 + wa + v b | w, ve R ¡ 

= { P<) + ^ ( P! Po ) + C ( P i P 0 ) } * 

Como a = (— 1, 1,0) y b = (—1,0, I) no son paralelos, 2? es un plang que 

contiene a P 0 , P,, y P 2 ; P 0 resulta de hacer u - 0, r = 0; P, resulta de 

hacer u = 1, v = 0, y P 2 de hacer u = 0, v = 1. De donde resulta que 

^ = {(1,0, 0) + w( — 1, I,0) + t-(-l,0, ])} 

= {(I ~u-i\ r)} 

esun plano que pasa por los puntos (1,0. 0), (0, 1,0), y (0, 0, 1). 



FIGURA 5 

2.5 Ejemplo. Determínese la intersección de la recta S£ del ejemplo 2.2 
conel plano '¿P del ejemplo 2.4. 

Sollción. Supongamos que P es un punto de la intersección de S£ y 
Laintersección de dos conjuntos <£ y denotada por Sf n es el conjunto 


2 ] Espacio euclidiano tridimensional 

de todos los puntos que pertenecen tanto a if como a Si PeS£ n 
entonces Peif de modo que 

P = (1, 1+/, 2 — 2í) paraalgún/eR " 
y de modo que 

P = (1 — u — v, w, c) para ciertos w, ceR. 
por tanto, P pertenece a la intersección si y sólo si 

(1, 1 + /, 2 —2/) = (1 — u — v, w, v) para algún /, t'eR, 



es decir, si y sólo si 

1 = i -u-v 
I + / = IV 
2-2/ = v. * 

Resolviendo estas ecuaciones, encontramos 

/ = 3, u = 4, v = —4. 


Por tanto, 

P — (1, 1 + /, 2 — 2/) = (1,4, — 4) = (1 — u — i?, w, ií). 
Luego (1,4, —4) es el punto de intersección. 


Problemas 


1, Encuéntrese la distancia entre los siguientes pares de puntos de R J : 

a) (1, 5, 3) y (0, 0, 0) b) (-2, 4, 3) y (1, 8, -2) 

c) (2, I, -5) y (-1,0,4) c) (1, -9, 3) y (-7, -2, I) 

e ) Ci. 3 'i, 0 )y(x- 2 ,y 2> 0 ) /) (0, 0, 0) y (x, y, z) 

9) P o yP 0 + /a h) P 0 y (1— /)P 0 + /P,. 

2. Determínese una recta que pasa por el punto P 0 paralela a a cuando: 


a) P 0 = (0,0,0) y a = (1, 1, 1) 

b) P 0 = (5,3, —2) y a = (2, -3,2) 

c) P 0 = (7, 12, - 11) y a = (0,0, 1) 

d) P 0 = (5,7, 1) y a = (-2, 3, -5) 

e) P 0 = (-3,2, — 1) y a = (1,5, -4) 

/) Po = (-1, -3, — 5) y a = (-2, -7, -3). 


3. 

dados 


Determinese en cada caso una recta que pase por los pares de puntos 
y proporciónese su ecuación paramétrica: 


«) (0, 0, 0) y (1, 1, 1) 
c) (8, -3, 2) y (5,0,0) 

«) (-3,2, -l)y (-2,7, -5) 


h) (1 , 0 , 0) y (0, 1,0) 
d) (5,8, l)y (2,6, -1) 
f) (1, 1, l)y (-3,2, -1). 
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4. Determínese, en cada caso, un plano que pase por los puntos dados 
y proporciónese su ecuación paramétrica: 

a) (2,3, 1),(1, I, -4)y (-3,4, -2) 
h) (1, 1,0), (2,0, l)y (-1,6, -1) 

c) (I, 1, 1), (0,0,0) y (2,0,0) 

d) (2, 3,0), (-5, 1, I) y (0, 1, 1) 

e) (I, 1, 1), (3, — 2, 0) y (4, 3, -1) 

/) (0, 0, 0), (2, 3, -5) y (1,2,0). 

5. ¿Son colineales los puntos de los siguientes conjuntos ? 

a) (0,0,0), (1, 1, 1), (-1, -1, -I) 
h) (2,3, -5), (0,0,0), (3, -2,0) 

c) (1,2,0), (5, -7, 8), (4, 3, -I). 

6. ¿Cuál es una condición necesaria y suficiente para que tres 
puntos P,, P 2 y P 3 sean colineales ? 

7. Encuéntrese la intersección de la recta y el plano M en cada uno 
de los siguientes casos: 

a) se = {(1, I, I) + /(2, 3. 4)}, 0> = {(2, 3, 4) +w(l, I, l) + i?(l,0, -2)} 

h) S£ = {(1, 2, 0) + /( — 5, 1, 1)},^ = {(2,3, 1) + m(2, 0,0) + r(2, 6, — I)} 

r) S£ pasa por (0, 0, 0) y (I, 1, 1), y 0> pasa por (2,3, 1), (1, 1, -4) 
y (-3,4,2) 

d) S£ pasa por (8, -3,2) y (5,0,0), y 0> pasa por (1, 1, 1), (0,0,0), 
y (2, 0, 0) 

e) S£ pasa por ( — 3, 2, —1) y ( — 2, 7, -5), y pasa por (1, 1,1), 
(3, -2,0) y (4,3, -1) 

f) S£ pasa por (1, 1, 1) y (— 3, 2, — 1), y & pasa por (2,3, 1), (1, 1, - 4) 
v (-3, 4, 2). 


3. RECTAS 

En esta sección demostraremos que dos puntos distintos determinan 
inequívocamente una recta, es decir, que hay una recta y sólo una rec. 
que pasa por cada par de puntos distintos de R 3 . Antes de probar este 
resultado daremos un breve repaso de las operaciones entre conjuntos y su 
notación. 

Un conjunto sd se dice que es un subconjunto de un conjunto M. y 
entonces se escribe sd cz M. si todo elemento de sé es también un elemento 
de M. Decimos que dos conjuntos son iguales si y sólo si son idénticos. 
Así pues, sd = M si y sólo si s/ cz M y M c: .0. Hemos tenido ya ocasión. 
en el ejemplo 2.5. de considerar la intersección de conjuntos. La interseccion 
de los conjuntos stf y J, escrita sd r\ M. es el conjunto de todos los elementos 
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ue se encuentran tanto en sd como en M, es decir, en los dos a la vez. 
para q ue i ntersecc idn de dos conjuntos sea siempre un conjunto, es 
conveniente introducir el conjunto nulo o conjunto vacio. E1 conjunto vacío 
es el conjunto que no tiene elementos y se denota por 0. E1 conjunto 
vacío es un subconjunto de todo conjunto. La unión de los conjuntos sé y M, 
escrita v el conjunto de todos los elementos que están en stf o en M. 

3 1 Jeorema. Para cada par de puntos distintos de R 3 hay una y sólo una 
recta que pasa por e/los. 


Prueba. Sean P, y P 2 un par de puntos distintos de R 3 . Entonces 
: # = {P l +/(P 2 -P,)| /eR} 

es una recta que pasa por P¡ yP 2 . Supongamos que 

S£' — { P 0 + ^a | se R} 

es una recta que pasa por P t y P 2 . Deseamos demostrar que S£' — S£. 
Como P¡ y P 2 son puntos en S£' existen números reales, distintos, y 5 2 
tales que P¡ = P 0 +í, ayP 2 = P 0 + s 2 a. Si Peif, entonces, para algún /e R 

J P = p i +/(P 2 ”Pi) = P 0 + Si a + /(5 2 -j,)a 

— Pq + U1 + f ( S 2 — s 1 )] a ■ 

Así pues, Pe^' y S£ a S£’. Recíprocamente, si P c ££\ entonces, para 

algún ^e R 

P = P 0 + sa = P, — s¡ a + sa = P, + ——~ (P 2 -P¡ ). 

S2-S1 


Luego Pe¿£ y <£' a S£. Como S £' c S£ y S£ <= S£\ tenemos S£' = S£. 

3.2 Definición. Dos rectas 

- = {P,+^a | seR} ~y S£ z = {P 2 + /b | /eR} 

Se ^iceri paralelas si los vectores a y b son paralelos. 


3 3 

hci ^ 01 ^ 0 * 31 *' 0 * P ara to d° punto P¡eR 3 + toda recta S£ = {P 0 +sa j seR}, 
y una y solamente una recta que pasa por P, para/ela a S£. 


f 1 [^i + /a I R} es una recta que pasa por P¡ y es paralela 

Com C p ^ 2 T Í ^2 + w ^I“gR.} otra recta que pasa por P, y es paralela a S£. 
° \ ^ S£2 , existe un número rea! m, tal que 


P¡ — P 2 + u ¡ b. 
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Además, S£ 2 paralela a & implica que a = rb para algún reR. De donde 

P, +a = P 2 + (w, +/■) b 

y Pj + aeif, n S£ 2 . Como P, y P^ +a son puntos distintos.de JSf, n S£ 2t 
de acuerdo con el teorema 3.1,^, — S£ 2 . 

3.4 Corolario. Si S £, = {P,+5a|seR} y S£ 2 = {P 2 + 'b|reR} son 
rectas para/e/as , entonces S£S£ 2 o S£ x n S£ 2 = 0- 

Prueba. Supongamos que n ££ 2 # 0 y sea P 0 un punto de ££ x n S £ 2 . 
Entonces existen números reales í 0 y t 0 tales que 

P 0 = P 1 + *$b a “ P 2 + * 

Además, como S£ x y S£ 2 son paralelas, a = rb para algún reR. De donde 

P 0 + a = P,+(5 0 +i)a = P 2 +(/ 0 + r ) b 

y p 0 + aeJ^, n S £ 2 . Como P 0 yP 0 + a son puntos distintos en S£ x y en S£ 2 , 
según el teorema 3.1, S £, = S£ 2 - 

3.5 Corolario. Si fas rectas S£ , >- «o 50« paraleias , entonces S£ x n S£ 2 
es vacío o consiste en un so/o punto. 

Prueba. Si S£ x n S £ 2 contiene más de un punto, entonces, de acuerdo 
con el teorema 3.1, tendríamos S£ x = S£ 2 . Sin embargo S£ x y S£ 2 no son 
paralelas y no pueden, por tanto, coincidir. De esta manera, S£ x n S/ 2 no 
puede contener más de un punto. 

3.6 Ejemplo. Determínese si las siguientes rectas son paraielas o no lo 
son y dígase cual es su intersección: 

S£, = {(1,3, —2) + f(3, -6,9)}, S £ 2 = {(2, 1, 7) + ¿( —2, 4, -6)}. 


SoluciÓn. Las rectas S£ , y S£ 2 son paralelas si hay un número real r tal que 


(3, -6,9) = r(-2,4, - 6 ). 

Es decir. si 3 = -2 r, -6 = 4r y 9 = — 6 r. Estas ecuaciones se satisfacen 
por r = - |: 

(3, - 6,9) = —¿( — 2,4, - 6 ) 


y las rectas son paralelas. Como las rectas son paralelas, 
corolario 3.4 S£, = SC 2 o S£, n <£ 2 = 0. E1 punto P, = (1, 3, 
Si P,e Se 2 , entonces S£ x = S£ 2 y si P, $SC 2 , 1 entonces S £, n 


según 
-2)eifr 
= 0 - 


1 La notación Pj £ ^ 2 denota que Pi no es un clemento de * 
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Si P e-^ 2 » entonces para algún seR. 

(1, 3, -2) = (2, I, 7) + 5(-2, 4, - 6 ) 

° (1,3, -2)-(2, 1,7) = (-1,2, —9) = 5( —2,4, - 6 ). 

Esta última ecuación es equivaiente a las tres ecuaciones componentes 

Wr — 1 = —2 5, 2 = 4 5 , —9 = — 65 . 

pero no hay ningún número 5 que satisfaga simultáneamente estas tres 
ecuaciones y, por tanto, P X $S£ 2 . Así que S £, n S£ 2 = 0. 


3.7 Ejemplo. Determínese si los siguientes pares de rectas son o no 
paraielos y determínese su intersección: 

S£ x = {(1,3, — 2) + /(3, -6,9)}, j^ 2 = {(2, l,7) + j(l, -3,4)}. 

Solución. Las rectas S£ x y S£ 2 son paraleias si para algún reR 

(3, -6,9) = r(l, -3,4). 

Como no hay ningún número r que satisfaga esta ecuación, S£ x y S£, no 
s°n paralelas. Luego S£ x n S£ 2 = 0 o S£ x n S£ 2 contiene un punto. 

S¡ S£ x n S£ 2 # 0 hay un punto P 0 eJzf x n S £ 2 . Es decir, hay números t , 56 R 

tales que 

P 0 = (1,3, —2) + /(3, -6, 9) = (2, 1, 7) + 5(l, -3,4) 

o 

/(3, -6, 9)—j(l, -3, 4) = (2, I, 7)-(l, 3, - 2) = (I, -2, 9). 

Esta ecuación es equivalente a las tres ecuaciones de componentes 

P+; 11 3/— 5 = 1 

— 6/+ 35 = —2 

9t — 4s — 9. 

Resolviendo ias dos primeras ecuaciones para 5 y /, encontramos 5 = 0 

./ " ^ om ° estos valores no satisfacen ta tercera ecuación, no hay 
ln guna soiución para el sistema y S£ x n S£ 2 = 0. 


néc/« DefiniC1 ° n ' ° es un án 8 ul ° en,re /as rec,as -^i y S£ 2 si para ciertos 
entre aV ? b m ^° S a y ^ = {Pi +sa}, S£ 2 = {P 2 + /b}, y 6 es el ángulo 

Ü*u 

intersecten Cni ° S ^ entre ^ os reclas aun en el caso de que no se 


3,9 


Kjempio. Encuéntrese 


un ángulo entre las dos rectas del ejempio 3 . 7 . 
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Solución. Sean a — 
a y b, entonces 

cos Ü = 


(3, -6, 9) y b = (1, -3,4). Si & es el ángulo entre 


a ■ b 

Üílbi 


3+18 + 36 
3 v Í4 v 26 


- = = 0.99587 

6 x 91 


y 6 tiene como medida en grados 5'12' o 354 48'. 

A veces es conveniente expresar los vectores de V 2 en términos de los 
vectores unitarios (figura 6) 

3.10 i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1). 



FIGURA 6 u = (cos a, cos fi, cos y) 

Estos vectores apuntan en las direcciones positivas de los ejes X , Y y Z, 
respectivamente. Para cualquier vector ae^, tenemos 

a = (a,, a 2 , a 3 ) = (a x , 0, 0) + (0, a 2 , 0) + (0, 0, a 2 ) 

= ¿+(1,0, 0) + a 2 (0, 1,0) + a 3 (0, 0, 1) 

o bien, 

3.11 a = a { i + a 2 j + a 3 k. 

Sea a = (/, m, n ) un vector no nulo paralelo a una recta if. Los 
números /, m, /í se llaman números directores de la recta <5f. Sea a el ángulo 
entre i y a; p el ángulo entre j y a, y y el ángulo entre k y a (figura 6). Los 
ángulos a, /?, y y se llaman ángulos directores de if, y cos a, cos /L cos 
se liaman cosenos directores de <£. Si u es el vector unitario en la dirección 
de a: 

a _ (/, m, /t) 

l a l \f / 2 + /?? 2 + n 2 

de donde se muestra fácilmente que (problema 4) 


3 ] 


Rectas 


53 


3.12 

3.13 

3 . 1 ^ 


cos a = i * U, cos P = j * u, cos y = k • u 

u = (cos a, cos p, cos y) 

\ 

cos 2 a + cos 2 p + cos 2 y = 1. 


Sean P\> Yi Y a 2» Pi* Yi los ángulos directores de las rectas <£ x y 
respectivamente. Si los ángulos de dirección de <£ x y & 2 e »tán determinados 
por los vectores a, y a 2 , respectivamente, y 6 es eí ángulo entre a^ y a 2 , 

entonces 


3.15 


cos 0 = cos a, cos a 2 + cos /? t cos p 2 + cos y x cos y 2 . 


problemas 

1. Sean 

<£ x = {(2, 1,4)+ r(l, 1, 1)} 

<£ 2 = {(1, — 1 , 4) + 5 ( 2 , -1,3)} 

ST 2 = {(I. — 2, 5)+f(l, -3,4)} 

= {(3, -2,7) +«(6, -3,9)} 

= {(3, 2, 3) + c( —2, -2, -2)} 

Determínese s¡ son o no paralelos cada uno de los siguientes pares de 
rectas y determínense sus intersecciones. 

a) y & 2 b) <e x yy, c) <£ x yjsr 4 

e) <£ 2 yS£ 3 f)Sf 2 yy 4 . 


2. Identifíquese el 
satisfacen 


conjunto de todos los puntos P = (x, y, z) que 

x — 3 y + 5 z-4 

2 ~ 3 " -2 * 


3. Determínense: 

и) Los ángulos entre una recta paraleia al vector (1,1,1) y los ejes 
de coordenadas; 

к) los ángulos entre la recta que pasa por los puntos (1,0, 1) y (0, 1, 0) 
y l°s e jes de coordenadas; 

c) un ángulo entre las rectas de los incisos (a) y (b). 

4- Demuéstrese que las ecuaciones 3.12, 3.13, 3.14 y 3.15 se verifican. 

5. Determínense: 

las rectas que pasan por el origen con ángulos directores a = 45 ', 

P = 60°; 
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b) las rectas que pasan por el punto ( — 2, 7, 13) con ángulos directores 
a = /? = 45°; 

c) las rectas que pasan por el origen con ángulos directores oc = p = y 

6. Demuéstrese que los vectores unitarios i. j, k definidos por 3.10 
satisfacen las relaciones 

a) i * i = j * j = k • k = 1 

b) i • j = j • k = k • i = 0 


4. EL PRODUCTO VECTORIAL 

El plano.^ = {Py + t/a + rb | w, ceRj puede describirse como el conjunto 
de todos ios puntos P tales que P-P 0 es ortogonal a un vector n donde n 
es ortogonal tanto a a como a b. Esto será demostrado en la seceión 7. 
En esta sección demostramos !a manera en que un vector n puede 
encontrarse dados los vectores a y b. Para este fin introducinios una 
operación sobre vectores de V 2 a la que liamamos “producto vectoriai'. 
Cuando se aplica a vectores a y b el espacio vectorial nos da como resultado 
un vec'or ortogonal tanto a a como a b. Aparte de este uso geoniétrico 
en la descripción de un plano, el producto vectorial tiene otras importantes 
aplicaciones en geometría y en física. 

4.1 Definición. El producto vectorial de dos vectores a = ( 0 ,, ¿z 2 , fl 3 ) y 
b = (b Xy b 2 ,b 3 ) de denotado por a x b, lo que leeremos “a cruz b", 
es e/ vector definido por 

a x b — (a 2 bj¡ « 3 /^ 2 » « 3^1 a ^ 3 , ®\b 2 Qjb\)* 

E1 producto a x b es un vector, y, como 

a * (a x b) = a x (a 2 b$ -a 3 b 2 ) + a 2 (a 2 b x -a x /> 3 ) + « 3 («i b 2 —a 2 b x ) = 0 

y 

b • (a x b) = b ^(ayb^ — a^b 2 ) + b 2 (a 2 b x — a x b 2 ) + b 2 (a x b 2 — a 2 b x ) = 0 , 
a x b es ortogonal tanto a a como a b. 

' * 

Las propiedades fundamentales del producto vectorial son: 

Para a, b, ce K 3 cualesquiera y todo re R, 

4.2 axb = -bxa 

4.3 (ra) x b = r(a x b) 

4.4 ax(b + c) = axb + axc. 

La ecuación 4.2 nos díce que el producto vectorial no ss conmutativo 
(es anticonmutativo); la ecuación 4.3 muestra la relación entre la multi- 


4 ) 
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ücación por un número real y el producto vectorial; y la ecuación 4.4 nos 
¿ice que el producto vectorial es distributivo respecto a la adición. Estas 
ropíedades son simples consecuencias de Ia definición 4.1 y las propieda- 
¿ es de los números reales (problema 5). Es fácil construir ejemplos que nos 
muestran que, en general, ax(bxc) ^ (axb)xc, es decir. que Ia ley 
asociativa no se verifica (problema 6). 

Los vectores unitarios i = (1,0, 0), j = (0, 1,0), y k = (0, 0, I) satisfacen 

É * 






ixi = jxj = kxk = 0 
IXJ = k = — j x 1 

4.5 jxk = i = —kxj 

kxi = j = —i x k. 


Las ecuaciones 4.5 son fáciles de recordar. Los productos i x j = k, 
jxk = i y kxi = j se corresponden con Ias permutaciones cíclicas de 
{i, j, k}, a saber, {i, j, k}, {j, k, i}, y {k, i, j}. Usando las propiedades 4.3 
y 4.4 y los resultados de 4.5, podemos obtener el producto vectorial de 
dos vectores cualesquiera de K 3 como sigue: 

a x b = (a x i + a 2 j + tf 3 k) x (b x i + j + k) 

= tftMixiJ+a^íix j) +a x b 2 (\ x k) + a 2 ó, (j x i) + a 2 ¿ 2 (j x j) 

+ a 2 /? 3 (j x k) + a 3 ¿>! (k x i) + a 3 /í 2 (k x j) + a 3 6 3 (k x k) 

= (a 2 b 3 ~a 3 b 2 )i-y(a 3 b x -a x ¿ 3 )j + (a, b 2 -a 2 b x ) k. 


Una representación más conveniente del producto vectorial puede 
darse en términos de determinantes. Una matriz m xn de números reales A 
es una función que tiene como dominio el conjunto de pares de enteros 
{(U) I 1 ^ / ^ w, 1 ^ n} y el rango en R. Un valor de la función 

A (iJ) que se representa por a x - y que se Ilama entrada, y la matriz se 
describe desplegando las entradas en forma rectangular. Asociamos con 
cada matriz cuadrada (m = n) un número al que llamamos determinante 
de la matriz. E1 determinante de una matriz 2 x2 (2 renglones horizontales 
y 2 columnas verticales) se define como sigue: 

a \1 a l 2 

= a xx 

HH a 2\ a 22 

EI determinante de una matrix 3x3 

a \\ Ü \2 
a 2 1 a 22 
«31 «32 




4.6 
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puede definirse en términos de matrices 2x2. Los determinantes 


a 22 

«23 

* 

«21 

«23 

5 

«2 1 

«22 

«32 

«33 


«31 

«33 


«31 

«32 


se llaman menores de las entradas 0 M ,a 12 ,tf 13 , respectivamente, del 
primer renglón. H1 menor de a tj (el primer subíndice indica el renglón 
en 9 ue a ¡j se encuentra y el segundo la columna) es el determinante que se 
obtiene omitiendo el renglón /-ésimo y la columnay-ésima en la matriz 4.6 
es decir, tachando el renglón y la columna en las que a tj se encuentran v 
formando el determinante de la restante matriz 2x2. El determinante 
de la matriz 3x3 que aparece en 4.6, se define como 


«11 

«21 

«12 

«2 2 

«13 


«22 

«23 


«2 1 

«23 


«21 

«2 2 

«23 

= «11 



«12 


+ «13 

«3 1 

«32 

«33 


«32 

«33 


«31 

«33 

«31 

«32 


Esto se Ilama “desarrollo del determinante en términos de los menores 
del pnmer renglón”. Por tanto 


«11 

«12 

«13 


«21 

«22 

«23 

— «1 j U22U33 

«31 

«32 

«33 

— «t 1 a 2i a 


+ 2 a 23 a lí + a \ l a 21 a 32 
32- a \2 a 21 a i3~ a i3 a 22 a 3í • 


Puede asignarse un significado al determinante si íos números del 
primer renglón se reemplazan por vectores. Escribimos 


4.7 

a x b = 


a, a 


b x b : 


a 


- i(u 2 ^3“«3^2) + l(«3^i a i b^ + kiai b 2 ~a 2 b x ). 


Se ha señalado anteriormente que el producto vectorial a x b es ortogonal 
tanto a a como a b. La longitud del vector a x b tiene un significado 
geométrico. Calculando el cuadrado de la Iongitud de a x b obtenemos, 
por el álgebra elemental, 

|axb| = ( a 2^3~ a 3b 2 ) 2 +(a 3 b l —a i b i ) 2 + (a l b 2 ~a 2 h ] ) 2 

= («! + a 2 2 +úf 3 2 ) (b t z + b 2 2 +b$ z )—(a x b x +a 2 b 2 + a z b 2 ) 2 ; 


es decir, 

4.8 


faxb| 2 = |a| 2 Jb| 2 — (a * b) 2 . 
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FIGURA 


La ecuación 7.5 (pág. 69) afirma que 

a * b = |a| |b| cos 0 , 

donde 0 es un ángulo entre a y b. Así pues, si tomamos 0 como el ángulo 
0 ^ 0 ^ n entre a y b (figura 7). tenemos 


a x b| 2 = |a| 2 |b| 2 (l -cos 2 0) = |a| 2 |b| 2 sen 2 0 

y 

4 - 9 |a x b| = |a| |b| sen 8, 

dondc sen 0 3=0 ya que 0 < 0 < tt. Como |b| sen 0 es la altura del 
paralclogramo de lados a y b (figura 7), hemos demostrado que ,a longitud 
üt a x b es e/ area de/ paralehyramo de lados a y b. 

La ecuación 4.9 sugiere el siguiente teorema. 

4.10 Teorema. Dos vectores a, b e K 3 son paraleíos si y sólo si a x b = 0. 

vemos^oue rsri ~ ° Sl ^ s ° l0 S1 !a x b| 2 =0. De acuerdo con la ecuación 4.8 

úhima luJda d e !- e r7 lente , a , (a ' b)2 = l a ' 2 IH 2 « |. • b| = |„ |b|. Esta 
el caso eS . a desi gualdad de Schwarz (teorema 7.6, pág. 34) en 

d «igualdad de^Sdi 8Uakta | d ^ Venfica ’ y ya hemos P r °bado que en la 
g aldad de Schwarz solo se verifica la igualdad si a y b son paralelos. 

^roblemas 

• Sean a = (5, -2,4), b = (2, II, -|), c = (-7,6,9). Calcúlense: 


a ) a x b 
h) b x a 

c ) a x c 

d ) a x (b + C ) 

e f \ p a ) x (3 b) 
J) la x bf 


9) a * (b x c) 
h) (a x b)-(axc) 
/) a • (a x b) 

j) a x (a x b) 

k) ax(bxc) 

/) (a + b)x(a-c). 

















































































































































































58 


Geometría analítica sólida 


[Cap. 2 


2. Establézcase la identidad 

a x (b x c) = (a • c)b-(a • b)c. 

3. Usando la identidad del problema 2 y el teorema 4.10, pruébese 
que: a ortogonal tanto a b como a c implica a paralelo a b X c. 

4. Determínense todos los vectores no nulos ortogonales a. 

a) (1,0,0) y(0, 1,0) b) (1, 1, 1) y (1,0, 0) 

c) (2,-3,4) y (-1,5,7) d) (1,-2, -4) y (-3, 2, -6) 

e) ( 2 , 6 , -4) y (3, 9, -6) /) (-1, 1,2) y (1, 1, 1). 

5. Pruébense:. a) 4.2 b) 4.3 c) 4.4. 

6. Usando la ecuación 4.5 (pág. 55) encuéntrense i x (i x j) e(ixi)xj 
para demostrar con ello que la ley asociativa no se verifica para el producto 

vectorial. 

7. Demuéstrese que: 


a ) 




a 

1 2 


a \\ 

a 2l 





CÍ 2 1 

a 

22 


a 1 2 

«22 




a \\ 

a \2 

a 

13 


a \\ 

^21 

a 3\ 

b) 


a 2\ 

a 22 

a 

23 

— 

a \2 

«22 

a 32 



a i\ 

a 32 

a 

33 


a \3 

a 23 

a 33 

8. 

Demuéstrese que: a 

= («, 

> a 2 ) 

y b 

11 

si 

Cr 

K> 

sólo si 



a \ 

a 2 


: «u 

b 2 -a 

N> 

o- 

II 

0 . 




b \ 

b 2 







9. Calcúlese el área de los paralelogramos de lados: 


a) (5, 3, 0) y (3, 7, 0) 

b) i— j + 5ky2i + 4j — 8k 

c) (4, 13, — 11) y (8, — 10, 21) 

d) (I, 3, 7) y ( — 2, -4.3) 

e) 2i + 3j + 5k e i-2k 

/) (-3,2, -4) y (1,1,1). 

10. Calcúlese el área de los triángulos con vértices: 

a) (0,0,0), (1,0,0), (3,8,0) 

b) (5,0, 16), (8.4, 12), (1, -1, 1) 

c) 5i — 4j, 12k — 5j, 8i + 7j 

d) (1,5,4), (8,2, 3), (22, -4, 1) 
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5] 


e) ( 0 , 0 , 0 ), (1,0, 1), (0, 1, 1) 

/) (-2,3, 1), d,2, I), (1, -3,4). 

r * ' * 

lj Demuéstrese que P ( , P 2 , P 3 colineaies son equivalentes a 

(Pi-p,)x(Pj-P.)-0-. 7 

4 

12. Demuéstrese que si P^ # P 2 , entonces {P | (P-P,) X (P 2 -P,) = 0} 
es la recta que pasa por Pj y P 2 - 

13. Sea \ la recta que pasa por (1, 0, 1) y (2, 1,2). Sea recla 

que pasa por el origen y es paralela a (1,0, 1). Dctermínese la recta que 
pasa por el punto (2, 0, -3) ortogona! tanto a $£ x como a 


5. EL TRIPLE PRODUCTO ESCALAR 

Dados tres vectores cualesquiera a. b. y c en V 3 , entonces como bxc 
es un vector, podemos formar el producto escalar de a con b x c. A este 
producto le llamamos “tripie producto escalar". 

5.1 Definición. Dados tres vectores a, b. ce U 3 , eI tripie producto escalar 
de a, b, c, denotado por [abc], se define por 

[abc] = a * (b x c). 

Nótese que expresiones tales como (a ■ b) xc no tienen significado alguno, 
ya que a * b es un número real y el producto vectorial es una operación 
entre pares de vectores de V 3 . 

E1 triple producto escalar [abc] puede expresarse simplemente en 
términos de un determinante 3x3: 

[abc] = a • (b X c) 

= («i > a 2 , a 3 ) • (b 2 c 3 - b 3 c 2 , ¿> 3 c, -b x c 3 , ó, c 2 -b 2 C\) 


= a \ 

b 2 

b 3 

~ a 2 

b l 

b i 

+ a 3 

b \ 

bz 


C 2 

C 3 


C \ 

C} 


c \ 

Cl 


a \ a 2 a 3 
b \ b 2 b 3 
C l C 2 C 3 


Mediante el 

S.2 


cálculo directo puede demostrarse (problema 1 b) 
[abc] = a * (b x c) = b • (c x a) = c • (a X b). 


que 
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Como el producto escalar tiene la propiedad conmutativa, la ecuación 5.2 
puede reformularse como 

5.3 ' [abc) = (b x c) • a = (c x a) • b = (a x b) • c.. 

, I I 

La ecuación 5.2 muestra que el triple producto escalar no cambia p 0r 
permutaciones cíclicas de los vectores: 

[abc] = [bca] = [cab] 

y de la ecuación 5.3 se deduce que al expresar [abc] podemos colocar el punto 
y la cruz en cuaíquiera de las dos posiciones: [abc] — a * (b x c) = (a x b) * e. 

E1 triple producto escalar puede usarse para describir la orientación 
de R 3 . Si a. b y c son tres vectores mutuamente ortogonales y [abc] > 0, 
entonces decimos que a, b, c es una terna positivamente orientada. Por 
ejemplo, los tres vectores unitarios i. j, k forman una terna positivamente 
orientada, ya que 

[ijk] = i • (j x k) = i • i = 1 >0. 


Ya hemos admitido que i, j, k forman un sistema levógiro. Hemos, pues, 
convenido en que la orientación levógira la tomaremos como orientación 
positiva. Luego, si a, b. c forman una terna positivamente orientada de 
vectores mutuamente ortogonales, entonces la rotación de b a c de u r 


n 


ángulo igual a “ aparece como si fuera contraria a la de las manecillas del 
reloj cuando se ve desde a. 

La noción de terna orientada puede extenderse a cualesquiera tres 
vectores a, b, c (no necesariamente ortogonales): a, b. c constituyen una 
terna positivamente orientada si [abc] > 0. Consideremos ahora la terna 
b x c, b, c donde b y c no son paralelos. Entonces 

[(b x c)bc] = (b x c) * (b x c) = |b x c| “ > 0. 


Como hemos supuesto que la orientación levógira es la orientación positiva, 
tenemos que el giro de un ángulo 0 de b a c donde 0 < 0 < n parece 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj cuando se ve desde fc 

(figura 8). • 

Para obtener una interpretación geométrica de una terna arbitran 

positivamente orientada a, b. c, construimos a. b y c con el rnismo punt° 
inicial P 0 (figura 8) y denominamos^ al plano que pasa por P 0 determinado 
por b y c. Como (ecuación 7.4, pág. 33) 

[abc] = a • (bxc) = |bxcj Comp (bXc) a, 

vemos que la orientación positiva implica que Comp (bXc) a > 0, y, P° 
tanto, que Proy (bXc) a y bxc apuntan en la misma dirección. Es deci 
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5) . 


k y c forman una terna positivamente orientada, a y b x c se encuentran 

a'uñ mismo lado del plano ; 

l 

I 

■ f 

I 

I 



Nota. Podíamos haber tomado como orientación positiva la orientación 
dextrógira. Si hubiésemos hecho tal elección, la única cosa que habría 
cambiado habrían sido las figuras dibujadas. Por ejemplo, si b y c no 
son paralelos, la rotación de b a c de un ángulo 0 donde 0 < 0 < n 
habría parecido tener igual dirección que la de las manecillas del reloj 
cuando es vista desde b x c. 



i Ia terna de vectores a, b, c está positivamente orientada, entonces [abc] 

del^ V °* umen ^ P ar ale!epípedo de lados a, b y c (figura 9). E1 volumen 
paralelepípedo es el área de la base por la altura. La base es un 

la e *°^ ram0 * ac * os k y c y» P or tanto, su área es |bxc|. Ahora bien, 
a tUra es exactamente Comp (bxc) a, luego, por tanto, 


Si 


Volumen = |b x c| Comp (bxc) a = a • (b x c) = [abc]. 


entonce s — [abc] es el voiumen del paralelepípedo de 

21 , ^ 
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5.4 Ejemplo. Encuéntrese el volumen del paralelepípedo de lados 
a = (2, 3, — 1), b = (3, —7, 5), y c = (1, —5, 2). 




SOLUCIÓN. 


3 -1 


[abe] = a • (b x c) = 


3 -7 
1 -5 


= 27 


Luego, el volumen del paralelepípedo es 27. 

5.5 Ejemplo. Encuéntrese el volumen del tetraedro de lados a, b y c 
iguales a los dados en el ejemplo 5.4. 

Solución. E1 volumen de un tetraedro es un tercio del área de la base 
por la altura. La base es un triángulo con dos lados b y c y su area es 
exactamente la mitad del área dei paralelogramo de lados b y c. De donde 
el área de la base es i|bxc| y el volumen del tetraedro es 

V = ^(área de la base) (altura) = i*^|bxc| Comp (bxc) a = ¿[abc]. 
Con a. b y c iguales a los dados en el ejemplo 5.4, tenemos 






Problemas 

1. Demuéstrese que: 

a) a x a ~ 0 

b) a • (b X c) = b • (c X a) = c * (a X b) 

c) a * (bxc) = - b-(axc) 

d) a • (a x b) = 0. 

2. ¿Con qué propiedades de los determinantes se corresponde \b-d- 

3. Determínense los volúmenes de los paralelepípedos de aristas. 


a) 3i, 4j. 8k b) 3i-f4k, i + k, 2j + 4k 

c) (2,’ -3, 4), (1,1,1), (1, -4,7) d) ( 1 , 0 , 0),(8 7 0 ) (8 -4,3) 

e) (2, 6, -4), (3, 2, 7), (2, 4, 3) /) (2. - 1, -3), (4, 1, 4), (0, 1, 

4. Determínense los volúmenes de los tetraedros de aristas: 


_\ /-i o a\ /i <: owi n 


/ ? n ¿\ íA 
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6 . INDEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES 

* 

5 \ 0 efinición. Un conjunto {a x , ..., a*} de k vectores de V n se dice que 

es linealmente independiente si 

r x + ... +r k a k = 0 (r,eR) 

impiica f\ = ... = r k = 0. Si {a,, ..., a A } no es linealmente independiente 
se dice que es linealmente dependiente. 

Un conjunto de k vectores {a,,..., a*} es, pues, linealmente dependiente 
si y sólo si hay k números reales r,,..., r k no todos iguales a cero, tales que 

r i aj + ... +r k a fc = 0 . 

La expresión r, a^ + ... +r*a* donde rr A eR se dice que es una 
combinación lineal de los vectores a,, ..., a A . 

Con frecuencia nos permitiremos ciertas iibertades de lenguaje y en 
íugar de decir que el conjunto {a,, ..., a A } es linealmente independien- 
te (o dependiente), diremos que a,, ..., a A son linealmente indepen* 
dientes (o linealmente dependientes). 

Si dos vectores a, b son linealmente dependientes, entonces hay dos 
números s , /, que no son cero, tales que 

5 a + /b = 0 . 

f s 

Si s # 0, entonces a = — - b mientras que si t # 0, entonces b --a. 

s t 

En cualquier caso, vemos que la dependencia lineal de dos vectores a, 

b implica que a, b son paralelos. Recíprocamente, si a y b son paraleios 

(a = rb), entonces son linealmente dependientes (la-rb = 0). Luego la 

dependencia lineal de dos vectores es equiva/ente a que los dos vectores sean 

paralelos. 

Si tres vectores a, b y c de V 3 son linealmente dependientes, entonces hay 
tres números r, s , / no todos iguales a cero, tales que 

ra + jb + /c = 0 . 

s - s / 

1 r ^ 0 , entonces a = — - b- cyaes una combinación lineal de b y c. 

Si b r r 

y c no son paralelos (son linealmente independientes), entonces b 
c determinan un plano^ que pasa por cualquier punto dado P 0 eR 3 y a es 
ien paralelo a £P. (Decimos que un vector es paralelo a un plano & si 
(hne ? Ua ^ u * er Punto P 0 e^ la recta {P 0 + /a} cz 0*.) Si b y c son paralelos 
much mente dependientes), entonces a es también paralelo a b y c y hay 
R . 08 P^ a nos por cualquier punto P 0 eR 3 a los que a, b y c son paralelos. 
v c; °^ aine nte, si s 7 * 0 , entonces b es una combinación lineal de a y c, 
j 0s u ’ ent °nces c es una combinación lineal de a y b. En cualquiera 
Cas os, hay al menos un plano por cualquiera de los puntos P 0 eR J 
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tal que a, b y c son paralelos a áP. Redprocamente, si tres vectores son 
paralelos a un mismo piano, p.uede demostrarse que son linealmente 
dependientes. De donde la dependencia lineal de tres vectores es equivalente 
a que /os tres vectores sean paraielos a un mismo plano. 

En ia sección 10 se demostrará que cualquier conjunto de más de tres 
vectores en V 3 es linealmente dependiente. 

Si algún subconjunto de un conjunto de k vectores es linealmente depen- 
diente, entonces e! conjunto total de k vectores es linealmente dependiente. 
Supongamos que 

6.2 r, a, + ... +rj*¡ = 0 (j ^ k) 


con no todos los r¡ iguales a cero y consideremos la ecuación 
6.3 r, a, + ... +rj*j + r j+l a i+l + ... +/*a* = 0 . 


Deseamos demostrar que es posible escoger coeficientes r x ,..., r k no todos 
cero, tales que la ecuación 6.3 se verifica. Podemos escoger r^, ..., r^-, no 
todos cero, tales que la ecuación 6.2severifique, y escoger r J+] — ... = r k = 0. 
Entonces tenemos coeíicientes r,,..., r k para la ecuación 6.3, no todos cero 
(al menos uno de los números r,,..., r } no es cero) y, por tanto, el conjunto 
{a,,.a,, a k } es lineaimente dependiente. 

Cualquier conjunto de vectores que contiene el vector cero es linealmente 
dependiente pues podemos escoger coeficientes no todos cero tales que la 
correspondiente combinación lineal es igual a cero. En particular, podemos 
tomar todos los coeficientes de los vectores no iguales a cero, iguales a cero 
y tomar el número uno como coeficiente del vector cero. 

Ahora demostraremos que el triple producto escalar nos proporciona un 
medio conveniente para comprobar ia dependencia o independencia lineal 
de tres vectores en V 3 . Como hemos señalado antes, e! valor absoluto de 
[abc] es el volumen de un paralelepípedo con aristas a, b, c y es claro, 
geométricamente, que este volumen es cero si y sólo si a, b y c son paralelos 
a algún plano. Por otra parte, que tres vectores sean paralelos a un piano 
es equivalente a la dependencia lineal de los tres vectores. 


6.4 Teorema. Tres vectores a. b, ce V 3 son iinealmente dependientes si } 
sólo si [abc] = a * (b x c) = 0. 

Pruhba. Probamos primero que a, b, c linealmente dependientes implica 
[abc] = 0. Si b y c son lineaimente dependientes, entonces a, b y c son 
linealmente dependientes. Pero, entonces, por el teorema 4.10 (pág. 57) 
[abc] = a • (b x c) = a * 0 = 0. Si b y c son linealmente independientes 
mientras que a, b y c son linealmente dependientes, entonces (problema ^ 

a = ^b + rc para algunos s , reR. 
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donde. como tanto b como c son, ambos, ortogonales a b x c, 
[abcj = a • (b X c) = s(b • (b X c)) + /(c • (b x c)) = 0. 


Recíprocamente, supongamos que [abcj = 0. Entonces el vector bxc 
ortogonai a a, puesto que a • (b x c) = 0. Además, b x c es ortogonai a b. 
por tanto (probiema 3, pág. 58), b x c es paralelo a a x b. Consideramos 

dos casos: 

Caso I Si a x b = 0, entonces a y b son Imeaimente dependientes y, 
por tanto, a, b y c son íinealmente dependientes. 

Caso 2. Si a x b # 0, entonces para algún reR 


b X c = r(a X b). 


De donde, reordenando. tenemos 

b x c + r(b x a) = 0, 


o bien, 


b x (c + ra) = 0 . 

Por tanto, b y c + ra son paraielos. Pero b ^ 0 y, por tanto, para algún 

se R 


c + ra = sb. 


Lo que demuestra que a, b y c son linealmente dependientes. 


6.5 Ejemplo. ¿Son los vectores a = (1, 2, - 2), b = (0, 3, 1), y c = (- 1, 1,3) 

linealmenté dependientes? 


Solución. Como 


[abc] 


1 2 -2 

0 3 1 


-I 1 3 


1 

3 1 

- 2 

0 

1 

- 2 

0 

3 

* 

3 


-1 

3 


- 1 

1 


iuics son ltnealmente dependientes. En reahdad. a = b —c. 

^ r °blemas 

vectó r DetermíneSe Sl Sl ° n0 SOn ^ nea ^ mente independientes los siguientes 
a) ( 2,5 » - 
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b) (3, -7, 5), (6, -5, 2) 

C ,\ fl' 1 ’ '>• 0, -I, 1), (1, |, -j) 

) (12,52, -9), (2, 6. -1), (1, -5, 2). 

2.. Demuéstrese que el sistetna homogéneo 

a i x+b x }’ + c¡ z = 0 
a 2X + b 2 y + c 2 z = 0 
a i* + b^y+c 2 z = 0 

»lucio„, S „o iriviales [„ dec , r . „ * OJ S1 y „ 


«i b , c, 
a i b 2 c¡ 
a 3 b¡ c 3 





sistLa a L 6 ^cioneVhlTgéta^ Íene S ° IUCÍOneS ° 0 trÍV¡ales el si 8 uien ‘« 

(1 -2)x+ y-z = 0 
2.r-2^-2r = 0 

v.l'íj'C's t~r no ' ,rivi * te '» r * - -«. 'o. 

tales que dependientes, entonces hay números reales s, I 

a = ^b-h/c. 


5. Demuéstrese que si n 

entonces I, '** ,a * son J, neaimente independientes, 

n *, + ...+/■*■* = „ ' +Sktt 

lm P I,ca/ -| . r k = Si . 

6. Demuéstrese aue a „ . 

a i• a t son vectoresdistintosde‘cero. e leme ' ndependlentes ' implica 

si IÍnea,nlente depeacli entes si y sólo 

LCt0res es una eombmacón lineal de los otros. 

■es IineaImente'depen diente^si 1°^° <a . ’ a ‘ } de vec,ores no nulos 

una combinadónCfde. " ‘° * ^ 1 <J < *-*. a y+1 es 

** 1 » - ■ • > «y . 
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# 9 . Sea J a recta que pasa por P 0 y es paraieia a a. Sea S£ 2 ia recta 
u e pasa por Q 0 y es paralela a b. Sea c = Q 0 -P 0 . Si no es paralela 

^ demuestrese que. 

la distancia mínima entre y S£ 2 está dada por 


d = 


(a x b) 
|a x b[ 


1[a bc] | 
|a x b| 


b) ías rectas S £, y S£ 2 se intersectan si y sólo si [abe] = 0. 

10. Establézcanse las siguientes identidades: 

a) (a+ b) • [(a xc) x (a+ b)] = 0 

b) a x [a x (a x b)] = (a * a) (b x a) 

c) (ax b)x(cxd) = [(a x b) * d]c-[(ax b).-c]d 

d) (a x b) • (c x d) = (a * c) (b * d)-(a • d) (b ■ c) 

e) (axb)x(axc) = [a*(bxc)]a 

/) a x (b X c)+ b x (c x a) + c x (a x b) =0. 

11. Demuéstrese que 4.8, pág. 56, es un caso especiai dei problema 10 d. 

*12. Sea í a,, a 2 , a 3 } una terna positivamente orientada de vectores, y 
sea A = [a, a 2 a 3 ]. Definamos 


b, = 


a 2 x a 3 


b-> = 


a 3 X a, 


bi = 


3t x a 


y b¡j (ilamada delta de Kronecker) por 


bí i , 


1 para i = j 
0 para i ^ j 


Demuéstrese que: 

«) [*>i b 2 b 3 ] =1 

A 

J, es una terna positivamente orientada de vectores 
c ) a,- • b, =¿..//—107 

e) Sj ° S f VeClores b i ’ b 2 y b 3 son los únicos vectores con ia propiedad c. 

unifar;^!. a 2 , a 3 } es una terna positivamente orientada de vectores 
ortogonaies dos a dos, entonces b, = a, , b 2 = a 2 y b 3 = a 3 . 


7. LA ECUACIÓN DEL PLANO 

c onsideremos el plano (figura 10) 

K/ ^ ~ {P 0 + wa + üb | «, í?gR}. 
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& es el plano que pasa por P 0 determinado por el par de vectores no 
paralelos a y b. Cualquier vector no nulo orlogonai a ambos a y b se llarria 
vector. normal a 0>. Así pues, a x b es un vector norma! (o, simplemente, una 
normal) a & y toda otra normal es paralela a a x b (problema 3, pág. |58). 



7.2 I.ema. Si n es una normaf af piano & — {P 0 + wa + rb | w, ¿ eR} y 
P, , P 2 e^ entonces n es ortogonal a P 2 — Pj . 

Prueba. P,, P 2 e^ implica 

P, = P 0 + w t a + r^ b y P 2 = P 0 + « 2 a + r 2 b 

para algunas u x , r t , u 2 , v 2 de R. Por tanto 

P 2 -P t = (M 2 -w t )a+(r 2 -r,)b. 

Como n es ortogonal tanto a a como a b, es claro que 

n • (P 2 —P i) = 0. 

Y esto completa la prueba. 

7.3 Lema. Si n es una normaf al plano & = (P 0 + wa + rb | w, re R} >' 
P — P 0 es ortogonaf a n, entonces PsáA 

Prueba. Como n = r{ ax b) y r ^ 0, P — P 0 ortogonal a n implica 

(P—P 0 ) • (a x b) = 0. 

De acuerdo con el teorema 6.4 (pág. 64), esto implica que P-P 0 . a y b son 
linealmente dependientes. Como a y b son linealmente independientes, 
concluimos que existen w, cgR tales que 

P —P 0 = wa + ¿b. 

Por tanto, P = P 0 + wa + rb y Pe^. 

De los iemas 7.2 y 7.3 se deduce 
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7 4 Teorema. 


Si n es una normaf af piano 

— {P 0 + wa + /*b i «, ve R} 


entonces 

^^ ^ = (P I n*(P~P 0 ) = 0 } 

p es e f único plano que pasa por P 0 con normal n. 


Prueba. Sea S? = {P | n • (P —P 0 ) = 0}. Deseamos demostrar que Sf =&>. 
Según el lema 7.2, si Pe^, entonces P —P 0 es ortogonal a n y n • (P —P 0 ) = 0. 
De donde Pe^ implica PeS? de modo que 0> c Sf . Recíprocamente, 
si PeSf entonces P-Po es ortogonal a n y según el lema 7.3 Pe&. Por 
tanto c 0>. Luego Sf = 0>. 

Para demostrar que 0> es el único plano que pasa por P 0 con normal n, 

supongamos que 

= {P 0 '+íc +íd | s, ^eR} 


es otro plano que pase por P 0 y tenga tambien a n como normal. Entonces 
'l = {P| n-(P-P 0 ') = 0}. 

Como Poe^', n • (P 0 —P 0 ') = 0 o, lo que es lo mismo, n • P 0 = n * P 0 '. De 
donde n*(P —P 0 ) — n*(P-P 0 ') para todo PeR 3 y en particular 

= {P I « • (P-Po') = 0} = {P | n • (P-P 0 ) = 0} = 

Y esto completa la prueba. 

La ecuación 


7.5 


n * (P-P 0 ) = 0 


se 1{ama ecuación vectoriaf dei pfano ??. 

Hemos demostrado que si &> es un plano que pasa por P 0 y tiene n como 
normal, entonces n *(P — P 0 ) = 0 es una ecuación vectorial de ??. Ahora 
emostraremos que, recíprocamente, toda ecuación vectorial n * (P — P 0 ) = 0 
) es la ecuación vectorial de un plano que wo sa por P 0 . 

n ^(pl°p enia ’ Püra t0(i ° vector distinto de cero n y todo punto P 0 , 

tient> ~ es una ecu octón vectorial de un plano que pasa por P 0 y 

n como normaf. 

Deseamos demostrar 


Cs ün Plano 


que 

& = {Pl n • (P—P 0 ) = 0} 

^ue pasa por P 0 y tiene n como normal. Necesitamos demostrar 
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tan solo que existen vectores lineaimente independientes a y b ambos 
ortogonales a n. Entonces, n es una normal al plano 

= {p 0 + «a + i?b | w, i>eR} 

Y, por el teorema 7.4, ST = &• 

Sea n «(«„ « 2f n 3 ). Como n # 0, al menos uno de sus componenies 
es distinto de cero. Supongamos que n x f 0. Entonces 

a = «i » 0) 

es un vector distinto de cero ortogonal a n. Como a y n son vectores 
ortogonales distintos de cero, son linealmente independientes (problema 10, 
pág 29). Entonces b = n X a es un vector distinto de cero ortogonal a n 
v aa Luego a y b son vectores linealmente independ.entes cada uno de 
los cuales es ortogonal a n. Lo que completa la prueba. 


7.7 Corolario. Toda ecuación vectorial n • P = d(n * 0) « una ecuación 
de un plano c\ue ticne n conto not'tfiai. 

Prueba. Si la ecuación n • P = d tiene una solución P 0 , entonces n ■ P 0 = ¿ 
De donde n ■ P = d = n • P 0 es equivalente a n • (P-P„) - y sabemos 
que esta es una ecuación de un plano. Queda, pues por probar que la 
ecuación n • P = d tiene una solución. Sea n = (a, b, c)_ Como n 
al menos uno de sus componentes es distinto de cero. eseamos, pu 
encontrar un punto P = (*, y, z) 9 ue satisfaga a 

ax+by + cz = d. 

Claramenie, como al menos uno de los números a b c es distinto de “ r °j 
| a ecuación tiene soluciones (por ejemplo, (rf/o. 0, 0) si a * 0, (0, . 

si b # 0; (0. 0, d/c) si c # 0]. Y esto completa la P rue a z ). 

Como en la prueba anterior. sea n — {a, b, c) ^ ' j 

Entonces 

n * P = ax + by + cz , 

y escrita en términos de componentes la ecuacion vectorial n • P - d t0 
la forma 

1 g ax+by+cz = d. 

Así pues, el conjunto 9 = {(.v. y, z) \ax+by+cz = d}c te todas 

ciones a 7.8 es un plano con normal n m l a ' b ' e \'J¿* rl . 0 , se !!< 
dei plano &. Una ecuación del tipo 7.8, donde a + . eeua ci$ 

ecuación lineal en .v, y, z. Luego wda ecuación Imeal en x, y, 1 

de un plano. 
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7.9 


Ejemplo. Identifíquense cada uno de los siguientes pianos: 

a) 3(x-5)-2(y + 4) + 4{z~2) = 0 

b) 2x+3 y = 2 

c) x-2y+ z = 0- 


SoluCIÓn. Un plano queda inequívocamente determinado por una normal n 
y un p U nto P 0 del plano. De donde n y P 0 identifican un plano. 

a) n = (3, -2,4), P 0 = (5, -4.2). 

b) (En dos dimensiones esto es una recta, pero se entiende que aquí 
estamosdiscutiendolageometría del espacio euclidiano tridimensional.) 


n = (2,3,0) y P 0 = (1,0,0). 


c) n = i — 2j + k, y ei plano pasa por el origcn. 


7.10 Ejemplo. Determínese la recta que pasa por ei punto (1, -5,6) 
paralela a ia normal al plano que contiene a ios puntos (0. I, 2), (3, 2, 6) 

y (-2, 0, 5). 


Solución. Sea a = (3, 2, 6) —(0, 1,2) = (3, 1,4) y b = (-2,0, 5)-(0, 1,2) = 
(-2, - 1, 3). n = a x b es una normal a 2P. Luego 


n = 


¡ j k 

3 1 4 
2-13 


7i— 17j — k = (7,-17, -1). 


De donde = {(1, -5, 6) + f(7, -17, -I)} = {(1+7/, -5-17/,6-í)} 

es la recta. 


7.11 Teorema. Tres puntos no coíineales determinan un plano único. 

p Ueba. Sean P 0 , P t y p 2 tres puntos no coüneales. Entonces P,-P 0 y 
20 son bnealmente independientes (problema 6, pág. 48). Luego 

E . ^ = {Po + ^(Pl-P 0 ) + t’(P 2 -Po)} 

Un P>ano que pasa por los puntos P 0 , P, y P 2 . Ahora bien, 

n = (P,-P 0 )X(P 2 -P 0 ) 

pá g. a 58) 0r i mal ^ t0d ° pIano que pase por p o^ Pi y P 2 (lema 7.2 y probiema 3, 
pa Sa ' L Euego de acuerdo con el teorema 7.4, ?? es el único plano que 
0r os puntos no colineales P 0 , P x y P 2 . 
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Problemas 


T. Determínese una normal a cada uno de los siguientes planos, 

a) E1 plano cuyas ecuaciones paramétricas son 
. * .v = 2 — 3 t + s 

y — 8/+ 

7 “ —4 + 35. 


b) El plano 

& = {(6, t,s-r)\s. teR}. 

c ) El plano 

9 = {(6 — w + 3r, 8 + 2w + 3r, - 1 +r) I w, reR}. 


d) E1 plano que pasa por los puntos (1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1). 
é>) E1 plano que pasa por los puntos (2, —1,3), (11, —13,6), (5,5,5). 


2. Determínese una ecuación para cada uno de los siguientes planos: 

a) E1 plano que pasa por el origen con normal (1, 1, 1). 

b) E1 plano que pasa por el punto (0, 0, a) con normat paralela al eje Z. 


c) E1 plano que pasa por el punto (1, —4, 3) con normal paralela a la 


recta que pasa por (2, — 1, 3) y (4, 8, 0). 

d) E1 plano que contiene la recta = {1,2 + 3/, 2 + /} y el punto 

(2, -3, 8). 

e) El plano que pasa por el punto medio del segmento rectüineo que 
une P, y P 2 con normal paralela a dicho segmento. 




3. Proporciónese una ecuación para cada uno de los planos de 
problema 1. 


4. Identifíquese el plano cuya ecuación es: 

a) 3jc — 5++ 2 = 0 

b) 3(.v-2) + 5(j^ + 3)-8z = 0 

c) z — 6 

d) 2.V + 3+ —8z = 13 

e) 5.V — 7>’+12z= —8. 


*5. Demuéstrese que el lugar geométrico de todos los puntos equidistante* 
de un par de puntos distintos es un plano. 


6. Demuéstrese que P 0 , P,, P 2 , P 3 son coplanares si y sólo s ' 
a. = P,-P 0 , a, = P 2 -P 0 y a 3 = P 3 -P 0 son linealmente dependiente’ 


Sugerenciu. Demuéstrese que P 0 . P,. P 2 . P 3 coplanares es equivalen^ 
a a, ■ (a 2 X a 3 ) = 0. 
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8. INTERSECOÓN DE PLANOS 

En esta sección discutiremos e! problema de la determinación de la 
^riñn de dos planos. E1 carácter de esta intersección depende de que 

intersecuuu r 

los planos sean o no paralelos. 

g I Definición. Se dice que dos planos son paralelos si sus normales son 

paralelas . 

Nota. Si dos planos paralelos .9 , y 9 2 tienen normales n, y n 2 
respectivamente, entonces n, y n 2 son vectores paralelos no nulos. 
Ahora bien, como cualquier vector no nulo paralelo a n, es normal a 
p n 2 es también una normal a & x , Análogamente, n, es una normal 
a 9 2 - Es decir, toda normal a uno de los planos de un par de planos 
paralelos es una normal común a los dos planos. 

Probaremos ahora que planos paralelos o coinciden o no tienen puntos 
en común, y que planos no paralelos se intersectan en una recta. 

8.2 Teorema. Si 9 { y 9 2 son planos paralelos , entonces 9 X — 9 2 o bien 
9 X c\9 2 — 0- Si 9 x y 9 2 no son paralelos , entonces 9 x n 9 2 es una recta. 


Prueba. Sean 9 X — {P, +wa + rb | «, reR} y 9 2 = {P | (P-P 2 ) • n = 0} 
Un punto P = P, +wa + í+ en 9 X se encuentra también en 9 2 si y sólo si 


o bien 
8.3 


(P, +«a + rb — P 2 ) * n = 0 


(a • n)« + (b * n)r = (P 2 — P,) • n 


Si los planos 9 x y 9 2 son paralelos, entonces a-n = 0y b*n = 0. 
En este caso o bien ningún par de números w, ce R satisface la ecuación 8.3, 
0 k‘ en cu alesquier números w, reR la satisfacen, según que (P 2 — i) * n 
sea distinto de cero o sea igual a cero. Si (P 2 — P,) * n ^ 0, entonces no hay 
números w, v que satisfagan la ecuación 8.3 y 9 X n9 2 = 0. Si 

2 " P, )* n = 0, entonces cualesquier números w, v satisfacen la 
ccuación 8.3 y 9 { cz 9 Z . De lo que se sigue que 9 X ~ 9 2 ya que tres 
puntos no colineales determinan un plano (teorema 7. II). 

que * ^ S ° n 00 P ara * e * os ' cr| tonces a ■ n ^ 0 o b * n ^ 0. Supongamos 

de n ^ 0. Entonces la ecuación 8.3 puede resolverse para u en términos 
1 y para cada reR tenemos 


8.4 


u — 


(P 2 -P,) * n —(b * n)r 


a * n 
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Así pues, un punto P = P,+wa + rb está en n SP 2 si y sóio si u está 
determinada por 8.4. Es decir. 




_ (P 7 — P,) • n / b • n 

P, -j-- -a ( b - a t? | ueR 


a • n 


a • n 


b* n 


y este conjunto es una recta, ya que a y b no paralelos imptica b- a^|j 

. ' a • n 

8.5 Ejemplo. Encuéntrese la intersección del plano 

= {(1J,1)+k( 2, — 1, 3) + r( — 1,0, 2) ¡ w, reR) 

y el plano & 2 cuya ecuación es 

2a* + 3 y-z = 7, 

Solución, Un punto 

P = (1, 1, l) + «(2, -I, 3) + r(-I,0, 2) = (1+2 u~i\ 1 l+3« + 2r) 

en se encuentra también en si y sólo si 

P * n = (1+2 u — Vy 1 — w, 1 + 3 u + 2v) • (2, 3, — 1) = 7 

o bien 

4 —2h —4r = 7. 


Luego 


M = - 2 r - f 


y 

P = (1, 1, l)-*(2, — I, 3) —2r(2, — 1,3) + r( — 1,0, 2) 

= ( — 2, — y) + r( —5, 2, —4). 

La intersección de 0? x y ^ 2 es l a f ec ta 

n^ 2 = {(-2,4, -i) + »(-5,2, —4) | reR}, 

Si los dos planos están dados en forma de ecuación, entonces podemos 
encontrar mejor la intersección expresando dos de las incógnitas en 
términos de la tercera. La tercera incógnita pasa entonces a desempeñar 
el papel de parámetro en la recta de intersección. 

Nota. Si P y Q son dos proposiciones, entonces “P si y sólo si Q" signi- 
fica que P implica Q y Q implica P. Es decir, “P si y sólo si Q 
significa que la proposición P es equivalente a la proposición Q. 
frecuente utilizar una flecha, =>, para denotar “implica”; una flecha óe 
dos cabezas, <=>, denota “si y sólo si". 


8.6 Ejemplo. Encuéntrense los puntos de intersección de los dos planos 
4.v + 3,y + z = 0 y a + _j> — z = 15. 
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SOLUCIÓN. 


4x + 3/+z = 0 

1p 

x + y—z = 15 

x = —y + z+ 15 
— 4y + 4z + 60 + 3y + z = 0 


<=> 


x = — y + z + 15 
y — 5 z + 60 




x = —5z — óO + z+15 


y — 5 z + 60 . 


— 4z — 45 


Por tanto, los dos planos se intersectan a lo íargo de la recta cuyas 
ecuaciones paramétricas son 
K x = -4/-45 

y — 5/+ 60 
2 — t. 


COMPROBACIÓN. 

4(—4r—45) + 3(5r+60) + / = 0 
(—4 r — 45) + (5 / + 60) — / = 15. 


8.7 Definición. Un ángulo entre dos planos es un ángulo entre sus normales. 

8.8 Ejemplo. Encuéntrese un ángulo entre los dos planos del ejemplo 8.6. 


Solución. Los planos 

4x + 3>> + z = 0 
x + y — z = 15 

henen normales n, = (4,3, 1) y n 2 = (1, 1, -1) respectivamente. Por 
ta nto, $i o es un ángulo entre los dos planos, entonces 


cos 0 = _ n » "2 s 4-1+3* 1 + 1 - ( — 1) 

|n 'l ¡ n 2¡ V4 2 +3 2 +l 2 V1 2 + 1 2 +1 2 

y ° = 47 12' o 312°48'. 


_ _ = 0.6794 

726^3 
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Problemas 

1. Determínese la intersección de los planos: 


a ) 1 x + 2y — 8z = 0 
y + z — 0 

c) \2x — 5y + lz=\2 
9x+y—3z=5 
e) x+y + z = 1 
x-y+z =0 
x+y—z= 1 
g) 3x + 2y + z = 2 
x—2y+3z = 0 
4_* + >’ + 8z — 12 


b) 3x-2 y+5z = 2. 

4,y + 5+ + z = —6 
d) 9,y+I2>' + 3z= —1 
\2x+ \6y + 4z = 9 
/). x+y + z = 0 
x—y + z = 0 
x+y~z =0 
h) x—y+z = 1 
x+y+z =0 
x—9y+z = 2. 


2. Determínense los ángulos entre los planos: 

a) del problema 1 a: b) del problema 1 b; 

c) de! problema 1 c; d) del problema 1 d. 

3. Determínese el ángulo entre el plano que pasa por los puntos 
(1,0, 0), (0, 1,0), (0. 0, 1) y el plano cuya ecuación es 3x—5 y + z = 8. 


9. INTERSECCIÓN DE UNA RECTA V UN PLANO 

Para discutir la intersección de una recta y un plano, introducimos 
primcro el concepto de recta paralela a un plano. 

9.1 Definición. Una recta S£ es paralela a un plano ¿? si Z£ es ortogonal 
a una normaÍ a 

9.2 Teorema. Si la recta S£ es paraiela ai piano ¿£, entonces ¿£ .£ o 

r\ 0/> = 0. Si J£ no es paraleía a ¿?, entonces ¿¿£ n 0* contiene un punto. 

Prueba. Sean $£ = {P¡ +/a | /eR} y 0 = [P | P * n = d}. Un punto 
P = P t +/a en ££ también se encuentra en & si y sóío si 

(P, +/a) • n = d 

o bien 

9.3 (a • n)/ = d—P Y * n. J 

Si Z£ es paralela a 0, entonces a y n son ortogonales y a • n = 0. En 
este caso y según que d— P t • n sea distinto de cero o cero, respectivamente- 
o ningún número / o cualquier número / satisfacen la ecuación 9.3- 
d— P, • n y— 0, entonces ningún /e R satisface la ecuación 9.3 y !£ n ^ = # 
Si d— P, • n = 0. entonces toda /eR satisface a la ecuación 9.3 y ^ c 
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9 ) 


y n0 eS paralela a entonces a y n no son ortogonales y a • n £ 0. 

* ^cn ía ecuación 9.3 tiene la solución única 

£n este ww , 

d- P f -n 


t = 


a ■ n 


y e | punto de intersección es 


d — P t • n 
+ - - — a . 

a • n 


9 4 Ejemplo. Encuéntrese la intersección de la recta 
& , & - {(1, U l)+/(2, — 1, 3) | /eR} 

y e i plano 0 cuya ecuación es 

2a + 3> —z = 7. 


Solución. Un punto P = (1, I, l) + /(2, - 1, 3) en <£ también se encuentra 
en P/ si y sólo si 

P - n = (1+2/, 1-/, 1 +3/)-(2, 3, -1) = 7 

o bien 

4-2/ = 7. 

Así pues, / = — | y el punto de intersección es 

(1. 1. D-}(2, -1.3) = (-2, i, -i). 


9.5 Definición. La distancia de un punto Q a un piano ¿? es ia distancia 
de Q ai punto de intersección con ¿? de Ía recta que pasa por Q y es normal a ¿?. 

Ejemplo. Encuéntrese la distancia de un punto Q a un plano 


lución. Sea n * P = d una ecuación de ¿P. La recta ££ que pasa por Q 
norm al a ¿£ tiene la ecuación 

P = Q + /n. 

E acuer< ^° con el teorema 9.2, el punto de intersección de & y ££ es 


t> _ d— n • Q 

Pj — Q + í, n = Q + -- n 


> ía distancia es 

9.7 


n • n 


</(Q, &) = JQ-PjI = 


d — n • Q 


n 


n • n 


M-n-QI 
n| 
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Si P 0 e^>, entonces d = n * P 0 y podemos expresar la distancia en la forma 

. • d{Q,*) = |n ' <Q ~ — = |Proy„(Q-P 0 )l- 

|n[ 


9.8 Ejemplo. Encuéntrese la distancia del punto Q - (1, -2,4) a ] 
plano í? ; 2x — y+ 3z = 10. 


SOLUCIÓN 1. 
tenemos 


n = (2, - 1, 3) es una normal a 0>. Usando la ecuación 9.7, 


d{Q,0>) 


j 10 —(2, — 1, 3)-(l, -2,4)j 

74 + 1+9 


6 


Solución 2. n = (2, -1,3) es una normal a Sea P 0 un punto del 
plano y sea a = Q-P 0 . Entonces 


tl( Q, P) = |Proy„ a| 


a * n 

~W 


IQ-n-Pp-nl 

l"l 


¡(1, —2, 4) • (2, — 1,3)— 10| = _6_ 

V 14 


Problemas 

1. Determínese en cada caso la intersección de $£ y 0 y dígase si $£ es 
o no paralela a 0, 

a) <£ = {(2, 1,4) + f(1, 1, 1)}, 0 = {(2, 0, 4) + «(l, 7, 3) + v(—3, 8, 0)} 
h) se = {(1, - 1,4) + f(2, -1, 3)}, = {(6, u, V —«)} 

c) = {(3,8, — l) + r(l, 7, 1)}, 

^¡> = {(6-w + 3t\ 8 +2w + 3t\ — 1+t')} 

d) = {(3, —2, 7) + /(2, -1,3)}, ^ es el plano que pasa por lo 

puntos (2, — 1, 3), (5, —5, 4), (5, 5, 8) . 

e) <£ = {(3, 2, 3) + /(— 2, -2, -2)}, 0 es el plano que pasa por 

origen con normal (1, 1, 1). 

2. Encuéntrese en cada caso la recta & que pasa por el punto Q y eS 
ortogonal al plano ??. 

a) Q = (1,2,3), 0 = {(2, I, -l) + «(l, 1, l) + t(— 1, 1-0)} 

b) Q = (2, I. -1), 0 = {(2, l,3) + u(5. 2, -l) + ¡’(4, 0, 1)} I 

c) Q = (0, 2, - 2), 0 que pasa por (2, 1, - 1), (3, 1,0), (4, - 6, l) 

d) Q = (I. -1,4). á»:2 x+y+z = 5. 

3. Encuéntrese la dislancia del punto Q ai plano .? en cada un ° 
los casos del problema 2, 
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4 Encuéntrese la intersección de la recta 

J ^ = {(3,1, 3)+/(l, I, -1)} 

^ 1 

ca da uno de los píanos de coordenadas. 

5. Determínese el punto donde la recta que pasa por el punto (1, 3, 1) 
v es ortogonal al plano & : 3x-2y+5z = 15 intersecta a 

6. Una partícula comienza a moverse en el punto (15, -22, 10) y se 
m ueve con una velocidad constante (1, 1, 1). ¿Cuánto tarda la partícula 
enalcanzaral plano x+ I0y+4z = -15? 

7. ¿En qué dirección debería moverse la partícula del problema 6 para 
alcanzar el plano en tiempo mínimo?, si ei valor absoluto de la velocidad 
es el mismo que en el problema 6, ¿cuál es el tiempo mínimo ? 

8. Demuéstrese que los planos 

= {(2, 0, 4) + w(l, 7, 3) + i>(—3, 8, 0)} 


y 

^ ' = {(3, 2, 3) + 5 ( 4 , - I, 3) + /(9, 5, 9)} 

son paralelos. Encuéntrese la distancia entreá*, y^ 2 si definimos ia distancia 
entre planos paraleios se define como la distancia de un punto cualquiera 
de un plano al otro plano. 

9. Sea $£ la intersección de los planos con ecuaciones 3x+y — 4z = 5 

y 2x + 3 y—z = 4. Si & es el plano con ecuación x — 2y+3z = 1, 

encuéntrese $£ n 

10. Encuéntrese una ecuación del plano que contiene el punto (1, 2, —3) 
y la recta X = {(1, I, l) + t(5, -2, 3)}. 


10. 3ASES 


form em ° S ^ ernos ^ rac l 0 cualquier vector ae puede expresarse en una 
a unica como una combinación lineal de los vectores unitarios 


En r ealidad, 
Asi 


¡ = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1). 


a = (a x , a 2 , a 2 ) = a x i + a 2 i + a 2 k. 

Pues in 

Puedeex r- S vectores k tienen la propiedad de que todo vector de K 3 
v ector^ reSd - rSe C0m0 una COIT tbinación lineai de estos vectores. E1 conjunto 
^emostrar ** * ^ n ° CS ^ un * co ccnjunto de vectores que tiene esta propiedad. 
fierten e r. t ernos q uc cualesquier tres vectores linealmente independientes 

Propiedad. 






































































































































































































































80 Geometría analítica sólida [Cap, j 

10.1 Teorema. Si a, b, ceK } son linealmente inclependientes , entonces p arQ 
cada punto Pe R ' existen números reales únicos u, r, t ta/es que 

P = wa + rb + íc. 


é * 

Prueba. De acuerdo con el problema 5, pág. |66, como a. b, c son lineal. 
mente independientes, si existen números w, r, t , que satisfacen 

P = wa + rb + /c. 


taies números son únicos. Que tales numeros existan es una consecuencia 
del teorema 9.2. Sea & = {wa + rb} y Sf = {P + /c}. Como a, b y c son 
linealmente independientes, no es paralela a ??. Luego si P^ es el punto 
de intersección de & y & hay números u,r, f,eR tales que 


Por tanto 
donde t = — t x . 


P, = wa + rb = P + /, c. 
P = wa + rb + /c 


Nota. Como una consecuencia dei teorema 10.1, vemos que cualquier 
conjunto de cuatro o más vectores en K 3 es linealmente dependiente. 


10.2 Definición. Un conjunto {a x . a k ) de vectores en V n se dice que es 

una base de V n si 

i) {a,, ..., a k } es linealmente independiente 

y r J 

ii) todo vector de V n puede expresarse como una combinación lineai 
de a,,..., a*, 

Si todo vector de V n puede expresarse como una combinación lineal 
de entonces ei conjunto {a,,...,a ft } se dice que genera V ñ - 


10.3 Corolario. Todo conjunto de tres vectores linealmente independientes 
de V 3 es una base de V 3 . 


Prueba. Sean a. b, c tres vectores linealmente independientes de V 3 . Solo 
necesitamos demostrar que a, b, c generan V 3 . Sea d un vector arbitrario 
de V 3 . Sea PeR 3 tal que P = P-O = d. Entonces, de acuerdo con 
el teorema 10.1, existen números reales únicos u , i\ t tales que 

d = P = wa + íb + /c. 


«2 


b i c , 
bi c 2 
b 3 c 3 


# 0 


10.4 Corolario. Si 
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entonces 


el sistema de ecuaciones linales 

a Y x + b x y + c x z 
a 2 x + b 2 y + c 2 z 
a 2 x+b 5 y+c 3 z 


íiene una sotución única. 


d \ 

d 2 

di 


PrUEBA Ei sistema de tres ecuaciones lineales es equivalente a la ecuación 

vectorial 

^ a.v+ by+cz = d 

donde a = {U] ■> a i ■> ^ 3 )» ^ = {b\ > b 2 , b 3 ), c = (Cj, c 2 , c 3 ) y d = {d¡ , d 2 , d 3 ). 


Como 




[abc] = a *(b x c) = 




«1 

«2 

«3 



b t 

C] 

b x 

b 2 

bz 


<*2 

b 2 

C 2 


c 2 

C 3 


«3 


Cs 


# 0, 


a. b, c son linealmente independientes (teorema 6.4, pág. 64). De donde 
se sigue, de acuerdo con el corolario 10.3, que la ecuación 10.5 tiene una 
solución. La independencia lineal de a, b, c implica la unicidad de !a 
solución (problema 5, pág. 66). 

Hallando los productos escalares de la ecuación 10.5 por b x c, c x a, 
y a x b, sucesivamente, obtenemos 

[abc]x = [dbc], [abc]v = [adc], [abc]z = [abd] 

o bien 



d t 

b 1 

C\ 


«1 

d , 

c \ 


d 2 

b 2 

c 2 


«2 

d 2 

c 2 

[dbc] 

d 3 

b^ 

c 2 

[adc] 

«3 

d 3 

C 3 

[abc] 


b\ 

C\ 

^ [abc] ~ 


b\ 



a 2 

b 2 

C 2 


a 2 

b 2 

C 2 


«3 

b 2 

Cy 


a 3 

b 3 

C 3 



«1 

b t 

d t 


“2 

b 2 

d 2 

[abd] 

a 3 

b 3 

d 2 

[abc] 


b\ 

c 1 


a 2 

b 2 

C 2 


a 3 

b 2 

c 3 
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Nota. La fórmuía para la solución de corolario 10.4 es el caso especiaj 
para tres ecuaciones lineales con tres incógnitas de la regla de Crarrter • 
si el determinante de coeficientes es distinto de cero en un sisterna 
de n ecuaciones lineales con n incógnitas, entonces cada una de l a $ 
incógnitas puede expresarse como eí cociente de dos determinante$ 
—el denominador es el determinante de los coeficientes y el numerador 
para la incógnita y'-ésima es el determinantc obtenido cuando en el 
determinante de los coeficientes se reemplaza lay-ésima columna por I a 
columna de las constantes. Aunque- la regla de Cramer nos da un a 
solución formal a un sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas 
cuando el determinante de los coeficientes es distinto de cero, no nos 
proporciona sin embargo un método práctico de solución, excepto para 
los casos en que n es pequeña. La evaluación de un determinante de 
orden n requiere (aí-I)x«! multiplicaciones, luego resolver un sistema 
de n ecuaciones por la regla de Cramer requeriría («-l)x(« + l)i 
multiplicaciones. La reducción de Gauss-Jordan, de la que damos una 
muestra en la solución del ejemplo 10.7 que después del próximo 
corolario exponemos, requiere solamente f («^ + 3n 2 - n) multiplicaciones. 
Por ejemplo, para n - 10, la regla de Cramer requiere casi 359 millones 
de muítiplicaciones, mientras que ía reducción de Gauss-Jordan requiere 
solamente 430. La mayor parte de los métodos prácticos de resolución 
de tales sistemas son variaciones de la reducción de Gauss-Jordan. 

10.6 Corolario. Tres planos cuyas normales son linealmente independientes 
se intersectan en un y sóio en un punto . 

Prueba. t Esta es la interpretación geométrica del anterior corolario cuando 
las ecuaciones que se consideran son las ecuaciones de tres planos. Un 
punto de intersección de los planos corresponde a una solución del sistema 
de ecuaciones. 

10.7 Ejemplo. Encuéntrense todos los puntos de intersección de los planos 

2x+y— 3z = 4 
5x + 4y + 7z = 2 
x + y + 2z = —5. 

Solución. Escribiendo primero la última ecuación, resolviéndola para *» 
y sustituyendo en las otras dos ecuaciones, tenemos: 

x = y — 2 z ~ 5 

< 3y-7z = 14 

9y — 3z = 27 
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x = y — 2z — 5 




I 4 
3 



1 1 


[z = -I- 

E1 punto de intersección es > ~!)• De nuevo señalamos que 

aunque no es lógicamente necesario comprobar la solución, sin embargo, 

es prudente hacerlo. 


10.8 Ejemplo. Si tres vectores no nulos a, b, c en K 3 son mutuamente 
ortogonales, pruébese que forman una base de K 3 . Exprésese un vector 
deV 3 como una combinación íineal de a, b y c. 


Solución. Para que a, b, c constituyan una base de K 3 han de ser lineal- 

mente independientes. Es decir, debemos demostrar que la única solución 

de Ia ecuación 


0 = ua + vb + tc 

es u = v = t = 0. Tomando el producto escaíar de ambos miembros de la 
ecuación 10.9 por a, tenemos 

a * 0 = wa • a + t’a * b + f a • c. 

ortogonal tanto a b c °nto a c, obtenemos u = 0. Análogamente, 
Ded" 1 h* 6 broducto esca lar con b y con c, obtenemos v = 0 y t = 0. 

forman ^ a ’ b,c son l'nealmente independientes, luego, según corolario IU. 3 ' 

'orman una base de . ’ 

como 7n n a ’ b ’ cforman una base de V 3< todo vector ds V 3 puede expresarse 
m ° una combmación lineal 

d = ua + rb + íc. 

Xom 

^utuamenf! producto esca| ar con a, b, c sucesivamente, como a, b, c son 
amente ortogonales, obtenemos 

a * d = wa • a, b • d = vb * b, c • d = tc * c 

0 bien 


a * d 



Ibp ’ ' |c | 2 • 


u = 


v — 
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Problemas 

1 . Demuéstrese que los vectores a, b, c son mutuamente ortogonal es 

y exprésese d como una combinación lineal de a, b, c. • 1 

d) a = (1, 0, 0), b = (0, 1, 1), c = (0, - 1, 0, d = (3, 4, -2) 

b) a = (1, 1,0), b = (0,0,3), c = (1, -1,0) d - ( 25, 1) 

c) a = (1,2, 1), b = (-1,2, -3), c = (-4, 12). d -0.3, 5) 

d) a = (1, 1, 1), b = (2, -3, 1), c = (4, 1, -5), d - (2, 6, 7). 

2. Sean a, b. ce V¡ linealmente independientes. Demuéstrese que a. 
bj ,c,, donde 

b| = b - Proy a b y c, = c - Proy a c - Proy b ,c 

forman una base de vectores mutuamente ortogonales de V¡. La inter- 
pretación geométrica de b, y c, se muestra en la figura 1L Este proceso 
ennoce como el oroceso de ortogonalización de Gram-Schmidt. 



3. Usese el método del problema 2 para obtener una base ortog °"® 
de . partiendo de los vectores a. b, c en cada uno de los siguientes c 

a) a = (1,2, 1), b = (2, -3,2), c = (2, -1, 1) 

b) a = (1, 1, 1), b = ( — 2, 3, 1), c = (1,2, - 1) 

c) a = (1,0,0), b = (0, 1,0), c = (0,0, 1). 


4. Exprésese el 

a) a = (1,2, 1), 

b) a = (i, 1, 1), 


vector d como una combinación lineal de a, b > c 

b = (2,-3,2), c = (2, -1,1), d = (3* 4, -2) 
b = (-2,3, 1), c = (1,2, -1), d = (5, -7,2). 


5. 

a) 


Encuéntrense todos los puntos 

3 x+y+z — 5 
3a- +>> + 5z = 7 
a — >> + 3z = 3 


de intersección de los planos 

b) 5 a +y-z = 6 
-2a+>-4z = 10 
a — 3 >’ + z = 8. 
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11 ] 


Demuéstrese que el conjunto de vectores (e,, e 2 , ..., e„}, donde 
1 0 .... 0 ), e 2 = (0, 1,0,..., 0),.. ., e„ = (0,..., 0, 1), es una base 

C 1 ^ 7 V 


dc i n ’ 


11. COORDENADAS CILÍNDRICAS Y ESFÉRICAS 


En el espacio bidimensional ocurre a menudo que es conveniente 
expresar la ecuación de una curva en coordenadas polares o en algún otro 
sistema de coordenadas distinto del de coordenadas rectangulares. Análo- 
amente, en el espacio tridimensional a menudo son útiles otros sistemas de 
coordenadas distintos del de coordenadas rectangulares. Las coordenadas 
de uso más común en el espacio tridimensional, aparte de las rectangulares, 
son las coordenadas cilíndricas y las coordenadas esféricas. 

Los significados geométricos de ias coordenadas cilíndricas y|esféricas|se 
muestran en las figuras 12 y 13. Denotamos a las coordenadas cilíndricas 
por (r . 0, z) y a las coordenadas esféricas por (p, 0, (p ). Si (r, 0, z) son las 
coordenadas cilíndricas de un punto P en R 3 , entonces 

11.1 P = (r cos 0, r sen 0, z). 



FIGURA 12 P = (x,y,z) 


pues, si P = (a, >, z), la relación entre las coordenadas cartcsianas 
1 + z de P y ias coordenadas cilíndricas de P es 


D.2 


a = r cos 0 
y = r sen 0 
z — z. 


S ^ C Q 0r ^ enac ^ as cibndricas r y 0 son las coordenadas polares del punto 
en el plano XY: (a, >, 0) es la proyección ortogonal de P sobre 
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el plano XY. La coordenada cilíndrica z de P es la altura de P sobre 
plano XY. Así pues, según 11.1 o su equivalente 11.2, cada conjunto (r, 0 ^ 
de coordenadas cilíndricas determina un punto único de R 3 . Recíprocamente^ 
a cad a punto P de R 3 se le pueden asignar coordenadas cilíndricas, e ’ 
decir, dado P pueden encontrarse números (r, 9, z) que * satisfagan \\ \ 
Esta asignación de coordenadas cilíndricas no es única. Excluido el eje ¿ 
las restricciones r>OyO^0<27r hacen única la asignación. 

Si (p, 9, <p) son coordenadas esféricas (figura 13) de un punto P, entonces 

1 1*3 P = (p sen <p cos 0 , p señ <p sen 9, p cos <p). 


Cada conjunto (p, 9 , <p) de coordenadas esféricas determina un punto 
único P de R 3 . La coordenada esférica 0 es la misma que la coordenada 
cilíndrica 0 y suele llamarse longitud o acimut de P. La coordenada esférica <p 
es el ángulo entre la dirección positiva del eje Z y el radio vector P. A este 

ángulo <p se le llama colatitud de P ^ - <p se llama latitud de pj. La 

coordenada esférica p es la distancia de P al origen (si p > 0). La relación 
entre coordenadas esféricas y coordenadas cartesianas es 


11.4 


x — p sen <p cos 0 
y — p sen <p sen 0 
z = p cos <p . 



FIGURA 13 P — {x>y,z) 

Es claro que todo punto de R 3 tiene conjuntos de coordenadas esféricas- 
De nuevo aquí, si excluimos los puntos del eje Z, las restricciones p > 

^ 9 < 2n, y 0 < <p < n hacen única la asignación de coordenadas 
esféricas. 
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fsiota Las notaciones para las coordenadas esféricas no son universales. 
Muchos autores usan 9 para la colatitud, a la que nosotros hemos 
denotado por <p, y <p para la longitud a la que nosotros denotamos por 9. 
Cuando se hace esto,' 0 no tiene la misma significación en coordenadas 
cilíndricas que en coordenadas esféricas, mientras que con la elección 
de notaciones que nosotros hemos hecho, 9 significa lo mismo en las 
coordenadas cilíndricas que en las esféricas. Otra dificultad que aparece 
en la notación más común es que la misma letra, generalmente r, se usa 
para denotar tanto la distancia al eje en las coordenadas cílíndricas 
(r en nuestra notación) como la distancia al origen en las coordenadas 
esféricas (p en nuestra notación), Algunos autores, particularmente en 
e! campo de la mecánica de fluidos, usan a> tanto en las coordenadas 
cilíndricas como en las esféricas para representar la longitud que aquí 
hemos denotado por 9. En este caso, 9 se usa pára denotar la colatitud, 
que aquí aparece representada por <p. 


11.5 Definición. Un cilindro (circular recto) es un conjunto de puntos 
equidistantes de una recta fija a la que se Kama eje del cilindro. 

La distancia de un punto P = (x, y, z) al eje Z es yjx 2 +y 2 , Vemos. 

pues, que el conjunto 


<# = {( x 9 y , z) | x 2 +y 2 = a 2 } 

es un cilindro circular de radio a cuyo eje es el eje Z. La ecuación x 2 + y 2 = a 
se dice que es una ecuación (en coordenadas cartesianas) del cilindro <€. 
En térmmos de coordenadas cilíndricas, <€ = {(r cos 9 , r sen 9, z) | r = a) 
es el mismo cilindro, y r = a se llama ecuación del cilindro <i en coordenadas 
Ciuiidricas. Nótese también que podemos escribir 1 

^ = {(a cos u, a sen u, v) \ «e[0, 2n), ve(-oo, oo>}. 

Las ecuaciones 

- x = a cos u 

y = a sen u 

pl: 2 = v, ue [0, 27r], ve < — oo, oo >, 

man e cuaciones paramétricas del cilindro <é. 


C = ( c mjcru cr ae raaio a y centro en el punto 

es decir ^ 6S €¡ con J unto tod °s los puntos cuya distancia de C es a; 

^(C ;a)= {P | |P-C| = a} 

. ~ ((-*'. y, z) I (x — c,) 2 + (>» — c 2 ) 2 + (z — c 3 ) 2 = a 2 }. 

i Aj 

r^ff^tamol'nor ír r , a , do determinado por los números reales a y b (a =s é) le 
’ v<M y al imervalo abierto correspondiente por <a, 6>; es decir, 

^ y <«» ó> ■ {x | a < x < M. 
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La ecuación 

11.9 


(x-Ci) 2 + (> f -c 2 ) ¿ + (z-c 3 ) 2 = a 2 


se llama ecuáqión en coordenadas cartesianas de la esfera £P( C; a). 1 
La esfera £f{0\ á) de radio a y centro en el origen, se puede expresar 
en coordenadas esféricas en la forma 

11.10 Sf{0 ; a) = {(p sen q> cos 0 , p sen q> sen 0, p cos q>) ¡ p = a). 

La ecuación p = a se llama ecuacióh en coordenadas esféricas de l a 
esfera £f(0\ a ). Podemos también escribir 

£f(0\ a) = {{a sen u cos r, a sen u sen r, a cos u | ue[ 0, /r], ce[0, 2 7r]}. 

Las ecuaciones 


11.11 


x — a sen u cos v 
y — a sen u sen v 
z = a cos u y we[0, 7i], re[0, 2n] 


se llaman ecuaciones paramétricas de la esfera £f(0\ a). 

Problemas 

1. Determínense Ias coordenadas cartesianas rectangulares de los 
puntos cuyas coordenadas cilíndricas (r, 0 , z) son: 


n 


a) ( l,-,0 


d) (U,l) 


71 


b) (4, --,0 


7T 


e) ( -1,-, -3 


f) [ 3,y , 10 


/) (6, 28 , 7). 


2. Determínense las coordenadas cartesianas de los puntos cuyas 
coordenadas esféricas (p, 6 , q >) son 


7T 


a) (1,0,- 


b) (1,0,0) 


, . 4 71 71 

’ 2 ’ 4, 


/) (- 1 ,- 1 . -')• 


d) (1,1,1) e) (13, 120°, 30°) 

3. Asígnense coordenadas cilíndricas y esféricas a los puntos cu>a s 
coordenadas cartesianas son: 

a) (1,0,0) b) (1,1,0) c) (0,0,1) d) ( 0,3,-D 

e) (0,0,0) /) (1,1,1) g) (32, -25, 18) 


1 Nótese que estamos llamando esfera a lo que en la literatura matemática caste 
es habitual llamar superficie esférica. [N. dcl T.] 
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4 pruébese que ía hélice cilíndrica 

; f(r) = (a cos cor, a sen o>7, bt), - oc, oo>, 

v 4 

se encuentra sobre un cilindro. • . 

5 Descríbase la superficie cuya ecuación en coordenadas cilíndrícas es: 

r = const b) 0 = const c) z = const. 

6 Descríbase la superficie cuya ecuación en coordenadas esféricas es: 

a ) p = const b) 0 — const c) (p = const. 


12. ESPACIOS EUCLIDIANOS n-DIMENSIONALES 


En esta sección definiremos el espacio euclidiano w-dimensional. 
Tomaremos como modelo el espacio euclidiano tridimensional. Hemos 
visto que en el espacio tridimensional tres vectores linealmente indepen- 
dientes generan el espacio total (corolario 10.3, pág. 80). Dos vectores 
linealmente independientes a, be K 3 determinan un plano {wa + rb | «, veR} 
que pasa por el origen. Un plano así se llama subespacio bidimensional 
de R 3 y cada punto del subespacio está únicamente determinado por los 
dos parámetros u , v. Todo plano en R 3 resulta de aplicar una traslación 
a tal subespacio, {P 0 + wa + rb ] w, reR), de tal subespacio. Un vector 
linealmente independiente, es decir, un vector distinto de cero, determina 
una recta {/a | /eR} que pasa por el origen. Tal recta se líama subespacio 
unidimensionai de R 3 y cada punto de este subespacio está determinado 
inequívocamente por el parámetro único /. Toda recta en R 3 es una 
trasiación, {P 0 + /a | /eR}, de tal subespacio. En un espacio / 7 -dimensionaI, 
podemos tener k vectores linealmente independientes donde 

^ ~ También en este caso cuando k = / 7 , ios vectores a l} a„ 

generan el espacio total y cuando k < n generan un subespacio /c-dimensional. 

ales subespacios (/, + ... +/ fc a fc | t k e R} y sus traslaciones, 

conjuntos de Ia forma {P 0 + /, a, + ... + t k a A | /,,..., t k e R}, se Ilaman 
anos A-dimensionales en el espacio «-dimensional. E1 plano unidimensional 
se llam a usualmente recta. 


12 I 

por espacio “ analítico ’* n-dimensional euclidiano , denotado 

es el espacio vectorial n-dimensional V n donde : 

0 los eíementos x = (x,,.. jc b ) de V„ son los puntos de 

hipel l ¡ m con £ Unto de puntos de R" se llama plano k-dimensional o 
lirteaf Qn ° en ~ 1, I) si hay un punto PoeR" y k vectores 

ente mdependientes a,,..., a fc e V n tales que 

12,2 

9 = {P 0 + í,a,+ ... +l k a k | í t eR}; 
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iii) la distancia , escrita P. Q), desde el punto P = (x t , x n ) al punto 
q = . y n ) en R" es la longitud dei vector Q-P, es decir 

d( P,Q) = | Q — P| = [Qi-*i) 2 + ••• +0' n - x ») 2 ] 1 ' 2 - I 

Un plano unidimensional 

<£ = {P 0 + /a | tsR} . (a / 0) 

se llama recta. 

La ecuación 

p = P 0 + /, aj + ... +t k a k 

se llama ec«ac/on cecíona/ de un plano y las ecuaciones de las componentes 

se llaman ecuaciones paramétricas del plano. 

Decimos que un vector b es paralelo al plano & = {P 0 + /, a, + ...t kit 
| r,, / t eR} si b = r, a, + ... +r k a t para algunos r,.r t eR. 


12 3 Ejcmplo. Determínese una recta (plano unidimensional) que pase 
por los puntos P 0 = (1.4, -2.3)yP, = (2,0, 1,0) de R 4 . J 

Solución. Sea a = P,—P 0 - Entonces 

<£ = {P 0 + r(P,-P 0 )l 'eR) 

es una recta que contiene a P 0 y a P, : P 0 corresponde a t = 0 y P, a / = 1- 
Luego 

<£ = {(1,4, -2, 3) + /(l, -4, 3, -3)} 1 

es una recta ( 1 , 4 , — 2, 3) y (2, 0, 1 ,0). 

12.4 Ejcmplo. Determínese un plano que pase por los puntos P 0 (’ 
3, -2,3), P, = (3, 2, 1,0), P 2 = (2, 1,0,0) y P 3 = ( 2 ,0, 2, 0). I 

SoluciÓn. Sean 

a, = P,-P 0 = (1. -■•3- - 3 )’ I 

a 2 = P, — P 0 = (0, —2, 2, —3), ij 

a, = P 3 -P 0 = (0. -3, 4, -3). 4 

Con el fin de determinar la dimensión del plano necesitamos conocer cuá ^ 

de los anteriores tres vectores son linealmente independientes. u> p0 
vectores son linealmente dependientes si existen numeros r,, r 2 . 3- | 

todos ceros, tales que 


/ 'í a l+' r 2 a 2 + r 3 a 3 — 0. 
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Esta 


^cuación vectorial es equivalente a ías cuatro ecuaciones componentes: 

r,‘, =0 

— r,-2r 2 -3r 3 = 0 
3r, +2r 2 + 4r 3 = 0 
— 3r, — 3r 2 —3r 3 = 0. 


Se encuentra que la única soíución a estas ecuaciones es = r 2 — = 0. 

Luego los tres vectores a x , a 2 , a 2 son linealmente independientes. Por tanto 

» = {P 0 + í,a,+/ 2 a 2 + / 3 a 3 } 

= {(2 3 . _2,3) + /,(l, -1,3, — 3) + / 2 (0, -2,2, -3) + / 3 (0, -3,4, -3)} 

es un plano tridimensional en R 4 que pasa por los puntos P 0 ,P |} P 2 yP 3 : 
p 0 corresponde a t x =t 2 = ti= 0; P, corresponde a t x = 1, t 2 = / 3 = 0; 
P° 2 corresponde a/ 2 = 1,/, = / 3 = 0; y P 3 corresponde a/ 3 =l, =/ 2 = 0. 


12.5 Ejemplo. Determínese la intersección de la recta Z£ del ejemplo 12.3 
y el plano & del ejempío 12.4. 


Solución. Supongamos Peif n ¿P. Entonces Peif implica 

P = (1, 4, —2, 3) + /(l, —4, 3, -3) para algún /eR 


y Pe^ 3 impíica 


P = (2, 3, -2, 3) + /,(I, -1,3, -3) + / 2 (0, -2, 2, -3) +/ 3 (0, -3,4, -3) 

para algunos t x , / 2 , / 3 e R. 

Por tanto P pertenece a la intersección si y sólo si estas dos expresiones 
son iguales; es decir, si y sólo si 


1 + t — 2 + /j 

4-4/ = 3- /, — 2/ 2 — 3/ 3 

k,. 2 + 3/= —2 + 3/j +2/ 2 + 4/ 3 

3 — 3/= 3 — 3/j — 3/ 2 — 3/ 3 . 

Resolviendo estas ecuaciones, encontramos / = |, /, = — t 2 — \ y 

- i* Por tanto 


P = d,4, -2, 3) + $(l, -4, 3, -3) = i(ll,4, 3, 3) 
es el Punto de intersección de <£ y & 1 . 

^omprobación. 

2 ’ 3 ’ ~ 2 ’ -1,3, -3)+±(0, -2, 2, -3)+¿(0, -3, 4, -3) 

■ I =¿(11,4,3,3). 

De «nición. Dosplanos en R", 

= {Pj +5j a, + ... +SjHj | í, .■Sj-eR} 
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V 

¿5*2 = [P^ + t¡ b ] + ...+ Ik I 1 1' • • ■ • ^ • 

donde i^k< n. son paralelos si cada uno de los conjuntos de k+ I vectores 
í a |j t } (/ = 1. j) es linealmente dependiente\ es dectr, si cada 

uno de los cectores a, (/ = 1. j) es paralelo al plano & 2 • 

Mostramos ahora que si dos planos son paralelos, entonces o un plano 
es un subconjunto del otro o su intersección es vacía. Este teorema contiene 
el corolario 3.4 y las partes de los teoremas 8.2 y 9.2 concermentes a as 
rectas y planos paralelos como casos particulares. 


12.7 Teorema. Si dos planos en R" 


y 


= {Pj + s, 4- .*• ! s \ ’ 

2 = [P 2 + 1 1 bi + ... + tk bfc I C» 


.., Sj e R} 


donde j ^ k < n, son paralelos , entonees n^ 2 0. 


Prukba. Como b,.b k son linealmente independientes, a„ b,.b k 

linealmente dependientes implica que existen números A im tales que 

12.8 a, = Y. (í = 1 . 

m - 1 

Supongamos P 0 e&, n& 2 . Entonces hay números s,' . s/. t/. ...,h 

tales que ., 

P 0 = P,+Jt'a, +...+ j/aj = p 2 + / i *>! + ...+r fc b fc . 

Por tanto 

P j = P? + t , ’ b 1 + ... + tk K — s 1 a 1 “ • ■ * “ s S a / 

k k 

= P-, + b, + ... +f k ’ b fc —s,' X ... —Sj X ^jm^m 

¿ m — 1 m= 1 

12.9 = P 2 + (í/ - X s/A n )bi+ ... + U*' - X s t ^ 

¡=1 1-1 

y por tanto P,e¿P 2 . Sea P un punto arbitrario en Entonces para 
algunos s,..... SjeR, por 12.8 y 12.9. tenemos 

p = P, +s, a, + ... +Sj»j 

k ^ 

= P i + S , X l m b m + • • • ^ $j X *~í m 

m = 1 1 

= P 2 + [í,' + I - +[»* + I (*.-*i')^0 fc * 

i- l 1-1 

\ 
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luego Pe^ 2 . Hemos así demostrado que si n ^ 0. entonces 
c: 0* 2 . Lo que coinpleta la prueba. 

BHT . 

12.10 Ejemplo. ¿Son paralelos los planos 

= {(1.4, -2,3) + J,’(l,0,3, — 12) + 5 2 (2, 5, -4,6)} 

^ = {(2,3, — 2, 3) + fj (1, — !, 3, — 3) + / 2 (0, — 2, 2,3) + / 3 (0, — 3.4, — 3)}? 

¿Es vacía su intersección ? 

Solución. Sean a, =(1,0, 3,-12), a 2 = (2, 5,-4, 6), b, = (1, - 1, 3, -3), 
b, = (0, -2, 2, 3), y b 3 = (0, -3, 4, -3). Los conjuntos {a,, a 2 } y 
{b|,b 2 ,b 3 } son linealmente independientes. Los planos son paralelos 
si [ai, b,, b 2 , b 3 } y {a 2 , b,, b 2 , b 3 } son linealmente dependientes. es 
decir, si a, y a 2 son cada uno combinaciones lineales de b,, b 2 , b 3 . 
Supongamos que a, = , b, +/., 2 b 2 +/,, 3 b 3 , entonces 

I = A|, 

0= — /11 2/.,2 22.j 3 

3 = 3 a11 + 22 12 + 4A, 3 

' — 12 = — 3/1,1+32,2 — 

Resolviendo estas ecuaciones encontramos 2,, = I, X ]2 = —2, 2, 3 = I. 
Análogamente si a 2 = 2 21 b, +A 22 b 2 + 2 23 b 3 , entonces 

2 = / 21 

5 = —2 21 2 x 2 2 “ 3^ 2 3 

— 4 = 32 21 + 2/ 22 + 42 23 
6 = — 3 a 2 j + 3 A 22 — 32 23 . 

Resolviendo estas ecuaciones, encontramos A 21 = 2 , X 22 = 1, 2 23 = — 3. 
Como a, y a 2 son combinaciones lineales de b,, b 2 , b 3 , los planos son 

paralelos. 

Como, deacuerdocon el teorema 12.7, o n o n 2P 2 = 0, 

es suficiente determinar si un punto cualquiera de pertenece a á^ 2 . Sea 
Pj = (1,4, -2, 3)e.^,. Si P, 2 entonces hay números /,,/ 2 ,/ 3 gR 

tales que 

— 2,3}) = (2,3, — 2,3) + /, (1, — 1,3, — 3) + / 2 (0, — 2,2,3)+ / 3 (0, —3,4, —3). 
Esta ecuación vectorial es equivalente al sistema de ecuaciones componentes 

I -1=/, 

B., 1 = —/,-2/ 2 —3/ 3 

0 = 3/j +2/ 2 + 4/ 3 
0 = -3/, + 3 / 2 — 3/ 3 . 
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Resolviendo las primeras tres ecuaciones de este grupo encontramos q^ue 

si el sistema tiene una solucion ha de ser r, - . h 2 ' 3 . • j 

embargo, estos valores no satisfacen la cuarta ecuacon. Luego ci s.stema 
no tiene solución alguna. Por tanto P,*á* 2 y, segun el teorema 12.7, 

r\0 >2 = 0 - 

Problemas 

1. Determínese la dimensión del plano que pasa por el conjunto de 
puntos dado y determínese el plano 

2 V - !!' 1' !'!!' p ! : < 0 . 3 . 2 . n.p,-u.i 1 . 4 ) 

* p° “ í 1 , 0 , 2 .u)'. p . <0,2,3, l).P,-<0.0, 1,-1).P,.(1,2,4,2 
d) P, - (1,0,0,0), P, - (0,1,0,0),P,-(0,0,1,2),P,-<0,2, 1, ) 

2. Encuéntrese la distancia entre los siguientes pares de puntos 

a) P„ = d.2,3,4), P, =(-1,3, -2,1) 

b) P 0 = (1,1,L U). P. =(°- 2 ’ “ 3 > 7 ’ 

c) Pü = (3, -2,4, -6,5), P. =(1,0,3,-2.4) 

d) P 0 = (0,0, 0.0), P, = (1,2, -2, -1). 

3. Demuéstrese que los siguientes planos son paralelos y encuéntrese 
su intersección: 

á», = {(-1,2,3, — 2) + f(0, 1, 1, 1)} 

g> 2 = {(1,0, 2, 0) + f,(l, -2, -1, -l)+f 2 (l,0, 1, 1)}. 

4. Demuéstrese que los siguientes planos son no paralelos y, sin embargo, 
tienen una intersección vacía. Explíquese por qué puede suceder esto. 

á», - {(1, 1, 1, 1) + f(0, 1, 2, 3)} 

& 2 = {(1,0, 2,0) + f,(l, -2, -1, -O + fzO’O’ 1> ')}• 

5. Demuéstrese que los siguientes planos tienen exactamente un punto 
en común: 

K = {(0, 0, 0, 0) + /i (1, 0, 0, 0) + t 2 (0. 1,0,0)} 

= {(0, 0, 0, 0) + / 3 (0, 0, 1,0) + r 4 (0, 0, 0, 1)}. 

13. RESUMEN 

En este capítuto comenzamos nuestro estudio de la geometría 
slonal. Esmlmos la gaoma.rla da la. mota. , lo. p)a n os. En c.p.t^os 
posteriores estudiaremos la geometna de las curvas y P ^ 

ficies. Las curvas pueden considerarse como generahzaciones de 
y las superficies como generalizaciones de los planos. 
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i E! producto vectoria! de dos vectores se definió en el espacio tridi- 
mensiona!. Se uso el producto vectorial y el triple producto escalar (con 
|el producto vectorial intimamenté ligado) én la discusión de la indepen- 
dencta Imeal de los vectores en el espacio tridimensional. Puede expresarse 
una normal a un plano como el producto vectoria! de dos vectores 
linealmente mdependientes paralelos al plano, y la ecuación de un plano 
puede expresarse en términos de una normal al plano. 

Después de una discusión de la intersección de planos y de la intersección 
Kde un pjano con una recta, introdujimos el concepto de base de un espacio 
vectorial. A pesar de que confinamos nuestra discusión a bases en el 
espacio trtdimensional V 3 el concepto puede extenderse a espacios vectoriales 

feias generales. En lasecctón 12, dimosuna breve introducción a los espacios 
euclidianos A/-dimensÍonales. 

|, Estos primeros dos capitulos complementan nuestro estudio del álgebra 
de los vectores y sirven como introducción a !a rama del álgebra moderna 
llamada algebra Itneal. Aunque el material que aquí hemos presentado es 
sufic.ente para nuestros propósitos, nadie que se interese seriamente en 
Hstudios mas avanzados de matemáticas, pura o aplicada, puede 

■ arreglarselas stn un conocimiento más extenso del álgebra lineal. Para 
facihtar tal extensión de conocimientos en esta rama fundamental de la 

■ matematica damos en la btbliografía de la página 777 una lista de algunos 
Itextos y tratados sobre ella. Lo que aquí se ha hecho esperamos prepare 
■al lector para una apreciactón adecuada de un desarrollo del tema más 

abstracto y sistemático. Pasamos ahora del álgebra vectorial a lo que 
podnamos Jlamar cálculo vectorial. 

Froblemas de repaso 

1 1. Dados los puntos P, = (I, I, 1 ), P 2 = (-2, I, — 3) y P 2 = (3, — 2 . 4 )¡ 

I a) encuéntrese la recta , que pasa por P, y P,; 

■ b) demuéstrese que los puntos P,, P 2 y P 3 no son colineales; 

c) encuéntrese una ecuación deJ plano & que pasa por P -, P v P • 

d) encuéntrese eJ área del triángulo Pj, P 2 , p 3 ; 

I <?)■ encuéntrese ia recta que pasa por P 4 = (- 5 , 2 . -I) v es 
ortogonaJ ai plano 0P de Ia parte c; 

■ J) encuentrese la distancia del punto P 4 = (-5, 2, -I) al plano & de 

la parte c ; 

■ g) encuéntrese la intersección de la recta que pasa por P 4 = (- 5 . 

■ 2, — 1) y P 5 = (2, — 1 ,2) con el plano de la parte c; 

I h) encuentr ese la recta if 4 que pasa por P 4 = (-5, 2, -1) paralela 
a Ja recta de Ja parte a ; 

B i) encuéntrese un ángulo entre la recta Sf 2 de la parte e y la recta <£ 
u: de Ja parte g ; 3 

f determínense los cosenos directores de ia recta S £ 2 de ia parte e. 
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suma de un vector a lo largo de la recta y = x en el plano XY y un vector 
perpendicular a! plano XY. Así pues el rango de f debe encontrarse en ei 
plano de ecuación y = x. Podemos ver esto también del siguiente modo: 
Para cada punto ( x, y , z) del rango de f, x = /, y = t, z — 21 2 . Como el 
plano con ecuación y = x es el conjunto de todos los puntos (x, y, z) 
de R 3 tales que y = x, el rango de f debe encontrarse en tal plano. 



Si hacemos u = x sec f = x ~x, entonces u es una distancia d'rigida 
a lo largo de la recta y = x en el plano XY. Ei rango de f es una porción 
de la parábola z = u 2 que se encuentra en el plano que contiene el eje Z y 
la recta y = x en el plano XY (figura 1). 

Probiemas 

1. Proporciónese una función del intervalo [0, 1] sobre el segmento 
rectiííneo que une los puntos 

a) ( — 1, 2) y (3, 5) b) P 0 y P i en R 2 

c) (1, 4, 7) y (3, -2, 1) c) P 0 y Pi en R". 

2. a) Proporciónese una tunción del intervalo [ — 2, 3] sobre el segmento 
rectilíneo que une los puntos (1, 0, 3) y (4, 2, — 1). 

b) Proporciónese una función del intervalo [a, b] sobre el segmento 

rectilíneo [P 0 , P,]. 

3. Si f(/) = (a cos /, a sen /) donde a > 0 y 9 f = [0, 2n], demuéstrese 
que el rango de f es una circunferencia en R 2 . 

4. Si f(/) = (a cos /, b sen /) donde a > 0, b > 0, y 3 f = [0, 2n]t 
demuéstrese que el rango de f es una elipse en R 2 . Si a = 2 y b = 4, dibújese 
la elipse. 
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5, Si f = (3/, / 2 ), demuéstrese que el rango de f es una parábola en R 2 . 


6. Si f = 


1 -/ 


21 


í +/ 2 ’ 1 +/ 


descríbase el rango de f. 


7. Dibújese el rango de f cuando f(/) = (/, /, sen /), /e[0, 4 n]. 


3. EL LÍMITE DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL 

En esta sección extenderemos el concepto de límite de una función 
real de una variable real a las funciones vectoriales de una variable real. 
Pero revisemos primero la definición de límite de una función real. 

Sea / una función real de una variable real y sea a un punto de acumu- 
lación de @ t (el punto a es un punto de acumulación de 3 f si todo intervalo 
abierto que contiene a contiene un punto / en Q) f distinto de a). Se dice 
que un número b es el límite de la funciónf en a si para cada número e > 0, 
hay un número 6 > 0 tal que siempre que te@ f y 0 < \t — a\ < ó entonces 

\f(t)~b\ < £ . 

Si b es el límite de f en a, escribimos 

lím / = b o Hm /(/) = b. 

a t ~*a 

EI término \t~a\ es la distaneia de / a a y \f(t)-b\ es la distancia 
de /(/) a b sobre la recta real R. Así pues, la definición de lím f = b afirma 

que /(/) permanece arbitrariamente próximo a b para todo / suficientemente 
próximo a a, pero distinto de a. Para funciones vectoriales el concepto de 
límite tiene el mismo significado intuitivo: lím f = b si f(/) permanece 

arbitrariamente próximo a b para / suficientemente próximo a a, pero 
distinto de a. Como en R'‘ la distancia de f(/) a b es | f(/) — b|, la definición 
de Hm f = b es por analogía: 


uenmcion. Se dice que el vector b es el límite de la función . u 0 
para cada número e > 0 existe un número 3 > 0 tal que siempre que t estc 
€n dominio de f y 0 < \t — a\ < Ó entonces 


Las notaciones 


|f(0-H < «. 


lím f = b y lím f(/) = b 

- ü f /í 


lím^e ^ ^ enotar que ^ es tím * te dt f en a. Siempre que se trate de 
e de f en a se está suponiendo que a es un punto de acumulación de 
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Nota . Obsérvese que el límite vectorial lím f(t)= b es equivalente al 

t-*a 

límite real lím ¡f(r) — bl = 0; es decir, cuando t tiende a a, f (t) tiende 

a b si y sólo si la iongitud del vector f(í) — b tiende a 0. 

Para dar un sentido más geométrico a la definición de límite, introducimos 
la noción de vecindad en R„. Una vecindad de c de radio r es el íntenor de la 
esfera /7-dimensional de radio r y centro c: Sf(c;r) = {x\\x-c\ < r}. 
Así pues, en R una vecindad es un intervalo abierto, es decir 


<f(c\r) = {x [ \x-c\ < r} = <c-r, c + r>. 

En R 2 una vecindad es el interior de un círculo y en R 3 es el interior de una 
esfera. Si omitimos el punto c de la vecindad y(c; r), entonces tenemos 
una vecindad reducida de c; a esta vecindad reducida la denotamos por 

Fn tirminos de vecindades la definición de lím f = b dice: b es el limite 


de f en a si para cada vecindad y(b; s) de b, existe una yecindad reducida 
í/ > '(a: ó) de a tal que f transforma 9”(a: b ) en 5^(b; s). 


3.2 Ejemplo. Si f = (3/, I 2 ), determínese lím f. 

Solución. Para t próximo a 2, vemos que f(r) = (3 t,t 2 ) esta proximo 
a (6.4). Así pues, suponemos que lím f = (6. 4) y verificamos despues que 

tal es el caso. Sea e > 0 cualquiera. Queremos encontrar una ó > 0 tal 
que |(3r, ? 2 )-(6, 4)| < s siempre que 0 < |?-2| < S. Ahora bien 

|(3?, ? 2 ) —(6, 4)| = [(3? — 6) 2 + (? 2 — 4) 2 ] 1/2 ; 


por tanto 


|(3?, í 2 ) — (6, 4)[ < s si |3? — 6] < ~= y |f 2 -4| < 


Como el lím 3? = 6, existe una ó, > 0 (por ejemplo, á, = 5-7=) ta! que 

t ~*2 \ \ 

|3?-6| < 4 siempre que 0 < |?-2| < b t . Por otra parte, lím ? 2 = 4 

\ , f e 


implica que existe una ó 2 > 0 [ P 01 * ^j^tnplo, ó 2 m íti 




| f 2 _4| < 4 siempre que 0 < |? — 2| < á 2 . Luego si á — mín {<5,, ¿2}’ 


V2 


i(3?,? 2 ) —(6,4)| = [(3?-6) 2 +(? 2 -4) 2 ] J/2 < (-^) +(4)_ - e 

1 Es claro que lo que realmente transforma f en ^(b; s) es y"(a; <$) ^ <'°njunto 
nunca vacío por ser a de acumulación de de/T]. 
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iejnpre que 0 < \t — 2| < S. Con lo que hemos verificado que lím (3f, t 2 ) 

' t -*2 

= (6, 4). 


Utilizamos la figura 2 para dar ahora una interpretación geométrica de 
la solución del ejemplo 3.2. Escogemos una ó tal que siempre que t se 
encuentre a una distancia menor que 5 de 2, las longitudes de los íados 
del rectángulo sean menores que e/ N /T. Entonces la longitud de la diagonal 


debe ser menor que e. 


En el ejemplo 3.2 el Hmite de la función vectorial es el vector cuyos 
componentes son los límites de los correspondientes componentes de la 
función. Esto es cierto para cualquier función vectorial y la prueba de este 
hecho es esencialmente la misma que la prueba dada en Ia solución del 
ejemplo 3.2 a que lím (3r, t 2 ) = (6, 4). 

t -+2 



3.3 Teorema. Sea b = (b x ,..., b n )e R ’, f = C/j , •••,/„) una función de R 
en R , y a un punto de acumulación de @ t . Entonces lím f = b si y sólo si 


llm/,. = b¡ para i = 1 


^ueba. Si lím f = b, entonces para cualquier e > 0 existe una Ó > 0 

ta I que 

[ n “Jt/2 

I (fi(t)-bd 2 \ <B 

Sf empre que te@ f y 0 < |/ — a\ < Ó. De donde 

\fi(t) — b\ < e para cada i — 1 ,..., n 

^ Ue = Y 0 < |f— a\ < 5. Esto nos muestra que 

« " b implica que lím f = b¡ (/ = 1 
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Si lím / = bi para cada i = 1entonces para cualquier e > 0 

a 

existe una <5, > 0 tal que 

i/¡(o-í>,i <4= 

sjn 

4 

siempre que te3 ft y 0 < |/ — a| < <5,.. Tomando ó = mín {ó lf ó n } y 
tenemos que 

m 



siempre que teB { y 0 < |/-a| < S; es decir, que lím f = b. Y esto 

a 

completa la prueba. 

E1 teorema 3.3 nos dice que (si el límite existe): 

lím f = (lím /,, lím f n ). 


EI Iímite de una función vectorial f puede, por tanto, calcularse de acuerdo 
con los límites de las funciones reales componentes f¡. Por ejemplo, 

lím (í, sen f, tan t) = /lím í, lím sen r, lím tan t\ 


I 


n 


4 








EI teorema 3.3 nos permite probar algunos teoremas sobre límites de 
funciones vectoriales usando teoremas muy conocidos sobre límites de fun- 
ciones reales; por ejemplo, el límite de una suma es la suma de los Iímites 
(si los límites existen). Pero antes de presentar estos teoremas definiremos 
algunas operaciones sobre funciones vectoriales. 


3.4 Definición. Si f y g son funciones vectoriales con rangos en R" y 
dominios y en R, entonces f+g, f-g, f • g, y fxg son funciones 
con dominio $) f n y reglas de correspondencia: 

[f+g](0 = f(0+g(0 
[f-g] (0 = f(0-g(0 
[f-g] (0 = f(0*g(0 

[f x g] (0 = f(0 X g(0 / definida solamente si R" = R 3 /. 

Si f es una función vectorial y (p es una función real de una variable real , 
entonces la función <pf está definida como sigue: 

Wi (0 = <P( 0 f(0 n 2 t . 
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Estas operaciones pueden también expresarse en términos de las 
funciones componentes. Si f = (/,, ...,/„) yg s (í .,í») entonces para 

cualquier te@ t n@ R \ ‘ - 

[f+g](0 = f(0+g(0 

= f/l (0» • • •, fn (0) + (01 (0» * • * , (0) 

= (fi(t)+9í (0> •“»/,(0+^(0) 

, = ([/i+^iKO, •■•,[/«+£«](0)- 

por tanto 

3.5 f — g (/í + 9\ »••■>/(+ 9n ) * 

Análogamente podemos mostrar que 

3.6 f-g = () 

3.7 f'g = f¡di 

i= 1 

3.8 <pf = {cpfi . <pf„). 

Si f = (/i. fi , / 3 ) y g = (ffi , ffi , £ 3 ), entonces 

3.9 fXg = (flffl-flffl' f)ffi-flff3> f\ff2~f2ff\)- 

Nótese que f * g es una función real de variable real. Por ejemplo, 
si f = (/, cos, sen) y g = (exp, / 1/2 , / 2 ), entonces 

f*g = / exp + / l/2 cos + I 2 sen, 

es decir, 

[f*g] (0 = te l + y]t cos í + í 2 sen t. 

Como Q¡ t — R y — [0, 00 ) — [0, 00 )), entonces 

■k ^f. g = n = [0, 00 ) . 

Usando el teorema 3.3, podemos probar fácilmente íos siguientes 

teoremas. 

3.10 Teorema. Si f y g son funciones vectoriales de una variable real tales que 

lím f = b y lím g = c 

a a 

y o es un punto de acumulación de Q) t n entonces 
lím [f+g] = Iím f + lím g = b + c 


3cum Que esta condición es necesaria. Podría ser, en efecto, que a fuese de 

uiación de y de i/g, pero no de í(n S g . [N. del T.] 
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lím [ f -g] = lím f - lím g = b-c 

a a a 

lim [f • g] = /lím f j . (lím gj = b • c 

lím [fxg] = í lím f\ x /lím g') = bxc (para R J solamente). 


a 


Prueba. Solamente probaremos la fórmula de la suma. Las pruebas de las 
otras partes son análogas. Si f = (f\ , . • •, f„) y g — (ffi * • • *»¿?n)> 

lím [f+g] — lírn (/ 1 + 6 / 1 , *•*, f n + 9n) 

a a 

= /lím (/1 + 0 i), •••» (/n + ^ii)] 






=■ /Hm /1 + lím g x , lím /„ + Hm g n j 
\ o ú a a I 

= /lím/i, .... lím /„j + (lím g ¡, ...,iímg„'j 
— lítn (/1 , ..., f„) + bm (^i, •••» g„) 

a a 

= lím f + lím g. 

a a 

3.11 Teorema. Si f es una función vectorial y <p es una función real y 

lím f = b y lím <p = r 

a a 

a es un punto de acumulación de , entonces 

Lím (<pf) — lím (p lím f = rb. 

a a a 

Prueba. Si f = (/,./„), entonces 

lím (ipf) = lím (<pj\ , tpf„) 

a a 

= Aím (<p/i),..., Hm (<p/ n )\ 






= ^lím <p Hm / 1 , ..., lím <p lím /„ | 




= lím <pí lím /j, ..., Hm /„] 

a \ a a 

= lím <p lím f. 


7 


E1 teorema 3.10 nos dice que para las funciones vectoriales el límite 
de la suma es la suma de los límites, el límite de la diferencia es la diferencia 


El iímite de una función vectorial 
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jos límites, el Hmite del producto escalar es el producto escalar de los 
Jímites, y el límite del producto vectorial es el producto vectorial de 
los límites, con tal de que, en todos los casos, existan los límites de las 
funciones. E1 teorema 3.1 1 afirma que el límite de una función real por una 
función vectorial es el límite de la función real por el límite de la función 
vectorial, si es que los límites de estas funciones existen. 


Jdota. Los teoremas 3.10 y 3.11 podrían haberse probado directamente 
partiendo de la deñnición de límite. Las pruebas habrían sido análogas 
a las de los correspondientes teoremas para funciones reales, ya que la 
longitud de un vector tiene las mismas propiedades básicas que el valor 
absoluto de un número real (problema 7). 


ProbJemas 

1. Si f(l) = (M 2 ), calcúlese y márquese la posición de f(0.9), f( 0 . 99 ), 
f(0.999), f(l.I), f(1.01), f(1.001). Üsese la definición 3.1 para verificar 
que lím f(r) = (I, 1 ). 

r-» i 


2 . Si f(0 — (W>r), calcúlense y márquense Ias posiciones de f( 1 . 9 ), 
f(L99), f(2.I), f(2.0I). ([/] es el mayor entero no mayor que /.) Demuésxrese 
que lím f(/) no existe. 

f-2 

3. Determínese lim f (si es que existe), cuando 

a 

a) i = (/ í/2 , / 2 , sen), £3=2 

b) f = (exp, senh, cosh), a = 1 

C) = VTT?,-3L\ a = 2 



1+2/ 




4. Si f(r) = ([/],/), deterrnínese lím f(/)y lím f(/). 

p/ i' . t~*2~ t — 2 + 

Itmite a la izquierda de f en a es b, lo quc se escribe lím f(/) = b, si 

^ *°do e > 0 existe un Ó > 0 tal que |f(/)— b[ < e siempre que 
n la definición de Iím f(/) = b llamado el límite a la 

d erecha de f en a, es análoga. 

5 Q * 

a es un punto de acumulación de y existe Iím f demuéstrese que 

Hmite es único; es decir, demuéstrese que si lím f = b y lím f = c, 

en tonces b = c . a 
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* 

6 . d) Si lím f = b, demuéstrese que la longitud de f(r) se aproxima a la 

f “* Q 

iongitud de b a medida que / se aproxima a a, es decir, que lím |f(/)| == |b|. 

b) Si lím f(r) = b # 0, demuéstrese que la dirección de f(/) se aproxima 
a la dirección de b a medida que / se aproxima a a t es decir, que 

umia.JL, 

™ ¡«<>1 |b| 


7. Pruébese directamente partiendo de Ia definición de límite 3.1 que 
si a es un punto de acumulación @ f + g y lím f = b y lím g = c, entonces 

a a 

lím (f+ g) = b + c. 

Q 


8 . Üsese el teorema 3.3 para probar que si a es un punto de acumulación 
de 9 trg y lím f = b y lím g = c, entonces lím (f * g) = b * c. 


9. 


Si f(f) = (r, r 2 , r 3 ), determínese lím 

o 


h 


4. CONTINUIDAD 

La extensión de la noción de continuidad del caso de funciones reales 
al de funciones vectoriales es tan natural y directa como la extensión del 
concepto de límite. 

4.1 Definlción. La función f es continua en el punto a de si para cada 
e > 0 existe una 6 > 0 tal que 

\i(t)-Ka)\ < e 

siempre que te3> f y |/ — a\ < ó. 

Si a no es un punto de acumulación de entonces f es continua en a, 
pues en este caso hay una <5 > 0 tal que a es el único punto en 
n <út— < 5 , a+ <$>, y entonces, para cualquier e > 0 , |f(/) —f(fl)l < £ 
siempre que te$) t n <a— ó, a+ <5>. 

Si a es un punto de acumulación de 9 f , entonces la definición 4.1 es 
equivalente a: la función f es continua en el punto a de Q/ f si 

lím f = f(a). 

a 

EI siguiente teorema es una consecuencia inmediata del teorema 3-3 
(pág. 103) 
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4.2 Teorema. Si f = (f l9 ...,/„) y ae@ t , entonces f es continua en a si y 
$ólo si f\ es continua en a, para todo i — 1 

Prijeba. Si a no es un punto de acumulación de @ t , entonces Ia prueba es 
inmediata (recuérdese que para todo /, @ f( = @ f ). Supongamos que a es 
u n punto de acumulación de Q) f . Según el teorema 3.3, lím f = f(á) si y 

a 

sóio si lim fi = fi(a) para todo i — I,..., n. Lo que completa la prueba. 

a 

Así pues, la continuidad de una función vectorial en un punto a puede 
determinarse comprobando la continuídad de las funciones componentes 
en a. Por ejemplo, la función f = (/, cos, sen) es continua en todos los 
puntos de R ya que /, cos y sen son continuas en todos los puntos de R. 

Correspondiéndose con los teoremas 3.10 y 3.11 sobre límites, tenemos 
el siguiente teorema sobre continuidad. 

4.3 Teorema. Si las funciones f y g son continuas en a , entonces f+g, 
f— g, f'g+fxg son continuas en a. Si f y q> son continuas en a , entonces (p f 
es continua en a. 

Prueba. Probaremos solamente que f+g es continua en a. Las pruebas 
para las restantes operaciones son análogas. Si a no es un punto de 
acumulación de Q) f + g , entonces f+g és continua en a. Si a es un punto 
de acumulación de ^ f+g , entonces a es un punto de acumulación de^ f y de 
y lím f = f(a) y lím g = g(a). V tenemos entonces, de acuerdo con 

a a 

el teorema 3.10, 

lím [f+g] = lím f + lím g = f(n) + g(a) = [f+g] (n). 

Q a Q 

Luego f + g es eontinua en a. 


4.4 Definición. La función f es continua sobre un conjunto Lf c= <% f si la 
función restringida f y es continua en cada uno de los puntos de ff. 

Como función restringida, f y , donde ff a entendemos la función 
c °n dominio ff y regla de correspondencia f y (t) = f(/) para todo tef?.- 
En la mayoría de los casos de interés el conjunto Sf es un intervalo. 
Si & es un intervalo abierto, entonces la definición 4.4 es equivalente a: 
io functión f es continua sobre el intervalo abierto f si f es continua en 
°ada punto de f. Si ff es un intervalo cerrado, entonces la definición 4.4 
es e quivalente a: la función f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b ] si f es 
c< >ntinua sobre el intervalo abierto <a, b ) y si lím f = f(a) y lím f = f(b). 

a* b~ 

Üna función se llama continua si es continua en cada punto de su 
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Problemas 

1. Encuéntrense los puntos (si es que hay algunos) donde las siguientes 
funciones no son continuas y delinéese el rango de cada func.on. 

á) f = (exp, /), = [0, 2] 

sen t 


b) 


f(0 = f. 


I, Í6<0, 7t] 


f(0) = (0, 1) 
c) f(t) = (t,1, [/]), Í6[0, 4]. 

2. Sif(r) = (|í|, 2|r|, /), te\- 2,2] 




y 



(-r, —2r, r), re[-2,0] 
(2-r, 4-2r, 2-r), re<0, 2], 




delinéese el rango de f y g. 

3. Si f es continua sobre un conjunto ^ de muéstrese que |f| es conti- 
nua sobre Sf. La función |f| tiene dominio y regla de corresponden- 

cia |f| (r) = |f(r)|. 

4. Si f tiene la propiedad de que |f(í)-f(*)l < l'-*l P ara toda ' y 5 
en demuéstrese que f es una función continua. 


5. CURVAS 


E1 término “curva” tiene significados distintos en distintas areas de 
matemática. Aquí le asignaremos un significado apropiado a nu “ | 
estudio de las funciones vectoriales. Una posibilidad es la de defin,r 
curva como el rango de una función vectorial contmua que t.ene com 
dominio un intervalo. Nosotros Uamaremos a esto una curva puntea^ 
Esta definición es adecuada para la geometría anal.t.ca, Segun los ejempW 
y problemas de la sección 2 vemos que una recta una c.rcun erenc.a, 
parábola, una elipse y una rama dc una htperbola son ejemplos c 

PU Sr/es una función real continua con un intervalo / como dommio. 
entonces, si hacemos f = ( Lg ) vemos que la grafica de g, \(t,g(t)) \ S 
es el rango de f y, por tanto, puede considerarse como una curva.pi 
en R 2 . Sin embargo, cuando se discuten las tangentes a la grafica 
uso de la descripción analítica de ésta. Así pues, en este contexto la g 
es más que solamente un conjunto de puntos. Es un conjunto P ^ 
trazado de la forma descrita por la función f = (í,g)\ es decir. 


5 ] 
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trazando el conjunto de puntos de izquierda a derecha a medida que t 

aumenta sobre el intervalo /* . . . , 

Consideremos ahora el problema de descnbir el movmuento de una 
partícula que se mueve en el espacio durante un intervalo de tiempo [a, b}. 
Con cada punto / de [a, b] asociamos el punto f(/) que es la posición de la 
partícula en ese instante en relación con cierto sistema de coordenadas 
rectangulares. De esta forma ei movimiento de la partícula queda descrito 
por la función vectorial f de dominio [a, b] y rango en R 3 . Además, la 
funciónf será continua, pues en mecánica clásica suponemos que una par- 
tícula no puede cambiar instantáneamente de posición; es decir, si la 
partícula está en el punto P 0 — f(/o) en e ^ instante / 0 y ^(^o? e ) es una 
vecindad de entonces existe un intervalo de tiempo </ 0 - 'o+<^> 

duranteel cual la partícula permanece en la vecindad ^(P 0 ;e). 

En problemas tales como éste, la curva de puntos que es el rango de f no 
nosda una descripción adecuada del movimiento de la partícula. Claramente 
la misma curva de punios puede haber sido trazada de modos muy 
diferentes; en diferentes direcciones y con diferentes velocidades. Para 
describir la forma en que se ha trazado la trayectoria de la partícula tenemos 
que conocer cuál es la función f, no sólo su rango. 

Definimos por ello una curua-trayectoria como una función vectorial 
continua con un intervalo como dominio. En este capitulo trataremos casi 
exclusivamente de curvas-trayectoria y, por ello, emplearemos simplemente 
el término “curva” para indicar “curva-trayectoria". Por tanto, una curva 
es una función f. Sin embargo, como el téimino “curva' debe tener una 
connotación geométrica, pensamos en una curva como la curva punteada 
correspondiente (el rango de f) trazada en ía forma que f prescribe. 
Denotaremos la curva por ^ y diremos que es la curva descrita por f. 



h i^ 0ni0 Una curva es ^ a descrita por una función continua, no puede 
aber interrupciones en su trazo. Por ejemplo, el conjunto dibujado en 
gura 3 no es una curva de acuerdo con ía definición que hemos aceptado. 
pongamos que este conjunto fuera una curva descrita por ía función 
_ mua f = (/i, / 2 ) con el intervalo J como dominio. Entonces /, y / 2 
an continuas sobre De acuerdo con el teorema del valor intermedio 
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para funciones reales, 1 y / 2 transforman intervaios sobre mtervalos. Sin 
embargo, en la figura 3 vemos que / 2 no transforma el íntervalo [r,, t¡] 

sobre un intervalo. 

5.1 Ejemplo. Proporciónese una descripción geométrica de la curva <é 
descrita por f, donde f(t) = (cos t, sen t) y 9 t = [0, 2n]. 

Solución. La curva-punto que es el rangó de f es la circunferencia de 
radio uno con centro ¿n el origen: {{x,y) I **+/ = !}• A medida que f va 
de 0 a 27 t, el punto f(r) va recorriendo <€, la circunferencia, en direccion 
contraria a la de las manecillas del reloj desde f(0) = (l,0) hasta 

f(2rr) = (1, 0). 

La curva <€ del ejemplo 5.1 puede también describirse por 

x — cos /, y = sen t, re[0, 2n]. 

La variable t se llama parámetro, y estas ecuaciones se llaman ecuaciones 
paramétricas de <€. 

5.2 Ejemplo. Trácese la curva dada por las ecuaciones paramétricas. 

x = cos t, y = sen t,z = \t, re[0, 4 n]. 
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f(0) = (1,0, 0) 




f(7t) = 


"7 




f (2 7t) = (1,-0,*) 


fl y 


f(3*) = 


0.1. í! 

-V 


f | 


H-H) 


f(4 n) = (1,0, 2jt) 



FIGURA 4 


SOLUCIÓN. La distancia del eje Z a un punto (x, y, z) cualquiera de la 
curva es ^TTy 1 2 = foof + sen' 7=1. Así pues, la curva debe 
encontrarse sobre el cilindro circular recto con base de radio 1 y el 
eje Z como eje (figura 4). A medida que t aumenta de 0 a 4 tt, el punto 
(x, y, z) = (cos t, sen t, it) se mueve de (1,0, 0) a (1,0, 2it) girando en 
dirección contraria a la de las manecillas del reloj (cuando se ve desde 
arriba) y moviéndose hacia arriba sobre la superficie del cilindro. Esta 
curva es un arco de hélice cilíndrica. 

Nota. Si usamos los vectores unitarios ¡ = (1,0,0), j = (0, 1,0) y 
k __ ^o, 0, 1), la regla de correspondencia para la función f que descri 

la curva en el ejemplo 5.2 puede escribirse 

f (t) = cos t i + sen / j + i t k. 


1 Volumen l, pág. 430. . . rlir va- 

2 E1 lector puede ver que, según esto, ecuaciones paramétricas de una cu 

trayectoria son las funciones componentes de la curva. En cuanto a paramet , P 
que el autor llama aqui así a la letra empleada para representar un elemert.o no dete^ 
minado del dominio de la curva, pero esto no encaja bien con el uso de esta pal 
expresiones tales como, por ejemplo, “cambio de parámetro . IN. del l.j 


5.3 Ejemplo. Provéase una función que tenga como rango la curva 
punteada trazada por un punto P de una circunferencia cuando la circun- 
ferencia rueda (sin deslizamiento) sobre una recta. Esta curva punteada 
se llama cicloide. 

Solución. (Figura 5.) Supongamos que Ia recta sobre la que la circun- 
ferencia rueda es el eje X y sea P el punto de la circunferencia que se 
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encuentra sobre el eje X cuando cl ccntro de la C1 r °f^eTvect cm- P-C 
el eie Y Sea 0 la medida en radianes del angulo que fotn 

d.reccon neg.dea del e¡e r , se„ el á»«nlo ,»« to,m. la dmecc.on 

positiva del eje X con P-C. Como C = iftO, a) y <p + 0 = tenemos 

(.v, y) - P = C 4- (a cos <p, a sen <p) 

= (aO, a) + ( — a sen 0, -acos 0) 

= a(0 - sen 0, 1 - cos 0). 

Así pues, la cicloide es el rango de la función f donde 

f(0) = a(0 - sen 0, I - cos 0). 


Problemas 


1. Proporciónense descripciones geométricas y dibujos de las curvas 
descritas por las siguientes funciones: 

a) f(r) = e"'(cos 27ü/, sen 2nt) 

b) f(/) — e"'(sen 2nt. cos 2 tt/) 

f ) f(í) = (1 — sen t y — 2 + sen /, 2 sen /). 


2. Dibújese la curva descrita por 

f(/) = cos /i + 2 cos /j + sen /k, /e[0, 2n]. 

3. Dibújese el arco de la hélice cónica descrita por 



0 cos üy 0 sen 0 , — J, 


í?e[0, 2 tt]. 


4 Proporciónese una función que tenga como rango la curva P u "‘ ead 
trazáda por un punto P sobre una circunferencia de radto 1 ™ 
circunferencia rueda sobre el lado intertor de un círculo de rad.o 4 y dtbujese. 
A esta curva punteada se le llama hipocicloide. 

5 un punto P en el primer cuadrante de R 2 se mueve de tal foraia• qu' 

a p. Proporciónese una representacon parametr.ca de la curva 
por P usando / como parámetro y dibújese. 

6 Sea '(<(/) y(/)) I /eR} la trayectoria de una partícula y denotemos 

po, é , de J tunciones x , ,. De, ermln.se 1. „.,«.»« « 

a) x = 0, y = -9, x(0) = 1. K») = 2, x(0) = 0, y(0) - 0 

b) x = -v, y = 2 y. x(0) = 1, y(0) = 2. 

Sugerencia. x = x => -^(0) ^ 

c) x = x, y = 2 y-Xy x(0) = U y(®) = 2 - 



6. LA DERIVADA 


En ei cálculo de funciones realés de una variable real la derivada de una 
función / se define como la función f' cuya regla de correspondencia es 


/'(0 = Hm 

h -* 0 


h 


y cuyo dominio es el conjunto de todos los números reales t para los que ei 
anterior límite está definido. Si f es una función vectorial de una variable 
real, definimos la derivada de f en la misma forma. 

Nota. Siempre que consideramos derivadas de funciones de una variable 
suponemos que todas las funciones que aparecen en ia discusión están 
definidas en un intervalo que consta de más de un punto o por la unión 
de intervalos de tal tipo. 


6.1 Definición. La derivada de una función uectoria/ f es la función 
vectorial f' cuya regla de correspondencia es 


f'(/) = lím 


f(/ + /í)-f(r) 


ft-o h 

y cuyo dominio es el conjunto de todos los números reales t para los que e! 
anterior límite existe. 

Si t es un número en el dominio de f', entonces se dice que f es 
diferenciab/e en /. 

Apiicando ei teorema 3.3 (pág, 103), obtenemos la siguiente regla para 
^ calcular la derivada de una función vectorial: la derivada de ia función f 
x es lu función vectoriai cuyos componentes son las derivadas de las compo- 

nentes de f. 

6.2 Teorema. Si f = (/,, ..., / n ), entonces 

f' = (//.//), 

donde el dominio de f es la intersección de /os dominios de las derivadas 

^tJEBA. De acuerdo con el teorema 3.3 sabemos que 

,¡ m f( f + /i)-f(f) = ]ím ( f x (t + h)-f x (t) f H [t + h)-f m (t) 
h h^o \ h h 

e *¡ste 


si y sólo si cada uno de ios límites lím 


/■(M h) íju , 
- (í = l, . 


n) 


h 
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existe Esto prueba que el dominio de f' es la intersección de los dominios 
de Si fcstá en el dominio de f', entonces. usando de nuevo 

el teorema 3.3, concluimos que 


es decir, que 


f' =(/,'.....//)■ 


6.3 Ejemplo. Encuéntrese f' cuando 


a) f = (cos, sen) 

b) fí/) = (/, 2-/ 3 , 4 ln (1 -/)), / < 1 

c) f(/) = e" f (l, cos iot , sen <ot). 


SOLL’CIÓN. 


a) f' = ( — sen, cos) 

b) = -3í 2 . t<l 

c) f(í) = (e~\ cos cot , e ' sen cot) y 

— ( —e - ', e” f ( — cos cot — co sen cot ), e f ( —sen cot + co cos cot)) 

— — e“ f (l, cos cot, sen o>/) + e' r (0, — co sen üj/, cü cos cot). 

Damos ahora una interpretación geométrica de la derivada de una 
función vectorial. Sea <g la curva descrita por la funcion f cuyo dom 

es/. Si t y t+h están en / (A * 0), entonces (J(t+h)-f(t)) es un vector 

paralelo a la cuerda que une f(f) con f(t + h) (figura 6). Si f es diferenciable 
en t y f'(0 ^ entonces la dirección del vector 


i[f(l + fc)-f(f)] 
h 





FIGURA 6 
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6 ] 


s e aproxima a la dirección del V(t) cuando / tiende a cero, puesto que 


f(í) = lím 

h — O 


h 


Es por tanto, natural dar la siguiente definición. 

r m r v 

6.4 Definición. Si <é es una curva descrita por f y si f'(/) existe y es distinta 
de cero , entonces f'(/) se Uama vector tangente a ia curva <€ en el punto f(/), 


y la recta 


¥ = (f(/) + rf'(/) | reR} 


se llama recta tangente a la curua <€ en f(/). 

E1 vector tangente f'(/) apunta en la dirección en que la curva va siendo 
trazada en f(/) cuando / aumenta. 

E1 siguiente ejempío muestra que la definición de recta tangente a una 
curva es una extensión del concepto de recta tangente a la gráfica de 
una función real de variable real. 


6.5 Ejemplo. Si <€ es la gráfica de la función real g y demuéstrese que g'(x) 
es la pendiente de ia recta tangente (definida en 6.4) en el punto (*,#(*)) 
de <$. 


Solución. <$ es la curva descrita por la función f = (/, g). Luego f' = (I, g') 
y la recta tangente en el punto (x y g(x)) de <€ es 

& = {(x,ff(x)) + r(l,g'(x))\rER}. 

Ea pendiente de <£ es g'(x). 

lntroducimos ahora otra notación para la derivada. Si la curva está 
descrita por la transformación fdel intervalo/,entonces <€ = { x | x = f(t)t y eJ) 
y decimos que <€ está descrita por la ecuación paramétrica 

x = f(/). 

Sea 




una curva en el espacio tridimensional, entonces tiene una ecuación 


x = (x y y y z) = f (/) 


í dx dy dz\ 

\dt 9 ~dt ' Tt) 



y 


dx 

dt 
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6.6 Ejemplo. Encuéntrese la recta .tangente a la hélice cilíndrica (hgura 4, 
pág. 113 ) descrita por las ecuaciones paramétricas 


x = cos t 
y — sen t 

z — /e<-oo, co> 


en el punto 



SOLUCIÓN. 


Nótese que el punto 



71 


corresponde a l = —. La curva <é 


está descrita por la ecuación 

(x, y , z) = (cos, /, sen t, $t) = f(/). 


Entonces 



/ dx dy dz 

\dt’Tt'Tt 


(-sen r, cos í, i) 


y 



= (- 1 , 0 ,±). 


Por tanto, la recta tangenle a <é en 



<£ = 


n 


°.l.;i + r(-l,M ) |r. R 


y son ecuaciones paramétricas de if 


x = — r 


y = 1 

n 1 , 

z = - + ~r, re< — co, oo>. 

4 2 

Los siguientes ejemplos ilustran la manera en que la derivada pued 
usarse como una ayuda para el dibujo de la curva. 


6.7 Ejemplo. Dibújese la curva <é descrita por 

f = (/ 3 —4/, / 2 —4). 


La derivada 
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SolUCIÓn. Como j x = /'—4/ es una función impar y /, = / 2 —4 es una 
función par, la curva es simétr.ica respecto al eje K; si f(/ 0 ) = (x 0 ,>’ 0 ) 
entonces f( — /o) — (—x 0 ,> 0 ). Podemos pues restringir nuestra atención a 
valores no negativos de t, C omo f' — (3/" —4, 2/), ia curva tiene un vector 
tangente f (0 = (3/~— 4, 2t) en cada punto f(/). A1 dibujar <é !os p.untos 
donde f (/) cs horizontal (con segunda componente cero) o vertica! (con 
primera componente cero) son de mterés particular. En f(0) = (0, -4) tiene 


u n veclor tangente horizontal f'(0) = ( —4, 0) y en f 




la curva liene un vector tangenle vertical f 'f — ] = 

V3/ 

además, la expresión general del vector tangente 

f'(0 = (30 — 4,2r), 


0, - \f$\ Considerando, 


tenemos: 

Si fe<0, |>/3>, entonces f (/) apunta hacia la izquierda y hacia arriba 
puesto que 3/ 2 —4 es negativa y 2t es positiva. 

Si te( ly [3 y oc>, entonces f (/) apunta a la derecha y hacia arriba 
puesto que3/ 2 —4y2 / son positivas. 

Marcando ahora algunos puntos (entre los que deben incluirse todas las 
intersecciones con los ejes coordenados) podemos dibujar <é (figura 7). 
EI punto (0, 0) se Ilama punto doble de#: f(-2) = f(2) = (0, 0). Nótese que 
^tienedos vectores tangentes en este punto: f'( — 2) = (8. -4)y f'(2) = (8.4). 


f(0) = (0, -4) 

f (í73) = (-^73, 
f(2) = (0, 0) 

f (4)=(¥•!) 



X 


FIGURA 7 


en e | servese que en ía definición 6.4 no se define ningún vector tangente 

bn c ^ U ^. t0 f (/) ~ Ó. En tal punto puede suceder que la curva tenga 

^ fttn io de dirección abrupto. Ilustramos esto en el siguicnte ejemplo. 
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6,8 Ejemplo. Dibújese la curva <é descrita por 


f(0 = 


v 


t 


1+r 2 ’ l + r 2 


r e < - oc, oo > . . 


SolucióN. Como /, es una función par y / 2 es una función impar, <¡? es 
simétrica con respecto al eje si f (/ 0 ) = (*o - Vo) entonces f(- r 0 ) - (at 0 , y o>. 
Considerando el vector tangente 

. 2 t í 4 + 3r 2 ' 

m = 


2\2 


.(1 + í 2 ) 2 (1 + r) 

vemos que <€ no tiene tangentes horizontales ni verticales. Sm embargo 
f(0) = 0. Investigamos ahora el comportamiento de <€ en el punto 

f(0) = (0, 0). Escribiendo 

m = —\ - 2 (2,t 3 +3t), 

+ IT 


vemos que, para r < 0, f (r) tiene la misma dirección que T (2,r 3 + 3r) y, 
para t > 0, f'(0 tiene la misma dir ección Q ue ( 2 » f +3/). Como 


lím -( 2 , r 3 + 3r) = (-2,0) y lím (2, r 3 + 3r) = (2,0), 

,-o- 

la curva tiene un abrupto cambio de dirección en f(0) (figura 8). A tal 
punto se le llama cúspide o punto cuspidal. La recta ,v — 1 es una astn 


vertical de %: 


lím -C• = 1 

f-*o0 1 + t 


y lím - r = * 

t 30 1 + t 



FIGURA 8 


6 ] 


La denvada 



Si una función f describe el movimiento de una partícula durante un 
. terva io de tiempo / [es decir, para cualquier te/, f (t) es la posición de 
¡a partícula en el tiempo /], entonces f'(r) es la velocidad y |f'(/)| es la 
nidez o velocidad modular de la partícula en el instante t. 

Así pues, f'(/j = 0 significa que la partícula tiene velocidad cero en el 
Ínstante /- Como hemos visto, puede que haya un cambio abrupto de 
dirección en la trayectoria en el punto f(/). Sin embargo, no es este 
necesariamente el caso. Por ejemplo, supongamos f = (/\ / 3 ). Entonces 
f' = (3/\ 3 1 2 ) y f'(0) = 0. La curva descrita por f es la recta con ecuación 
y = x trazada de izquierda a derecha cuando t aumenta. E1 hecho de que 
f'(0) = 0 significa que la partícula se para en el origen. 


problemas 

1. Determínese f' cuando 

á) f = (/ 1/3 , 3 / 2 , sen) 
b) f = (exp, senh, cosh) 


C) f(r) = (ln (r 2 + 1), s/ r 2 + l, ) 

d) f(r) = (cos 2 3 r, cos r sen r, tan r) 

e) f(0 = ('.U'l) 


& 




l'(r) = (e 2 ', r 2 sen - ), r ^ o 
f(0) = (1,0). 



Pruébese que si f es diferenciable en el punto /, entonces f es continua 


en t. 

3. Encuéntrese un vector tangente y la recta tangente a 

a ) la eíipse con ecuaciones paramétricas 

x = 4 cos 0 
y — 3 sen 0 , 0g[O. 2rt] 

en los puntos (0, 3), (2 N 2> iyfíh ( 4 > °)i 

b) la recta de representación paramétrica 

f(/) = (5, -3, 8) + /(8, -17,32) 

en los puntos (5, -3,8), (13, -20,40), (29, -54, 104); 
e ) la héíice cónica de representación paramétrica 

m — ^ c ° s o sen “ 

en los puntos (0, 0, 0), í). 


t 
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4. Trácese la curva ( é descrita por la función f en cada uno de los casos 
que siguen. Encuéntrense todos los puntos en que ( 6 tiene un vector 
tangente horizontal o vertical. 

a) f - (/\ / 2 + 2 /) 

b) f = (/ 4 — 4/, / 2 ) 

( c) f(t) = (cos /, sen 3f), re[0, 2n\ 


d) f(r) = (cos 2f, cos 2t tan r), re 


n n 
3’ 3 


5. Trácese la curva ^ descrita por la función f en cada uno de los 
casos que siguen. Encuéntrense todos los puntos en que 6 tienc un vector 
tangente paralelo a uno de los planos coordenados. 

a ) f(r) = (sen /, cos r, sen 3r) 

b) f(r) = (sen 2 r, cos r, sen 3r). 

6. Demuéstrese que la cicloide descrita por f = a(I - sen, I - cos) 
tiene un punto cuspidal en los puntos f(0) = (0,0) y f(27t) = (2na, 0). 
(Véase la figura 5. pág. 113.) 

7. Trácese la curva # descrita por la función f en cada uno de los 
siguientes casos. Determínense todos los puntos de en que f'(0 = 0 y 
discútase el comportamiento de ( 6 en estos puntos. 

á) f(r) = (r 2 ,r 3 )* re[-1, 1] 

b) f(r) = (r 3 , r 5 ), re[- l, 1] 

c) f(r) = (r 3 , r 3 , |r 3 |), re[-l, 1] 

d) f(r) = (r 4 -2r\ r 3 ), re[- 1, 1]. 

8. Si f está definida sobre [a 9 b] y f"(r) = 0 para todo re[a, b\, demuéstrese 
que f es una constante sobre [a, b]. 

9. Supongamos que tenemos un.espejo parabólico formado por la 
rotación alrededor de su eje de la parábola descrita por 

f(0) = ---(cos 0. sen 0 ). 

1 — cos 0 

Demuéstrese que un rayo de luz que emana del foco de la parábola 
refleja paralelamente al eje. 
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7. ALGUNOS TEOREMAS SOBRE I.A DKRIVADA 

! ' » 

\ , ( 

Se dice que una función es diférenciable en un punto si la derivada de 
Ja función existe en tal punto. Definimos ahora io que significa decir que una 
función es diferenciable en un intervalo. La función f es diferenciable sohre 
e ¡ interialo abierto b} si f es diferenciabie en cada punto de <a, 6), 
y ja función f es difereneiable sobre ei intervalo cerrado [a, b] si f es 
diferenciable sobre el intervalo abierto <a, b ) y si existen las siguientes 
derivadas laterales en los puntos extremos: 


y 


r + (a) = lím f(a + /,) ~ f(fl) 

h->0* h 


t'-(b) 


lím 

h-*0 ~ 


f(/j + /Q —f(6) 
h 


E! siguiente teorema es una simple consecuencia de las definiciones de 
continuidad y diferenciabilidad sobre un intervalo. 


7.1 Teorema. Si la función f es diferenciabie sobre un intervaio $, 
entonces f es continua sobre $. 

En el cálculo de funciones vectoriales hay reglas para el cáiculo de 
derivadas que son análogas a las existentes para funciones reales; por 
ejemplo, la derivada de una suma es la suma de las derivadas. Antes de 
dar estas reglas introduciremos una notación que nos permita formularlas 
de un modo conveniente. Hagamos f' = Df; D es una función (operador) 
cuyo valor en f es f'. Las funciones cuyo dominio y rango son conjuntos 
de funciones se llaman usualmente operadores. De ahora en adelante 
diremos que la función f' se obtiene cuando aplicamos ei operador D a f. 

7.2 Teorenia. Si f, g y (p son diferenciables sobre un intervalo entonces 
f — g, f ’ g, f x g y (pf son difereneiables sobre / y , sobre /, 

Pl # 

í £>(f + g) Dt+ Dg 

D(f— g) = Df— Dg 

, D(f- g) = f- Dg + Df- g 

D(f x g) = f X Dg + Df x g 
* D(q>f) = <p(Df) + (D<p)f. 

^Leba. Probaremos solamente la parte del teorema sobre e! producto 
l^torial. Las pruebas de las restantes fórmulas son análogas. Si 
, r í/i > / 2 , / 3 ) y g = (gúg 2 ,Ss). entonces 

f xg = ~h9i rh9\-fiffs ,f\9i 
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Por el teorema 6.2 (pág. 00), sobre el intervalo 

D( f x g) = (D(f 2g¡ -f 3 g 2 ), D(f 3 g , - f,g 3 ), D(f ¡g2 -f 2 g t )) 

= (fi Dg 3 +g 3 Df 2 -f 3 Dg 2 —g 2 Df 3 ,f 3 Dg t +g t Df 3 -/, Dg 3 

~ 9 iDf ,,, /, 0^2 +.?2 Df i — f 2 Dg¡ —g¡ Df 2 ) 
= (/■ 0<? 3 -/ 3 Dg 2 ,f 3 Dg¡ -/, /?^ 3 . /i Dg 2 -f 2 Dg¡) 

+ (9i Df 2 -g 2 Df 3 , g¡ Df 3 -g 3 Df ,, g 2 Df -g t Df 2 ) 

= (f,,fi,f 3 )x(Dg<, Dg 2 , Dg' 3 )+(Df ,, D/ 2 , Df 3 )x(g¡, g 2 , g 3 ) 
— f x Dg + Df x g. 

Nota. Como el producto vectorial no es conmutativo, se debe tener 
cuidado en escribir los factores en la fórmula para la derivada del 
producto vectorial en el orden correcto. Esta fórmula es para funciones 
vectoriales con rango en R 3 , solamente; todas las otras fórmulas se 
verifican para funciones vectoriales con rango en un espacio euclidiano 
de una dimensión finita cualquiera. 


7.3 Ejemplo. Demuéstrese que si |f| es una constante, entonces í(t) y 
f'(/) son ortogonales para todo te@ { '. 

* 

Solución. Para todo te@ f 

f(0*f(0 = lf(')l 2 = |f| 2 ('). 


Por tanto, si |f| = c 


f f = jf| 2 = C 2 


y 


D(f • f) = f • DÍ+Df-f = 2f • £>f = 0. 


Así pues, para todo te9¡-, f(í) • f'(í) = 0; es decir, f(t) y f (t) son 
ortogonales. 

Los símbolos “/)/ y “djdt" están también en uso para denotar la 
derivación: 

D,f(t) = — f(r) = -7 = f '(0; 

dt dt 


es decir, si f(r) es la regla de correspondencia para 
denota la regía de correspondencia para f/ 1 


f, entonces D t f(t) = f(') 


Sea f una función diferenciable que describe Ia circunferencia # (Po» r ) 
con centro en P 0 y radio r. Para todo te<$ fy j f(/) — PqI = r y* P or tant0 ' 


de acuerdo con eí ejemplo 7.3, f(/) —P 0 es ortogonal a 

D t [f(t)-V 0 ] = D t f(í)-D t V 0 = f(t); 

1 Es más frecuente decir que f(/) denota la imagen de / según f, etc., que decir quc ' 
es la regla de correspondencia para f, etc. [N. de! T.] 
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eS decir, el radio trazado desde P 0 al punto f(r) sobre la circunferencia es 
ortogonai al vector tangente en este punto. 

7.4 Ejemplo. Si f = (/, cos, sen) y <p = exp o 2/, determínese D(cpf). 

Antes de dar la solución de 7.4 repasaremos la definición de composicíón 
de funciones reales de una variable real. La función f °g (lo que se lee: 
**y composición g o “ /círculo g ') es la función con regla de correspon- 
dencia [/ ~g} W = f(g(x)) y el conjunto {xe$) g \ g(x)e$ f ) como dominio. 

Por tanto, 

<p(t) = [exp o 21] (t) = exp (2 1) = e 2t 

y^ v = R. La fórmula para la derivada de / o g, Ilamada regla de la ca- 

dena, es 

(f °9Y = (f' °g)g'- 

Por tanto, Z)(expu27) = (exp -- 2/)2; es decir, (p'(t) = 2e 2t . 

Solución de 7.4. Las funciones f y cp son diferenciables sobre R y 
D((pf) = (p(Df) + (Dcp)f 

|i = [ ex P 9 2/] (I, - sen, cos) + [2 exp o 21] (/, cos, sen) 

/ = [exp o 21] (1 +2/, 2 cos — sen, cos + 2 sen); 

es decir, para todo /eR, 

A[<pf] (0 = e 2f (l + 2/, 2 cos / — sen /, cos / + 2 sen /). 

Defmimos ahora la composición de una función vectorial f con una 

unción real (p y pasamos a estudiar algunas de las propiedades de esta 
eomposición. 


Defimción. Si <p es una función real de variable real y f es una función 

c/or/fl/ g e i ana fo( e rea ¡, f c qj es la función vectorial de variable real con 
g a ae correspondencia 

° <P) (0 = f(<p(t)) 

* d°minio = { le ® v : cp( l)e ® f }. 

y f = (/,, ...,/„), entonces 

[f o<p](/) = f(<p(,)) = (f¡{<p(t)),...,f„(<p(t))) 

Por tanto 

f ° <P = (f\ ° * ■ • » fn ° <P)- 
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7.6 Teorema. Si <p es continua en i 0 y f es continua en <p(t 0 ), eníonces 
f (p es continua en t 0 . 

Prueba. De acuerdo con el teorema 4.2, pág. 109, f e (p es continua en t 0 si 
y Sólo si /; 'o <p (i = 1 ,..., n) es continua en t 0 . Como <p es continua en t 0 y f. 
es continua en (p{t 0 ), sabemos, de acuerdo con la teoría de funciones reales 
de variables real que /¡^es continua en / 0 .' Y esio completa la prueba. 

7.7 Teorema. Si cp es diferenciable sobre un intervalo / y f es diferenciable 
sobre un intervalo que contiene a <p{f) — {<PÚ)I ?£</}■> entonces f °<P es 
dijerenciable sobre / y 

D (f - <p) = [(Z>f) o (p] D(p sobre /. 

Prueba. Según el teorema 6.2 (pág. 115), sobre el intervalo /, 

D(fc<p) = (D(f\ D(f n o cp)). 

De acuerdo con la regla de la cadena para funciones reales de variable real 
tenemos: para / = 1 

D(f¡ o <p) = [(Df¡) o (p]D<p sobre /. 

Así pues 

D(f - (p) = ([í Df \) l <p] D<p ,..., [(£>/„) o </>] D<p) 

= p/,)^. 

= l(Df),<p]D<p. 

Y esto completa la prueba. 

Podemos escribir la fórmula del teorema 7.7 en la forma 

D t f(<p(t)) - <p'(t)f'(<p(t)). 

Un teorema importante en el cálculo de funciones reales de variable 
real es el teorema del valor medio: 

7.8 Si /es continua sobre [ a , b] y diferenciable sobre b) entonces ha> 
un punto ce<a, b > tal que 

m-f(a) = (b-a)f(c). 

La generalización del teorema del valor medio para funciones vectoriale s 
es la siguiente: 

7.9 Teorema. Si f es continua sobre [a.b] y es diferenciable sobre 
entonces existen c¡e(a. 6> tales que 

f(b)-f(a) = (b-a)(ff(c l \...,f n '(c„)). 


7 ) 

PrUEBA. La hipótesis sobre f implica que cada componente / ¿ , es una 
función continua sobre [a t h) y diferenciable sobre < fl , b). La conclusión 
del teorema sigue de la aplicación de 7.8 a cada componente f¡ de f. 

Nota. EI teorema 5 muestra que bajo las hipótesis del teorema 7 9 no 
podemos concluir que f(b)-f(a) = (b-a)f'(c) para alguna ce(a.b). 

problemas 

1. Si 


f(0 

g 

<p( 0 


(t,i 2 ,$t 3 ),te [0, oc> 
(cos, sen, /) 
e-* r , / 6 [0, oo> 


determínense: 
a) f' 

d) D, 2 g(t) 

y) (f-g)' 

j) <pf’ 

m )~g (t 2 ) 

dt 


b) g' 

e) f'(0) + gYí 
h) O(fxg) 

k) D(fo(p) 
n) D( |f¡ 2 ) 


c) f"(0 

f) 0(f+g) 

0 (<pf)' 

/) (f^sen)' 

o) D( |f|). 


2. Determínense 

<í) O f (c/ cos oj/, a sen ojt) b) D t 2 (a cos ojí, a sen a>t). 

3. ¿Cuál es el dominio y regla de correspondencia para 


a ) ¿>(|f|) 


M Dl Á l? 


de t Supon 8 am °s que una curva punteada ^ está descrita por la función f 

eslareiiC P ° r 13 fLlnclón de P or g. d°nde g (u) = f(¿»- w ). ¿Cuál 

Punm x , Pn entre 0S vectores tangentes determinados por f y g en cualquier 

K Uü ue ia curva ? 

5 - Consideremos el arco de hélice cilíndrica descrito por 

f(0 = (cos í, sen /, t), te 0, - 

2 . 

f -- e que en n *ngún punto de <g f(t) es paralela a la cuerda de 



1 Volumen I, pág. 367. 
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6. Determínese el componente radial [es decir, el componente en l a 
dirección de f(/)] de f'(/) y de f"(/), cuando 

a ) f(r) = (rcostuí, rsencuí) 

b) f(/) = (rcos/ 2 , rsen/ 2 ). 

7. La gráfica polar de r = 0 es una espiral de Arquímedes. Son, pues, 
ecuaciones paramétricas de la espiral de Arquimedes 

x — 6 cos 8 
y = 8 sen 8. 

Determínese un vector tangente a la espiral en el punto (-/t,0). 

8. Sea g una función real diferenciable sobre [a, fí y sea * 'a gráfica 
polar de r = g(B). Entonces « está descrita por la funcion f - í/u de [«, ffl 

donde u = (cos, sen). 

Oemuéstrese que 

f' — g' u -f í/u 1 donde u^ = ( — sen, cos) 

e interprétese este resultado geométricamente. 

9. Resuélvase el problema 7 usando el problema 8. 

10 Determínese un vector tangente en cualquier punto de la card.oide 
cuya ecuación polar es r = 1 + cos 9. Dibújese la curva. 

Supongamos que f es una función de R a R 2 que es continua sobre 

[a. 6] y diferenciable sobre <o, />>, donde a < b. 

a) Demuéstrese que existe un número ce<fl, b > tal que 

[f (b) - f (a)] 1 • f'(c) = 0. 

lnterprétese este resultado geométricamente. Notación: si a es el vector 
/ . d 2 Antnnres a 1 denota al vector (~~a 

/,<«•-/"" » V. P- <o«o - «• 

que la fórmula de la parte a puede escribirse en la forma 

h(b)-f 2 (a) 

fi(b)—fi{a) /,'(c) 

Esta es la generalización de Cauchy del teorema del valor medio. Se 

al teorema del valor medio cuando / =/■ = o y 

c) Demuéstrese que, con las cond.c.ones de la parte b. ( 

l¡ m existe, entonces 






/.'(*) 


/ 2 (x) .. / 2 ' (A) 

Z f x (x) .-./,'(x) 

Se conoce esto como la regla de l’Hospital. 


8 ] 


La diferencial 


129 


d) Üsese la regla de l'Hospital para evaluar los siguientes límites: 

e x — 1 


1) lím 

x~* 0 

/ 

i 

3) lím 




2) iím 


tan 3/ 


(í — 7T) COS r 


4) lím 

JC-* I 


x-o ln (1 +x) 

In (4x 2 —3) 


ln x 


5) lím 


-*o \e — 1 




8. LA DIFERENCIAL 

Sea f una función vectorial definida sobre [a, ó] y sean / y / + ú puntos 
distintos en [a,b\. E1 vector Af(/;/i) = f(/+/r)-f(/) se llama incremento 
de f en / correspondiente al incremento h de /; éste es el cambio de f debido 
al cambio h en /. Si f es diferenciable en /, entonces 

Af (t\h) = i(t+h)-Ut) = hf'(t)+ /t(p(/; h) 

donde <P(/;/¡) = [f(/ + /i)-f(/)]-f'(/). Como lím </>(/Ji) = 0, el incre- 

h h~0 

mento Af(/; /,) es aproximadamente igual a hf'(t) para pequeños valores 
de h. AI término hf (t) se le llama diferencial. 

8.1 Defínición. El vector hf' (t) se llama diferencial defent correspondiente 
a incr emento h en t y se denota por df(t; h); es decir, 

df(t;h) = hf'(t). 

En términos de la diferencial tenemos 
, Af(/; h) ~ df(t; h) + hq>(t; h) 

donde Hni q>(/; / 7 ) — q p or tanto, para h pequeños, 

'P' Af(r; h) « df(t; h) 

y 

8.2 

f(r + / 7 ) = f(/> + Af(r; h) * f(r) + ¿f(r; h). 

entonce^ ] a CUrva descrita P™ > a transformación f de [a.b]. Si f'(t) ¿ 0, 
el Punt^ = ^'(0 es un vector paralelo al vector tangente a ^ en 

tan^ enr ° (figura 9). La ecuación 8.2 implica que cerca de f(r) la recta 
e a en f(r) está muy cerca de la curva 
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0 

FIGURA 9 


Es práctica común usar dt en lugar de h y abreviar dí{t\dt) por dí. 
Por tanto, 

di = di{t;dt ) = i'{t)dt 

if 

y es una notación ya introducida para ia derivada. Cuando 

dt 

usamos di para denotar un valor de la diferencia!, es generalmente posible 
determinar por el contexto de la discusión los valores de / y dt que el 
usuario tiene in mente. 

Si f = (/,, entonces 

di= Í'{t)dt = 

es decir 

8.3 di = (df x . df a ). 

Si hacemos x = (x,,...,x R ) = C/i (0» * • • * /«(0) = f(0* entonces podemos 
escribir dx = di y dx¡ = dj¡ y, de aquí, 8.3 toma la forma 

dx = {dx ,,...» dx n ). 

De la definición de diferencial y las fórmulas de derivación que hemos 
desarrollado, se deduce fácilmente que 


8.4 

d{ f+g) = dí+dg 

8.5 

d{ f-g) = di-dg 

8.6 

d{ f • g) = f • dg + di - g 

8.7 

d(i X g) = ÍXí/g + í/fxg 

8.8 

d(ipi) = (pdi+(d<p)i 

8.9 

d(i v<p) = (f' o <p)d<p. 


9 ] 
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gstas fórmulas se verifican bajo las condiciones especificadas en el 
teorema 7.2 (pág. 123) y en el teorema 7.7 (pág. 126). 

La fórmula 8.9 es de especial interés. St hacemos x = f(r) y t = (p{u) 
entonces x = f(<*>(«)) = g (u), donde g = f o <p. En tal caso, la notación 
dx para la diferencial paiece ambigua; puede querer decir i'{t)dt o g '(u)du. 
Sín embargo, esta a.mbigüedad sólo es aparente, ya que según 8.9 

g '(u)du = f '(i)dt, 

\ 

y 7 en realidad, és precisamente a causa de esta aparente ambigüedad que 
la notación diferencial resulta conveniente. 


problemas 

1. Determínense Af(/; dt) y di(t\ dt) 9 cuando f(/) = (/, / 2 , / 3 ) y 

a) t = 0 , dt = 10' 3 b) t = Q,dt= 10' 1 

c) t = 0, dt = 10 3 d) t = 10, dt = 10“ 1 

e) t = 10 3 , dt = 10' 1 f) t = 10 10 , dt = 10 2 

2. Hállese el valor aproximado de f(10 -3 ) cuando 

á) f = (cos, sen, tan) 

b) f(r) = e~ x (\, sen /, cos 2/) 

c) f(/) = e~ x (\, sen 2 /, cos 2 /). 

3. Demuéstrese que bajo hipótesis adecuadas 
á) d(\ f * g) = f • dg + di • g 

b) d(Í c (p) = (Í' c(p)d(p. 


9. INTEGRACIÓN 

Una curva puede describirse especificando uno de sus puntos y un 
y ector tangente en cada uno de sus puntos. Supongamos que conocemos que 
Ul ta curva % pasa poi el punto x 0 y que, para cada te[a, b\, f(/) es un 
vector tangente a r €. Deseamos determinar una transformación x de [a, b ] 

En x(/ 0 ) = x 0 para algún t 0 e[a, h\ y x'(/) = f(/) para todo te[a,b]. 
onces ^ es descrita por la transformación x de [a, 6]. 
ara determinar x debemos resolver Ia ecuación diferencial 

x' = f sobre [a, b] 

^sTm t Ia Concl * c ^ n x ( r o) = x o- La solución de esta ecuación diíerencial 
P e una vez que hemos introducido la integral de una función vectorial. 
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9.1 Definición. Si f = /J « «»« f unción veclorial definida 

sobre [a, b] r entonces 

*b / Cb fb 

f = 

a 

Usamos también la notación 
Así pues 


J i ’ *•*» 


fn * 


{(t)clt para la integral de f de a a b. 


Cb 


rb 


f (t)dt = 


fi(t)dt 9 ■> 


f»(t)dt 


La integral 




f existe siempre que cada una de las íntegrales 


Cb 


f , 


/ = 1 , ..., /i, existe. En particular, si f es continua sobre [a, t] entonces 

'•b 


f existe. 


íi 


E1 primer teorema fundamental de! cálculo —si f es continua sobre un 
intervalo / y a, íe/, entonces D, / = /(<)— puede extenderse a 

J 

funciones vectoriales como sigue. 

9.2 Teorema. 5/ f = (/,,...,/„) « / J' ae /> 

entonces 


D, 


f = f(0. »6/. 


Prueba. La prueba se obtiene por la aplicación del primer teorema 
fundamental del cálculo a cada una de las funciones componentes. 


D, 


f = D, | 


= \D, 


f\ » **•> 


fn 


Ct 


j 1 » •••» D t 


fn 


= (/l(t)»->/n(0) 

=f(0. 

La extensión del segundo teorema fundamental del cálculo si I 


rb 


conlinua sobre un intervalo / y a, entonces 

se obtiene también en forma análoga. 


F' = F(b)-F(aY 


Integración 
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93 Teorema. Si F = (F y , ..., F n ) tiene una dericada continua sobre un 
intervalo /, entonces para todo a, bsf 

^b . 

F' = F(b)-F(a). 


Prueba. Dejamos la-prueba como ejercicio para el estudiante. 

Como e! teorema fundamental del cálculo puede extenderse a funciones 
vectoriales, la ecuación diferencial x' = f puede resolverse en Ia iorma 

habitual. 


9.4 Teorema. Si f es continua sobre un intervalo si t 0 e /, y si x 0 es un 
vector cualquiera, entonces hay una y sólo una solución sobre / de la ecuación 
diferencial 

x ' — f 


que satisface x (t 0 ) = x 0 . La solución es 

x(0 = x 0 + 


f. 


1 0 


Prueba. Supongamos que x' = f v x(/ 0 ) = x 0 . Entonces, de acuerdo con 
el segundo teorema fundamental 




f = 




<0 


x' = x(í)-x(f 0 ) 


x(r) = x 0 + 




ia 


f, /£/• 


Recíprocamente, si 


x(í) = x 0 + 


f, tef 


to 


e ntonces x(/ 0 ) = x 0 y según el primer teorema fundamental 

x' = f sobre 


pues, si una curva # pasa por el punto x 0 en el tiempo / 0 y f(/) es 
n Vector tangente a % para cualquier /e[a, b], entonces, suponiendo que f 
^. ea COnt inua sobre [a, b], está descrita por la transformación x de [a, b] 

uonde 

x(/) = x 0 + f, te\_a, />] 

J 'o 

O 

la vT vector ^e posición de una partícula P de masa m, v(/) = x'(/) 

e °cidad de P, y a(/) = v (/) la aceleración de P en e! instante /. Si la 
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fuerza que actúa sobre P en el instante t es F(r), entonces, según la segunda 
ley del movimiento de Newton, x debe satisfacer la ecuación 

ma = mx" = F. j 

Así pues, la trayectoria de la partícula está determinada por esta ecuación 
diferencial junto con algunas condiciones iniciales. 

9.5 Ejemplo. No teniendó en cuenta la fricción y suponiendo una fuerza 
sravitacional constante, proporciónese una descripción del movimiento de 
una partícula de masa m cuya velocidad inicial es v 0 y cuya posicmn imcial 

es x 0 . 



SoluciÓn. Sea mg la fuerza constante. Tenemos 

a = v' = g. 


Luego 


v(0 = V 0 + 


g = v 0 + gí 




ri 


x(l) = x 0 + 


C y 0 +gu)du 


= x 0 + v 0 i + igi 2 . 1 

Para facilitar el dibujo de la trayectoria de la partícula seleccionaremos un 

sistema de coordenadas (figura 10) tal que x 0 = (0,0, 0), g — ( ■ - . 

y v 0 = (c,, c 2 , 0); el origen se coloca en el punto inicial, la fuerza 

en la dirección negativa del eje Y, y la dirección del eje X se elige de m 


9) 
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ue v 0 es paralelo al plano XY. Las ecuaciones paramétricas que describen 
I m0 vimiento de la partícula son, entonces. 




A' = Cy 1 

■y = -iff' 2 +c 2 t 
2 = 0 . 


S¡ c, #0, éstas son ecuaciones paramétricas de una parábola en el plano X Y. 

La altura máxima tfe la trayectoria es — y ésta se alcanza con i = £ -¿ 

2 9 g 

ff 2ff 


El eje de la parábola es vertical y su vérticc es el punto 


Problemas 

1. Evalúense las siguíentes integrales 


a) 


b) 


c) 


i 


(1, f’ /2 ,exp) 


0 


. 0 

P4 


(sen í, cos r, tan t)dt 


(777• V> + í 2 . 4 i 3 jdr. 


2. Resuélvanse las siguientes ecuaciones diferenciables y dibújese la 
curva descrita por x en cada caso. 

a) x'U) = c, x(0) = 0 

b) x'(i) = ai+b, x(0) = (1,0, 1) 

r ( . C) x'(/) = ( 0 (_ sen cos wU 0), x(0) = (1,0, 0). 

m ‘ 1 no , estan actuando ningunas fuerzas sobre una partícula de masa 

la trav P ° SICIOn y vel °cidad iniciales son x 0 y v 0 , respectivamente, descríbase 

yectona de la partícula. 

Pelct'r mdÍend ° de loS efectos de ia atmósfera y suponiendo un suelo 
hacer n eníe nivciado estímese Ia velocidad inicial minima requerida para 
M e una pelota de golf recorra 250 yardas. 

Pelota la contestación al problema 4 si el punto de saiida de la 

a 25 pies por encima del nivel de la pista ? 

difer encial mostrarse <3 ue cad a u na de las soluciones x- de la ecuación 

x — — w una constante 
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tiene una regla de correspondencia de la foima ,v(/) = a cos (o>/ + 
/e<-oo, oo>. Verifíquese que toda función que tiene una reg| a ¿ 
correspondencia de esa forma es una solución. Determínesc la solución q ae 
satisface: á) x(0) = x 0 , -v'(O) = 0; b) .v(0) — 0, x (0) = t 0 » c ) A'(0) = 
x'(0) = v 0 1 

7. ¿Cuál es la forma general de la solución de la ecuación diferencial 
vectorial 

mx" = — kx , A: > 0, m > 0 ? 1 

8. La ecuación diferencial del probiema 7 es la ecuación de movimiento 
de una partícula P de masa m sobre la que actúa una fuerza central q ue 
está siempre dirigida hacia 0 y cuya magnitud es proporcional a la distancia 
de la partícula a 0. 

á) Descríbase el movimiento de la partícula si: 1) x(0) = 0, x'(0) = 0; 
2) X (0) = x 0 , x'(0) = 0; 3) x(0) = 0, x'(0) = v 0 . 

b) Demuéstrese que la suma de dos soluciones de la ecuación de 
movimiento es una solución. Descríbase el movimiento de la partícula 
cuando x(0) - x 0 y x'(0) = v 0 . 

c) Determínense cuáles deben ser la posición y velocidad iniciales de 
la partícula para que se mueva a lo largo de una circunferencia de radio r 

alrededor del origen. 


10; LONGITUD DE ARC0 

Sea ^ una curva descrita por la transformación f de un intervalo 
cerrado [a,b] en R". Consideremos una partición P = {í¡ | i = 0 ,I 
de [a,b] donde a = , 0 < r. < ... < 4 = b. Toda partición F ■ de 
define una poligonal constituida por los segmentos rectiltneos de iw 4 ' 

de f(r¡) a f(r 2 ),.... de f(r t _,) a f(r t ). (Esto está ilustrado en, la figur „ 
para el caso P = {t 0 , t t , t 2> t 3 , t t , t s }.) Denotamos la longitud d | 
arco poligonal por L P ; es decir, 

i= 1 

dicc 4^ 

Nuestra idea intuitiva de lo que la longitud de ser ^* nos 
debería sernos posible aproximarnos a la íongitud de 6 un 0 \& 
deséasemos midiendo las longitudes L P de arcos poligona ^ ^ 
descritos. Además, como la distancia a lo largo de una Imea r lon git^ 
ser la distancia más corta entre puntos, L P debe ser menor que 
de <€ y, si añadimos puntos a la partición P, !a longitud e ' n g ¡ t ud^ 
poligonal debe ser mejor aproximación que la pnmitiva a la 0 
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|-- 1 - 1 -!- 1 - 1 

o /j fg /3 /4 b 

FIGURA 11 


arC o <€. Esto sugiere la siguiente definición. Vamos a denotar en ella 
por & al conjunto de todas Ias particiones del intervalo [a, h]. 


10.1 Definición. La curva clescrita por una transformación f de [a, b ] se 
dicequees rectificable si {L P \ Pe¿?} tiene una cota superior. Si es recti- 
ficable , la longitud L cie ^ es e/ supremo de {L P \ Pe¿?}; es decir , 

L = sup {L P | Pe&}. 

Esta longitud de una curva se conforma a las ideas intuitivas antes 
mencionadas. Como L es una cota superior de {L P | Pe¿?}, L es mayor 
que o igual a la Iongitud L P de cualquier arco poligonal obtenido tomando 
una partición P de [a, b]. Por otra parte, para cualquier e > 0, existe una 
partición P de [a,b] tal que L — e < L P ^ L; de otra forma L no sería 
el supremo (la cota superior mínima) de {L P \ Pe2P}. 

Mostramos ahora que si obtenemos una partición P 2 de [a y b\ añadiendo 
^gunos puntos a la partición P } de [a,b], entonces L P ^ L P . A P 2 le 
namamos refinamiento de P { . 


Lema. Si P 2 es un refinamiento de P t , entonces L P¡ ^ L Pl . 

Pp y 

triánguio E s te / ema es una s ¡ m P^ e consecuencia de la desigualdad del 
algú n - * ea Primer punto de P 2 que no está en P x . Entonces, para 

** ' 1 - 1 < Xy < /. y 

= |f(í í )-f(T J ) + f(T J )-f(í i - i )| 
p Qr ^ ^ If(0 - f(Ty)| + |f(T y ) ~ f(í,_ ,)| . 

^2 a p hnito de tales pasos podemos añadir todos los puntos de 

cu SÍ, ¿seSs r at P,S ^- 

Ürva - nuestru ^ Ue USar P ara calcular Ia longitud de una 

tarea no sería nada fácil. Sin cmbargo, para mayoría de 
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las curvas de interés podemos encóntrar la longitud calculando una integral. 
Consideremos la curva # descrita por la transformación f de [a, b\ como 
la trayectoria de una partícula, donde f(0 es la posición de la partícuia e n 
el instante /. Supongamos que f es diferenciable sobre [a, b]. Entonces f (r) 
es la velocidad de la partícula en el instante t y f'(0| es la “rapidez de Ia 
partícula en el instante t. Supongamos que tomamos una partición p 
de [a. b\ tai que la velocidad “cambia muy poco" sobre cada arco de 
f( / ( ^ ¡) a f(/,); digamos que es aproximadamente sobre este arco 

donde t t * e [/,_!, /J. Entonces, usando la noción elementai de que la dis- 
tancia es igual a la “rapidez’' multiplicada por e! tiempo, la Iongitud 
de es aproximadamente 


Sp = I |f'(í¡*)! (í|-»!-.)• 

¡=1 

Reconocemos a Sp como una suma aproximativa de la integral 
Es decir. 


I n. 


'b 


jf 7 ! = lím S P 

JP|-0 


donde |P| denota la norma de la partición P: 

j P ¡ = máx [/,• /1 — i ¡ / ” I».»»»¿c}» 


y este límite significa: 

Para cualquier e > 0 existe una ó > 0 tai que |P| < ó implica 



< c. 


Es, pues, iógico esperar que la longitud de % sea 



En la anterior discusión fue necesario que la velocidad “cambiase 
muy poco ” en el arco. Esto quiere decir que necesitamos que f sea 
continua sobre[a,¿>]. Para funciones reales sabemos que si una función í 
es continua sobre un Íntervalo cerrado entonces g es uniformement 

continua sobre [a.b]: es decir, para cualquier € > 0 existe una S > 0 tal qu e 
\g$x)-g(y)\ < e para todo x, ye[a, b\ con la propiedad de que I x-y\< ' 
Definimos la continuidad uniforme para funciones vectoriales en la 
forma y podemos probar que si una función vectorial es continua so 
un intervalo cerrado [ a, b\ entonces es uniformemente continua sobre [o. 
Probaremos ahoia un resultado ligeramente más fuerte. 


10.3 Lema. Si una función cectorial g es continua sobre un intercdt 
cerracio [a, b\, entonces para cada e > 0 hay una ó > 0 tal que 
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tndo t, 5 i,...» ó] con la propiedad de que \t — 5¡| < ó 

paro lUL 


para 


1 ,-0»- 


ba. Como g es continua sobre [ a, b\, cada una de las funciones compo- 
entes g¡ es eont ’ nua sobre [a, b\ y, por tanto, uniformemente continua 
sobre [a, b\. Luego, para e > 0 hay una Ó¡ > 0 tal que 

íaTw-dtUi)] < -4 

y/n 

\ 

para todo /, s¡s[a, b\ con la propiedad de que |/ — < ó¡. Haciendo 

S = mín {ó¡ | i = 1,..-»/?}, tenemos 

n 

|g(0 — (0l( S l)’ •••’ Sn( S n))l = Z Í0¡(O-fif¡( S ¡)l 


i- l 


1/2 


" E 2 ' 

I L 

_¿=i n 


1/2 


= e 


para /, s¡, ...,s n e[a, b\ con la propiedad de que | t-s¡ < ó, i — 1, ...,n. 

Y esto completa la prueba. 

Ahora estamos en posición de probar la fórmula integral para la longitud 

de una curva. • 

10.4 Teorema. Si f tiene una derivada continua sobre [a, b\, entonces la 
curva descrita por f es rectificable y 


Cb 


L = 


m. 


Prueba. En la prueba consideramos íí como una curva en R 3 , aunque 
el método se puede aplicar cualquiera que sea la dimensión del espacio en 
que la curva esté definida. Sea P = {/ 0 ,...,/ ft } una partición de [a,b\. 
De acuerdo con el teorema de! valor medio (7.9, pág. 126) 

Z |f(/ í )-f(/ ¡ - 1 )| 

¿= i 

- ¿ (/¿-^-«) 

i- I 

5 algunos O'i Vrí í¡"e<í/_i, /|>. Como / 2 ' y /,' son continuas 
Te [a, 6] ? están acotadas sobre [a,b\. Supongamos |//(/)| < 

2 r JI ^ M .2 y 1/3 (01 ^ M 3 , para toda te[a, b\. Entonces 

F s Z n/A 77+m 7+M?(.h-ti-i) = ( b-a ) Jm^ + M 2 2 + M, 2 

acotad a P art * c ^ on P de [a, b\. Por tanto, {L P \ Pe^} está superiormente 
a y ^ es lectificable; sea L la longitud de 
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Queda por mostrar que L = j |f # | • Sea £>0 cualquiera. 

L = sup {L f | Pe&}, existe una partición P v de [a, b] tal que 

L £ < L Pl < L. 


Como 


10.5 


Como |f'| es continua sobre [a, b']. 


|f'¡ existe e 


|f'| = lím S P — lim Y* Wi )l (*i r í-t) 
J JP|-0 |P |-0 i=l 

Luego existe un 5, >0 tai que 

10.6 IH-Sj 


< e siempre que \P\ < . 


Ahora bien 


|f'|-L 


'b 

J° 

Cb 


|f'| -Sp + Sp-Lp + Lp-L 


m-Sj 


+ |Sp Lpl + \L P L|. 


Hemos demostrado que podemos hacer el primero y último términos del 
segundo miembro de la anterior desigualdad tan pequeños como queramos. 
Si podemos escoger una partición P tal que la suma de todos los términos 
del último miembro de la desigualdad sea menor que cualquier numero 

positio dado, habremos entonces demostrado que L = |f'|. De aeuerdo 

con el lema 10.3, existe un á 2 > 0 tal que 


10.7 


|Sp—i-p| — 


I |í'(í¡*)l (<¡-'¡-i) 


¡ — í 


- 11(/; (í/). fi («<")• u (O)i (h-'.-i) 

¿=1 


< ¿ ir(t,*)-(/i'(í¡')./2'(*r)./s'(*r))i ('.-'•-■) 

i — I 


< e(b-a) siempre que \P\ < <5 2 . 

Luego, si P 2 es un refinamiento de P j tal que IP2I ^ min ^ J ’ 


< £ 


[ 10 . 6 ] 


i n-s Pz 




Longitud de arco 



10] 


|Sp 2 -Lp 2 | <e(b-a) 

\L? t -L\ < e.(10.5 y lema 10.2). 


por tanto, 


'b 

|f'|-L 



+ |Sp 2 —LpJ + |L Pi —L| 


rb 


Luego L — 


< £ + £(h —a) + e. 






[10.7] 


10.8 Ejemplo. Sea ^ la hélice cilíndrica (figura 4, pág. 23) descrita por 
f = (cos, sen, i/). Determínese la longitud L del arco de ^ de (1,0,0) 



SOLUCIÓN. 


Como f(0) = (1,0, 0) y f(jr) = 



L = 


\n = 


j 


N /sen 2 + cos 2 + J = 


' R v'5 v 5 
o 2 2 


10.9 Ejemplo. Determínese la longitud de la curva # descrita por 
f(0 = (cos r, sen r), re[0, 4 rrl. 


Solucíón. La curva <íf es la circunferencia unitaria ^(0; 1) recorrida dos 
veces bajo la transformación f de [0, 47t]. Usando el teorema 10.4 obtenemos 


*4n_ 

\ sen 2 t + cos 2 t dt — 
o 


*4r 

dt = 4tt. 


J 


^roblemas 


1- Determínese la longitud del arco de la parábola descrita por 
*(') = (t 2 , 2r), re[ 0 , 1]. 

Determínese la longitud de la gráfica de y = ln (1 — x 2 ) entre 

* = °y Jc = i. 

j ^ * Determínese la longitud de un arco de la cicloide descrita por 
a (/— sen, I — cos), donde a > 0. 


Encué ^ r ese Ia longitud de Ia curva descrita por í(t) = (t, t, 2/ 2 ), 
3J. 
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5. Determínese la longitud del arco de la hélice cónica descrita p 0r 

f(0) = (0 cos 0, 6 sen 0 , 6 ), 0e[O, 1]. . 

6. Determínese ía longitud de la curva descrita por la transformación 
<p - sen <p t 1 - cos <p, 4 sen yj deI intervaio [0, 2 tt] . 

7. Considérese la curva <€ descrita por 

x = t 

y = a cosh - 
a 


í(<p) = a 


2 — a senh 

a 


Demuéstrese que la distancia a lo largo de <€ desde el punto (0, a, 0) hasta 
un punto P 0 sobre <€ es proporcional a la distancia de P 0 al plano XY. 

8. Consideremos la elipse descrita por 


x — a sen <p 

y = b cos <p y <p e [0, 2 tt] , a > b > 0. 


Demuéstrese que la longitud de tal eiipse es 


4 a 


'n/2 


yi- 


2 2 
e sen 


<p d<p 


( l 2\ í /2 

1 - —J es la excentricidad de la elipse. Esta es una integral 

elíptica de segunda clase. Consúltense tablas y determínese la longitud dela 
elipse con semieje mayor a ye = 0, J,i,Jy 0.99. 


9. La gráfica polar de r = 1 4- cos 6 es una cardioide. Las ecuaciones 
paramétricas de la cardioide son, por tanto, 

x = (l + cos 6) cos 6 
y = (1 + cos 0) sen 6 , ^e[0, 27r]. 


Determínese la longitud de la cardioide. 

10. Sea g una función real con una derivada continua sobre 
sea la gráfica polar de r — g(9). Entonces <€ está descrita por ia funJ 
f = gu de [x, /?] donde u = (cos, sen). Demuéstrese que la longitud de 


s/g 2 +(g') 2 
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II Resuélvase el problema 9 usando el problema 10. 

12. Una ecuación polar de la espiral de Arquímedes es r = a6. 
£ncuéntrese la longitud de la espiral desde 0 = 0 hasta 6 = 2n. 

13 . Considérese la parábola cuya ecuación en coordenadas polares es 

d 

r = -. 

1 - cos 0 

Determínese la Iongitud"de fa parábola desde el punto sobre el foco hasta 
el vértice. 

14. Si el movimiento de una partícula está descrito por 

f(/) = (cos ojt, cos c/j/), a> > 0, 

dibújese ia trayectoria y encuéntrese la distancia recorrida por la partícula 

2n 

desde el instante t = 0 hasta el / = — con y sin integración. 

ÜJ 


11. TANGENTE UNITARIA, NORMAL PRINCIPAL Y 

VECTORES BINORMALES 


Supongamos que la función f definida sobre [ a , 6] tiene una derivada 
continua distinta de cero sobre [a, b\. Entonces la curva <é descrita por la 
transformación f de [a, b ] se llama curva lisa. Como f tiene una derivada 
distinta de cero sobre [a, b], ía curva <é tiene un vector tangente f'(/) en 
cada punto f(/). Obtenemos el vector tangente unitario T(/) en el punto f(/) 
dividiendo el vector tangeme f'(/) por su longitud |f'(/)|, es decir, 


11.1 



Como la función f tiene una derivada continua sobre [a,b\, la curva <€ 
cscritá por f es rectificable. La longitud /(/) del arco de <€ correspondiente 
a Iransformación f de [a, /] es 


H.2 


p | r 

PuntoT™ CS d * stancia a *° l ar g° de curva del punto t(a) al 

la f u a cuerdo con el primer teorema fundamental del cálculo, 

nCl ° n ^ definida por 11.2 tiene una derivada 


/(0 - 


|f'|, /e[a, £>]. 


r = ir|. 
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t Ca P- 3 

Luego, usando 11.1, tenemos 

ii.4 r = / 7 t. 

Si consideramos la curva lisa ^ descrita por f como la trayectoria de una 
partícula, entonces la ecuación 11.4 nos dice que la dirección del vector 
velocidad f'(0 es la del vector tangente unitario T(r) y la magnitud dei 
vector velocidad —la “rapidez”— es /'(f): la razón de cambio de ia 
distancia a lo largo de la curva. 

Si x = f(/) es ia ecuación de una curva en R 3 y si hacemos s = l{t ) 
entonces 11.3 puede escribirse en la forma 



o, en términos de diferenciales, 

ds 2 — dx 2 + dy 2 + dz 2 . 


Con esta notación, 11.4 se convierte en 


11.4' 


dx _ ds 
dí dt 


Supongamos ahora que f' es diferenciable sobre [a, ; es decir, que f' 

existe sobre [a, b\. Entonces esgún el problema 3, pág. 127, l" y T' existen 
sobre [a, b\ y diferenciando 11.4 obtenemos 

11.5 f w = /"T + Z'T'*. 


Como |T| = 1 sobre [a, &], sabemos, por el ejemplo 7.3, pág. 124, que 
T'(r) es ortogonaí al vector tangente T(/) para todo te[a , b\. 

Cualquier recta que pase por el punto f(/) de una curva y sea ortogonal 
a la tangente a la curva en ese punto se líama normal a la curva. A causa 
de la signiíicación particular del vector normal T'(/), la recta' que pa §a 
por f(/) en la dirección de T'(/) (si T'(/) # 0) se llama normal princip a 
a la curva ^ en f(/). Si T'(/) ^ 0, entonces definimos el vector unitari a 
normal principal N(r) como sigue: 


11.6 


N(í) = 


T(t) 

|T'(í)| ' 


Así pues, podemos escribir 11.5 en la forma 


11.7 


f" = /"T + /'|T'|N, 
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lo que es equivalente, 

d 2 x 

Tt 2 



T + — IT'IN 
dt 


dondex = f(t)ys=¡(t). 

Sj # es la trayectoria de una partícula que se mueve en R , entonces f"(r) 
es la aceleración de la partícula en el tiempo r. La ecuación 11.7 nos dice 
que el vector aceleración se encuentra en el plano determinado por los 
vectores tangente y normal principal. 

11.8 Ejemplo. Determínense los componentes tangencial y normal (normal 
principal) de f"(r) en el punto f(r) de la hélice descrita por f = (cos, sen, \ I). 


Solución 1. De acuerdo con 11.7, el componente tangencial de f"(r) 
es /"(r). Como 

f(r) = (cos r, sen r, 


tenemos 


f'(0 = ( - sen /, cos /, £), 

/'(/) = |f'(í)| = i^/5, 


y 


/"(/) = o. 


De donde el componente tangencial de f"(r) es cero, y el componente 

normal es 

M |f"(r)| = |(— cos r, — sen r, 0)| = 1. 

Solución 2. 

. f'O) 2 

T(r) = ——■ = — (— sen í, cos r, i) 

|f (01 \/5 


T'(í) 

N(í) =- = (— cos /, — sen /, 0) 

IK rnoi 

y 

D edonde. f"(0 = (- cos /, - «en t, 0). 

■ Comp T(I) f"(/) = f"(f)-T(í) = 0 


En 


Comp N(l) f"(r) = f"(r) * N(r) = 1. 


Una f U Q UeS t ra ^* scus ^ón sobre las curvas hemos definido una curva como 
Cl0n v ectorial continua que tiene un intervalo como dominio. No 
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hemos hecho ninguna restricción respecto a la dimensión del espacio en 
el que se encuentra el rango de la función. Así pues, la teoría desarrollada 
hasta este punto se aplica a una curva en un espacio de dimensión cualquiera. 
Sin embargo, los ejemplos discutidos nos muestran claramente que nuestro 
interés principal está en las curvas en R 2 o R 3 . 

Si <€ es una curva en R 2 y T = (a, b) es un vector tangente unitario 
a <€ en alguno de sus puntos, es fácil ver que el vector unitario normal 
principal N en este punto debe ser o T x -= ( — b, a) o — T 1 = (b, —a). 

Restringímos ahora nuestra atención a las curvas en:R 3 . E1 plano que 
pasa por f(/) determinado por los vectores T(í) y N(í) se llama plano 
osculador de <€ en f(/). Y el vector B(r) = T(?)xN(/) se llama vecíor 
binormal ; el binormal es un vector unitario normal al plano osculador. 
En cada punto f(/) de <€ los vectores T(í), N(/) y B(/) forman un conjunto 
de vectores unitarios mutuamente ortogonales. 

Por ejemplo, en cada punto f(/) de la hélice descrita por f = (cos, sen, i/) 
(ejernplo 11.8) tenemos 


T(í) = — ( - sen í, cos t, i) 
v/5 


N (r) = (- cos í, — sen í, 0) 



— cos í, 2). 


Y una ecuación del plano osculador es 


x sen t—y cos t + 2z = /. 


11.9 Ejemplo. Demuéstrese que si una curva <€ se encuentra en 
plano en R 3 entonces el plano osculador en cualquier punto de <4 es 


el 

9 . 


Solución. Sea & = {(P | P • n = c} y supongamos que <i está descrita por 
la función f. Como <é c 9>, para cada teS>„ f(/) • n = c. Diferenciando 
una vez tenemos f'(í)*íT = 0 y, de aquí, T(/) - n = 0. Diferenciando <¡ e 
nuevo tenemos T'(/) - n = 0 y, por tanto, N(r) - n = 0. Esto nos muestra 
que n es ortogonal a T(í) y N(í). Además, f(r) pertenece a 9 y al pla" 0 
osculador de en f(r). Por tanto, estos planos deben coincidir. 

Problemas 

1. Determínense T y N para cada una de las siguientes curvas: 

a) La parábola: x = pt 2 , y = 2 pt. 

b) La elipse: f(0) = (a cos 0 , b sen 6), #e[0, 2n\\ a, b > 0. 

c) La rama de la hipérbola: x = a cosh t, y = b senh t. 
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La hélice cónica: f(0) = (0 cos 0 , 6 sen 0 , aO). 
e ) La recta: x = P 0 + /a. 

2. Sea <4 la curva descrita por la transformación f de [a,b]. Puede 
suceder que en un punto f(/ 0 ) de <4 donde f'(/ 0 ) = 0, exista lím T(/). En 

e ste caso definimos 

T(/ 0 ) =Iím T(/) 

t 

y a T(/ 0 ) se I e U ama vector unitario tangente a <€ en f(/ 0 ). Determínese la 
recta tangente a cada una de las siguientes curvas en los puntos indicados: 

a) f(/) = (/ 3 \ 3 ) para / = 0 

b) f(/) = (3/ 2 , 2 + 8/ 2 , — 5/ 2 ) para / = 0 

c) f(/) = (/ 2 ,/ 3 ,/ 4 ) para / = 0 y / = 1. 

3. Cada una de las siguientes es una regla de correspondencia descrita 
por el movimiento de una partícula (/ es el tiempo). En / = 0 y / = 1 
encuéntrense la velocidad, la “rapidez”, la aceleración, y las componentes 
normal y tangencial de la aceleración. 

á) f(/) = (L0 sen 27r/, 10 cos 2nt) 

b) f(/) = (10cos27r/, 10sen27r/) 

c) f(/) = (cos 7t/ 2 , sen 7t/ 2 ) 

d) f(/) = e“ f ^cos^/, sen “/^ 

e) f(í) = ( cos 200 7T/, sen 200 tt/, ~ 

\ 2 7T 



4. Sean r(/) y 0(t) las coordenadas poíares de una partícula en el 

instante /, y sea x(/) el radio vector que localiza la partícula en el instante /. 

Entonces 

x = ru 

donde u = (cos o 0 , sen o 0); es decir 

x(/) = r(t) u(/) = r(t) (cos 0(t\ sen 0(t)) 

Sea^ 6 ^ U ^) eS Un vect0r un I tar ¡ 0 radial a la trayectoria (figura 12). 
c ontr ^ = ( — sen ü 0, cos o 0); u L (t) es u(/) girado 90° en dirección 
Para^] 11 ' 4 & ^ aS manec IH as reloj. Derívense las siguientes fórmulas 
P^rtíc^ Ve * oc ^ ac I v = rapidez V — |x'|, y aceleración a = x" de la 

v = r f u + rO' u 1 

■’ I' 2 = r ,2 + r 2 0' 2 

a = (r''-r0' 2 )u + (r0'' + 2r' 0')u x . 
















































































































































FIGURA 12 


5. E1 movimiento de una partícula se describe en coordenadas polares 
por: 

a) r(t) = 10, 0(t) = ^~2nt 

b) r(t) = 10, 0(0 = 2nt 

c) r(0 = 1, 0(0 = nt 2 

d) r(t) = e~', 0(0 = 


c) r(0 = e' 1 , 0(0 = 2' 


/) r(t) = 




^ j 

Descríbase en cada caso la trayectoria de la partícula y en t = 0 y t - 
determínense la velocidad, la rapidez, la aceleracion y las compon 
radial, tangencial y normal de la aceleración. [E1 componente radial 
componente en la dirección de u = (cos o 0, sen » 0).] . J 

6. Si <« es una curva en R 3 descrita por f demuéstrese que 


B = 


f' X f" 

If'xf" 


N = BxT = 


(f' x f") x f ’ 
|(f' x f") x f'| 


7. Si una curva está descrita por f(t) = (/, t 2 , f 3 ), determínense 
N(t). B(í) y el plano osculador cuando / = 0 y f — 1. 


T(»> 
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g. Determínense T, N y B y el plano osculador en f(0) para las curvas 
en seguida descritas. 

a) f(0 = (fcos/, /sent, f) 

b) f(0 = (' " sen 1 ~ cos f» f )• 

9. Si es una curva en R 3 y B'(t) existe, demuéstrese que B'(f) es 

paralela a N(f). 


12. CURVATURA Y TORSIÓN 

Suponemos eiKtoda esta sección que f € es una curva lisa descrita por 
una transformación f de [a, b]. Nuestro objetivo es definir una medida del 
pandeo de la curva <€ en un punto. Sean f(t 0 ) y f(t,) dos puntos sobre <€. 



FIGURA 13 



ntonces T(/ 0 ) y T(/,) son los vectores unitarios tangentes a en los 
puntos f(/ 0 ) y f(/,) respectivamente (figura 13a). La cantidad |T(/,)-T(/ 0 )| 
« una medida de cuánto ha cambiado la dirección de la curva entre ff/„) 
y »(f t ). En realidad 


¡T(/,)-T(/ 0 )| 2 = |T(f,)j 2 —2T(/ 0 )»T(/,) + |T(f 0 )| 2 

= 2(1 — cos 0) = ^2 sen , 

/ 11 6 0 \ 2 CS Cl ángul ° entre T <'o) y T(/,) (figura 13b). Nótese que 
I 2 sen - fv /)2 ^ 

2 / 7 P ara ^ pequeno. Como la longitud del arco de % desde 

de H¡„,„ Sta . ?| ) es l^(fi) —/(fo)l. el cambio promedio de dirección por unidad 
Sta ncm sobre este arco es 

12,1 |T(f,) —T(t 0 )j 


|/(/.)-/(f 0 )¡ 
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Para obtener la razón instantánea del cambio de dirección con respecto a 
la distancia a lo largo de la curva en el punto f(?o)> hacemos que t j 
aproxime a t 0 . Si f "(t) existe, entonces el límite de 12.1 cuando /, se aproxi ma 

|T ’ (t )| 

a / 0 también existirá. Este límite es y se llama curvatura k(i 0 ) de 

en f(? 0 ). Así pues, la curvatura k(í 0 ) de 'é en f(/ 0 ) s e define como 


12.2 


K(t 0 ) = 


|T'(t 0 )l 

/'(»o) 


|T'(to)l 

lf'(f 0 )l ‘ 


12.3 Ejemplo. Determínese la curvatura de la circunferencia 

‘g'(t); r ) = {(r cos t, r sen l) | íe[0, 2n\}. 

Solución. <é(0; r) está descrita por la función f, donde 

f(/) = ( r cos t y r sen r). 


Entonces 


f'(í) = ( — r sen t , r cos r) 


f H (r) = (— r cos t, -r sen t). 


Por tanto 

|f'(l)| = r, T(<) = - f'(t). T'(í) = - f"(t), 

r r 


K(t) = 


|T'(t)| = 1 
|f'(t)l r 


Definimos el radio de curvatura p(t) de una curva 'é en el punto f(<) 
como el recíproco de la curvatura en ese punto: 


12.4 p(0 = — • 

K(t) 

En vista del resultado del ejemplo 12.3, el radio de curvatura p(t ) 1 
en f(r) es el radio de una circunferencia que tiene la curvatura K (0* 
punto f(/) + p(r) N(f) se llama centro de curvatura de la curva V correbp ° ( j e 
diente al punto f(/), y Ia circunferencia de radio p{t) y centro el centr ° 
curvatura se llama circulo de curvatura o circulo osculador de <¡f corresp 

diente a f(/). 

Como k =—- , podemos escribir (11.7), pág. 144 como sigue : J 

V 


12.5 


r = rT-FK/ , 2 N, 
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lo que es equivalente, 

^ = — 2 t + ^Yn 

dt z dt 2 p\dtj 


donde x = f(t) y « = '(')• 


12 6 Ejemplo. Encuéntrese la curvatura de la cúbica alabeada descrita 
‘ f(,) = (t, t 2 , t 3 ) en el punto (1,1,1). 

SOLUCIÓN. E1 punto (I, 1, 1) es el correspondiente a t = 1. Usaremos la 
fórmula 12.5 para calcular k( 1). 

f'(t) = (1,2/, 3í 2 ), f'(l) = (1,2,3), /'(1) = Vl4 
f"(/) = (0, 2,6/), f"(l) = (0, 2, 6). 


Entonces, usando 12.5, 

i"(l) =f"(l)-T(l) = (0, 2, 6)~(1.2.3) 

V 14 


22 

VT4 


k( 1)/' 2 (1)N(1) = f"(l) — /"(l)T(l) = (0, 2, 6)-H(l,2, 3) =^(- 11, -8, 9). 

Por tanto, 

K (l) = sVK-H» -8,9)| = tsV'266. 

Nota. EI ejemplo 12.6 puede resolverse más fácilmente usando la 
fórmula del problema 2. 


12.7 Ejemplo. Si ^ es la gráfica de una función g, demuéstrese que 

1*1 


K = 


[i+(ff'n 


'\2n3/2 


Solución. Usaremos la fórmula 12.5. <6 está descrita por la función 
~ (A<?) y tenemos f' = (1,^') y f" = (0,^"). Luego, por 12.5, 


/" = f"-T = (0, g") 


(l.g') 

(l+g' 2 ) ,/2 


g'g" 


(1 +9' ¿ ) 


' 2 \ 1/2 


k/' 2 N = f"-/"T = (0, g") - 

= (- gV. 9) 
l+g ' 2 


g'g" 


d.g') 


(1 +g' 2 ) 1/2 (l+g' 2 ) l/2 
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Por tanto. 


K = 


1 


(i +g ' 2 ) 2 


\(-g'g”,g”)\ = 


\g'\ 


(l +g ' 2 ) 312 


Supongamos ahora que '<? es una curva en R 3 descrita por f y que e| 
vector binormal B(r) es diferenciable en todos los puntos f(í). En f( ( ) 

el vector -- describe la .razón de cambio del vector binormal respecto 

l'(t) 

B'(í) 

a la distancia a lo largo de la curva. Como este vector —— es paralelo 

/ (0 

a N(í) (problema 9, pág. 149), es igual a un número real por N(r). E1 
negativo (el inverso aditivo) de este número se llama torsión de en f(í) 
y se denota por x(/). Es decir, ía torsión x está definida por la relación 


12.8 


B' = -t/'N 


Como la binormal de una curva plana es constante (ejemplo 11.9, 
pág. 146, la toisión de una tal curva es cero. Si una curva no es una 
curva plana, entonces la torsión da una medida del “torcimiento” de la curva 
respecto al plano osculador. 

Por ejemplo, en el caso de la hélice descrita por f = (cos, sen, i/), 

tenemos N = (— cos, — sen, 0), B = —r: (sen, — cos, 2), B' .= —= (cos, sen, 0) 

yJS V 5 

y V = ^J 5. Suslituyendo en 12.8, obtenemos 

-Xz (cos, sen, 0) = — t^v/ 5( —cos, — sen, 0) 

V5 

de donde, x = 

Nota. En la mayoría de los casos, la fórmula del problema 8 da un 
método para obtener x que es más conveniente que el uso de 12.8. 

Problemas 

1. Derívese la siguiente fórmula para la curvatura de la curva descrita 
por f: 

VlfflMMf'-fT 


K = 


in 


/i 3 


Sugerencia. Úsese 12.5. 

2. Si es una curva en R 3 descrita por f, derívese la siguiente fórnn 
para la curvatura 

If'xn 


ul* 


K = 


|f 


/i 3 
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3 Determínese la curvatura para cada una de las siguientes curvas: 

a ) La recta: x = P 0 + /a. _ 

b) La parábola: y = 4px . 

c ) La elipse: f(0 = (a cos 0, b sen Q\ 0e[O, 2 n]; a, b > 0. 

d) La hélice cilíndrica: f(r) = (cos /, sen /, /). 

e ) La hélice cónica: f(0) = (0 cos 0 , 0 sen 0, 0). 

4 Sea g una función real con segunda derivada sobre [a, /?] y sea <€ la 
gráfica polar de r = g(Q). Derívese Ia siguiente fórmula para la curvatura 

\g^2g^-g£\ 

(g 2 +Q ,2 ? f2 

5. Determínese la curvatura de las curvas que tienen las siguientes 

ecuaciones polares: 

a) La espiral de Arquímedes: r = aO. 

b) La cardioide: r = 1 + cos Q. 

6. Demuéstrese que 

a) T' = kV N 

b) N' = -kV T + t/'B. 



Nota. Las dos fórmulas del problema 6 junto con 12.8 se conocen como 
las fórmulas de Frenet, por el matemático francés F. Frenet. Juegan un 
importante papel en la geometría de las curvas en el espacio. 

7. Si ^ es una curva en R 3 descrita por f, úsense 12.5 y el problema 6 

para mostrar que 

f = (r-K 2 V 3 )T + (3KVV'+WV 2 )Nl + KTV 3 B. 

8. Si es una curva en R 3 descrita por f, úsense 12.5 y el problema 7 

para demostrar que 

(f'xf")*r 


T = 


|f' x f"| 


ft\2 


Determínese la torsión de la cúbica alabeada descrita por 
= (ty t\ 

Eíetermínese la torsión de la hélice cónica descrita por 

f(/) = (/ cos /, / sen /, /) 

Ptinto (0, 0, 0). 

I^etermínese la torsión de la curva descrita por 

f(í) = (/ — sen /, 1 — cos /, /) 


e n el 


e n lo 


P u ntos correspondientes a t = 0, / = -, t = n. 

2 
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13. APLICACIONES A LA MECÁNlc A 

Supongamos que x = f(0 describe Ia írayectoria de una partícula en R 3 
En la dinámica es común usar el “punto” como notación para la derivada; 
es, además, práctica general usar “s" en lugar de 'T' para la función 
“longitud de arco''. Entonces, la velocidad v = x viene dada por 

13.1 v = sT * [11.4, pág. 144] 

y para la aceleración a = v — x, tenemos la siguiente fóimula: 

13.2 a = sT + ks 2 N. [12.5, pág. 150] 

Por 13.1 vemos que la magnitud de la velocidad —la “rapidez’ es s, la 
razón de cambio de la longitud de arco a lo largo de la trayectoria, y 
la dirección de la velocidad es la del vector tangente unitario T. La 
ecuación 13.2 nos dice que la aceleración se encuentra en un plano deter- 
minado por T y N. Si representamos por a T = a • T, a la componente 
tangencial de la aceleración , y por a N = a * N, a la componente normal de 
la aceleración , tenemos por 13.2 

v 

13.3 a T = a-- s 

M 

y 

13.4 n N = V|a| 2 -n T 2 = ks 2 . 

Otra expresión para la componente normal de la aceleración puede 
obtenerse de 13.2 como sigue: como a x I = n N (N y |N xT| = 1, 

|axv| 

13.5 a N = |axT| = ^—. 

|v| 

13.6 Ejemplo. Si la trayectoria de una partícula está dada por 

x = {t 2 y cos í, sen t), 

determínense la velocidad, Ia aceleración y las componentes tangencial) 
normal de la aceleración. 


SOLUCIÓN. 

v = x = (2í, “Sen t , cos í) 
a = v = (2, — cos f, — sen f) 


a T 


a • v 


4 í + sen í cos t — sen í cos 
(4f 2 + sen 2 í + cos 2 f) 1/2 


4f 


V1 +4f 2 
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16í 


1/2 


'4/ +5 


4f 2 + l 


„ /| a | 2 -a T 2 = 4 + cos 2 f + sen 2 í- 

N V ' 1 +4f 

Si una partícula tiene masa m , el vector mx = m\ se ílama momento 
eal) de la partícula. La segunda ley del movimiento de Newton nos 
V / a razón de cambio del momento es igual a la fuerza\ es decir , 

fllCv ■ ^ ~ 

13.7 = F 


En la mecánica no relativista, m es una constante y esta ecuación de movi- 

miento toma la forma 

13.8 ma = F; 

masa por aceleración es igual a fuerza. 

En algunas aplicaciones es conveniente representar la trayectoria de una 
partícula en forma polar. Consideramos primero el caso especial en que la 
trayectoria se encuentra en el plano XV y extendemos luego !os resultados 
a trayectorias cualesquiera en R 3 . Sean r y 6 las coordenadas polares del 
vector de posición x. Entonces 


x = r(cos 6, sen 6 , 0) 


y 


v = r(cos 0 , sen 6, 0) + r#(— sen 6 , cos 6 , 0). 


Si hacemos u = (cos 6 , sen 0 , 0), entonces 


x = ru 


y 


v = ru + rü 



FIGURA 14 
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donde ú = é( — sen 0> cos 0 , 0) es ortogonal a u (figura 14). A r le llamarrios 
componente radial de la velocidad y a r|ú| componente íransversa de ( Q 
velocidad. EI número |ú| = |Ó| es la razón de cambio del ángulo polar- 
este número mide la razón angular de giro alrededor del eje Z. Definimos 
la velocidad angular como el vector co = Ók. Como 

u x ú = (cos 9 , sen 6 , 0) x Ú( — sen 0. cos 0 , 0) = 

podemos escribir co = u x ú. La velocidad angular es, por tanto, un vector 
cuya magnitud es la razón de cambio del ángulo polar y cuya dirección 
es la del eje de rotación y es tal que u, ú y co formañ un sistema levógiro. 

Extendemos ahora los anteriores conceptos a cualquier trayectoria % 
en R 3 . Sea x el vector de posición de Ia partícula y sean 

t i x 

r = W y u = — ; 

|x| 

r es la distancia de la partícula al origen y u es un vector unitario en la 
dirección del vector de posición x (figura 15). Entonces 

13.9 * x — ru 

y a esto se llama representación polar de 



Nota. Hemos representado puntos en esta forma polar siempre <3 ue 
hemos usado coordenadas esféricas (pág. 86). En este caso r = P * 
u = (sen (p cos 6 , sen <p sen 6 , cos (p ). 

En la representación polar la velocidad puede escribirse 


13.10 


v = ru + rú. 
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u es de longitud constante, u y ú son ortogonales. Llamamos a r 
^ on ente radial de la velocidad y a r|ú| componente transversa de la 
C °jocidad; y definimos la velocidad angular co por 

„ (O = u x ú. 

13.11 

La velocidad anguíar co es un vector en la dirección del eje instantáneo de 
rotación alrededor del origen y su magnitud |ú| es una medida de la razón 
angular del giro alrededor de este eje. 

Usando 13.10 tenemos 


13.12 


1 xxv 

u = uxu = - uxv = —- 

r W 2 


Se sigue del problema 2, pág. 58, que 

Í 0 X u = (u X ú) x u = — [(u * ú) u — (u * u)ú] = ú. 

Usando esta expresión para ú en 13.10 obtenemos 
13.13 v = ru-f co x x. 

Así pues, por ejemplo, si la partícula se mueve con velocidad angular co 
sobre Ia superficie de una esfera con centro en el origen, entonces r = 0 y 

V = CO X X. 


Si F es una fuerza que actúa en un punto x, el momento L de lafuerza 
respecto x 0 se define por 

13 - 14 L = (x-x 0 ) x F. 

Este vector es perpendicular al plano determinado por F y x —\ 0 (figura 16) 

y 'a magnitud de L es 


|JM = | jt| |x-x 0 | sen 


U 




^ U 




Palanc^' ^ ma ® n * tuc * ^ es niagnitud de la fuerza por el brazo de 
^edid^a ^* stanc * a ^ e x o a l a recta de aplicación de la fuerza) y es una 
El e* ^ e ^ ec ^ v ’^ ac l de F P ara producir una rotación alrededor de x 0 . 
Pünto' ^ rotac ’° n es una recta que pasa por x 0 y es paralela a L y, si el 


KUIIIO micial H i " r r . " 

de l ° e L esta en x o entonces la rotación parece, vista desde la punta 

Sea^p 710 Contrar * a a * movimiento de Ias manecillas del reloj. 
vector | Una parttcu * a d e ma sa m y sea x el vector de posición de P. E1 
CQr uida^j 03 ~ x x ( wv ) se Hama momento angular o momento de la 
e movimiento de P (respecto al origen). Como 

^[x X (wv)] = v x (m\) + x x (ma) = x x (ma), 
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FIGURA 16 


la segunda ley de Newton implica 

13.15 D[x x (^v)] = x x F = L ; 

la razón de cambio del momento angular es igual al momento de la fuerza. 

13.16 Ejemplo. Una partícula de masa m se mueve sobre una circun- 
ferencia de radio r 0 con velocidad angular constante cü 0 . Determínese la 
fuerza que actúa sobre la partícula y el momento anguíar de la partícula. 

Solución. Coíoquemos el origen de nuestro sistema de coordenadas en 
el centro de la circunferencia y orientemos el plano XY de modo tal que: 
1) la circunferencia se encuentra en este plano; 2) el movimiento alrededor 
de la circunferencia visto desde Ia dirección positiva del eje Z parece 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj, y 3) la partículascruza 
el eje X en el instante t = 0. Entonces 

u = (cos cüq /, sen oj 0 /, 0) 


y 


x = r 0 u. 


De donde 


a = r 0 ü = —r 0 w 0 2 u 


y 

F = wa = — mr 0 oj 0 2 u . 

E1 momento angular es 

m |x| 2 to = mr 0 2 oj 0 k. 

Nótese también que 

s = |v| = |r 0 ü| = r 0 cüq . 


Expr' 


esado en términos de “rapidez” tenemos entonces 

r-'-íÜÍx, 


|F| - 


m ¡v|‘ 


y el momento angular es 


cd = a> 0 k = — k, 

r 0 


w|x| 2 íd = w/' 0 |v|k 


Problemas 

1. La función de posición x de la partícula de masa m está dada por 

a) x(/) = lO^cos /, sen ^ /, oj 

b) x(z) = 10/^cos ~ /, sen ~ 0 

c) x(t) = a sen — /, y(t) = a cos — /, z(t) = b sen — / . 

T T T 


1 

Determínese en los instantes / = 0, T, la velocidad, la aceleración, las 

componentes normal y tangencial de la aceleración, la velocidad angular, 
y m °mento angular de la partícula. 

en ^* ^ emuestrese Q 116 e ^ momento respecto de x 0 de una fuerza F aplicada 

_ X n° cambia si F se desliza a lo largo de su recta de acción (la recta 

P° r x paralela a F). 

* n s * s t em a de dos fuerzas Fj y F 2 aplicadas en x^ y x 2 respectiva- 
moment 6 ^ ama ^ ar s * Fi+F 2 =0. Demuéstrese que la suma C de los 
el mom ° S y no de P ende de ^ punto respecto del cual se calcule 

e nto, C se Ilama momento delpar. Pruébese, además, que 

¿) ^ ~ x 2) XF, 

_magmtud de C es la magnitud de ¥ t por la distancia entre las 
***** de acción de F, y F 2 . 

4. Xjna f 

0 en la ü’ Uerza central respecto a 0 es una que siempre se dirige hacia 0 
lre cción opuesta a 0. Demuéstrese que 
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* -* 4 

a) E1 momento angular respecto a 0 de una particula sobre la q ue 
actúa una fuerza central respecto a 0 es una constante (segunda 
ley de Kepler del movimiento planetario). 

b) La partícula se mueve en un plano que pasa por 0 . 


14. RESUMEN 


En este capítulo consideramos el cálculo de funciones vectoriales de una 
variable real. Este material comúnmente se llama calculo vectorial; el 
análisis vectorial es álgebra vectorial (capítulo 1) y cálculo vectorial. Vimos 
que el cálculo de funciones vectoriales de una variable real es analogo y 
puede en su mayor parte reducirse al cálculo de funciones reales de una 
variable real. La derivada de una función vectorial puede obtenerse tomando 
las derivadas de las funciones reales componentes. La íntegral de una 
función vectorial se obtiene integrando las funciones reales componentes. 

Después de discutir el cálculo vectorial consideramos algunas aplica- 
ciones a la geometría y a la física. La aplicación del cálculo vectoria a la 
geometría se Uama geometría diferencial. En este capítulo presentamos 
algunos hechos elementales de la geometría diferencial de curvas 

Otros problemas geométricos y físicos exigen el estudio de funciones 
reales de variable vectorial: funciones con domimo en R, y rango en K. 
Estas funciones se estudiarán en el próximo capítulo. 


Problemas de repaso 

1. Dibújese la curva descrita por f cuando 

á) f(/) = (cos /, cos 2t),9 t = [0, 4 7r] 
b) f(r) = (cos /, cos /, cos 2f), 9 r = [0, An}. 

2. Proporciónese una representación paramétrica de ia curva 
por un punto P sobre una circunferencia de radio uno cuando esta r 
sobre el lado exterior de una circunferencia de radio 4. Dibujese la c 
Esta curva se llama epicicloide. 


3. Si <é tiene la representación paramétrica 


f(í) = cos /, sen t 


ftii- 


íe[0, 47t] 


determínense todos los puntos en donde tiene un vector tangente pa r 
a uno de los planos coordenados. Dibújese. 
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4 Demuéstrese que la hipocicloide defmida por ías ecuaciones para 

métricas 


3 /i ' 


x = 4 cos 6 
y = 4 sen 3 0 , 9e 


[-Í-t] 


tiene puntos cuspidales en los correspondientes a 0 = 0, -, n, — 

2 2 


5. Determínese la longitud de ia hipocicloide en el problema 4. 


6. Demuéstrese que si una partícuía se mueve siempre con “rapidez” 
constante, su aceleración es siempre ortogonal a su velocidad. 


7. ¿Cuándo es cierto que la aceleración y la velocidad de una partícula 

son paralelas ? 

8. Encuéntrese la trayectoria x = f(/J de una partícula dado que 
f(0) = (0,0, 1 600), f'(í) = (500, 1 000, — 32r). ¿Qué distancia recorre la 
partícula comenzando en el instante t = 0 antes de tocar al plano XYl 
Proporciónense fórmulas para las componentes normal y tangencial de la 
aceleración. ¿Cuál es el radio de curvatura de la trayectoria cuando t = 5 ? 


9, Una partícula se mueve en el píano a lo iargo de la espiral r = e 6 con 
una rapidez constante de 5 pies por segundo. 

a) ¿Cuáles son la velocidad y la aceleración de la partícula cuando 



4 


b) ¿Cuánto tarda la partícula en ir desde el punto correspondiente 
a 0 = 0 hasta el punto correspondiente a 6 = n ? 

Q Si 0 = 0 cuando t = 0, proporciónense ecuaciones paramétricas para 
la trayectoria de la partícula. 


la ^ Eucuéntrense la tangente unitaria T, la normal principal unitaria N, 
curvatura k y la longitud L de las curvas descritas por 

a ) x ~ a c °s <p + aq> sen (p rA _ , A 
y — n . _ (p e [0, 2 n], a > 0 

x — í3 sen <p — a(p cos <p 

) f(0) = (5 cos Q — cos 56 , 5 sen 6 — sen 5 6). 


















































































































































































1. INTRODUCCIÓN 

c 

ran& n CStC ca P Itu ^° discutiremos sobre las funciones con dominio en R" y 
e n un Cn ■ ^ na ^ unc *° n es una correspondencia de un conjunto de vectores 
fün cion° nJUnt ° nnmeros rea * es - Estas funciones también suelen Ilamarse 
que 0 ^ S rea ^ es de n variables reales. Los casos donde n es 2 o 3 son los 
Por con Fr ^ n * C ° n ma y° r frecuencia en las aplicaciones elementales y son, 
concep to ^ UJente ’ ^ os mas interés para nosotros. Sin embargo, como los 
las propj S j Unc i ame ntales asociados con funciones de un vector y 
es Paci 0 r ac ^ es ^ e es fas funciones nodependen realmente de la dimensión del 

eslü d¡ar nUrnero de las variables), podemos sin añadir dificultad alguna, 
\j n e - e Caso general. 

P o de función real de un vector es la temperatura en un cuarto. 
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* 'a 

Si establecemos para ei cuarto un sistema de coordenadas, definimos l a 
función temperatura T como sigue: en cualquier punto P - (*, y, z) de 
la habitación, T{ P) es la temperatura en este punto. E1 domimo de est a 
función es el conjunto de los puntos en ia habitacion y el rango es u n 
coniunto de números reales: ias temperaturas en los puntos de la habitaciou. 
Análogamente, si tenemos en cuenta la dependencia de la temperatura 
respecto al tiempo, tenemos un ejemplo de una funcion de cuatro vanables 
reales: T(x,y,z,t) es la • temperatura en el punto P - (x, y, z) en el 

mS Despúés de introducir los conceptos de límite, continuidad y derivada 
para funciones de un vector, presentamos el cálculo d.ferenc.al de tales 

funciones. . . • * 

En numerosas ocasiones, queremos establecer ciertas restricciones 

sobre el dominio de una función de un vector. Introducimos ahora 

terminología para algunos tipos de conjuntos en R" que tendremos ocas.on 

Sea * un conjunto cualquiera en R\ E1 complemento de t representado 
por <68, es el conjunto de puntos de R" que no son de 8. Para cualquier 
punto x en R" definimos las siguientes relaciones entre x y 8 : 

x es un punto inteñor de 8 si existe alguna vecindad de x que este contemda 

CH * 

x es 'un punto frontera de <í si toda vecindad de x contiene al menos un 
nunto de 8 y al menos un punto de <88', 

x es un punto exterior de 8 si hay alguna vecindad de x que esta conten 
en <€$. 


E1 conjunto de todos los puntos intenores de 8 se Uama interwr d . 
y se representa por 8 t ; el conjunto de puntos frontera de 8 se 1 ama 
frontera de 8, y se representa por 8 b ; y el conjunto de todos los p 
exteriores de / se llama exteñor de / y se representa por 8.. 

Las siguientes observaciones se deducen en forma ev.dente d 
definiciones. E1 interior de 8 está contenido en / y el extenor d c 8 « 
contenido en <88. En realidad, el exterior de 8 es el mter.or d» W 
punto frontera de 8 puede estar en 8 o en '88. Si llamamos a dos c J ^ 
ajenos cuando tienen una intersección vacía, entonces 8¡, 8„ y ’e_ 
ajenos dos a dos. Además, R -=8 t u8>yj 8.. Así pues_ para cua 
conjunto 8 y cualquier punto x en R’ una y solo una de las . g 

proposiciones se verifica: xe<f¡, xe8 b , xe$ e . . nnnto 5 

Supongamos que 8 = {(*. y) \y < *) • Este es el conjunto átp . 

en R 2 que se encuentran debajo de la recta y - x (hgura ). don de 

está en 8, entonces x-y > 0 y vemos que la vec.ndad '/(x, h J 

r — (x—j), se encuentra en $. Así pues, x es un punto interio 
Análogamente, podemos demostrar que si x = (x, y) es un pu 




FIGÜRA 1 


encima de la recta y — x (es decir, si y > x), entonces x es un punto exterior 
de $. Si x se encuentra en Ía recta y — x, entonces cualquier vecindad de x 
contendrá puntos de $ y puntos de <€$ y, por tanto, x es un punto frontera 
de $. Así pues, el interior de $ es $, el conjunto de puntos debajo de la 
recta y = x; la frontera de $ es la recta y = x; y el exterior de $ es el 
conjunto de puntos por encima de la recta y = x. 

Si $ es un conjunto tal que todos los puntos de $ son puntos interiores 
de $, entonces se dice que $ es abierto; es decir, $ es abierto si $ — $ t . 
Como todo punto de $ es un punto interior o un punto frontera de $, 
podemos también describir un conjunto abierto como uno que no contiene 
ninguno de sus puntos frontera. EI conjunto $ = {(x, y) \ y < x} que 
acabamos de estudiar es un ejemplo de un conjunto abierto de R 2 . Un 
conjunto $ se dice que es cerrado si su complemento <$$ es abierto; 
es decir, $ es cerrado si <€$ = $ e o $ = $¡ u $ b . Así pues, un conjunto es 
cerrado si y sólo si contiene todos sus puntos frontera. Si un conjunto 
contiene alguno o algunos de sus puntos frontera, pero no todos, entonces 
no es ni cerrado ni abierto. 

^•1 Ejemplo. Demuéstrese que una vecindad i^(a;r) es un conjunto 

abierto. 


Ve LUa ÓN. Si x€^(a;r), entonces |x-a| < r. Sea |x — a| = s. Podemos 
tlue la vecindad S$(x; r — s) de x está contenida en 5^(a; r) como sigue. 
y e -^(x* r— s) entonces 


y» por 


|y-a| < |y —x| + |x —a| < r—s + s = r 


p F ^ ant °, yG^(a; r). Lo que muestra que S$( 2 l; r) es abierto. 

am ° s ahora un par de sencillos resultados sobre conjuntos abiertos. 
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1.2 Teorema. Si £ y & son conjuntos abiertos en R\ entonces £ n je es 
abierto. 

Prueba. Si £ n & es vacío, entonces es abierto (problema 3). Supongamos 
que g n & no es vacío. Tomemos xe«? r> Como S y & son a íertos, 

existen vecindades ST(x\ r) y <f(x; s) tales que <f(x; r) c / y ^í*. *) c * 
Luego, si t = mín {r, 5 }, ^(x; /) c <f o Lo que muestra que t n 9 

es abierto. 


1.3 Teorema. Para todo conjunto £ en R\ £ { es abierto. 

Prueba Si £ es vacío, entonces es abierto. Supongamos £ { no vacio. 
Si x 6 «f„ entonces hay una vecindad Sf(x; r) de x que esta conten.da en g. 
Como y(x;r) es ab.erto, todo punto y en //(x;r) es un punto mtenor 
de r) y, por ello, un punto intenor de £. Esto nos muestra que SP(x 9 r) 

está contenida en y por tanto que £ { es abierto. 

Como g es el interior de <€S, /. es abierto. Luego, el complemento 

de / es un cerrado. E1 complemento de que es igual a /, u se lama 
cerradura de<?yse representa por i. Recuérdese que: ya hemos demostrado 
que un conjunto S es cerrado si y sólo si S - S¡ u S b - e. 


Problemas 

1. Determínese el interior, la frontera y el exterior de cada uno de los 
siguientes conjuntos. Dígase si son abiertos, cerrados, o m ab.ertos 

cerrados. 

a) {(x, y) \x-a\ < r, \y — b\ < r}, r > 0 

b) {(x, y) 4 x 2 + 9/<36) c) {(x,y)|4v -9y 06} 

d) {(x,y,z) z < x+y} e) {(x,y,z)\x +y + z 

/) {(x, y, z) |x-a| < r, \y-b\ < r, \z-c\ < r}, r > 0 . 

2. Demuéstrese que los intervalos <a, b}, <a, oo>, <-oo,¿>>, > 
<—oo, oo> son conjuntos abiertos en R. 

3. Demuéstrese que el conjunto vacío 0 y R" son abiertos y cerrados 
en R". 

4. Pruébese que la intersección de un número finito de conjuntos 
abiertos es un conjunto abierto. 

5 . Si í/j I aej} es una familia de conjuntos en R", la union «n 

familia, representada por es el con j unto de los P untos x ^ 

tales que xe^, para algúñ'ae/. Pruébese que la unión de una fam* 1 * 2 
de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 

6 . Si {£ a | ae/} es una familia de conjuntos en R\ la intersección 
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familia, representada por f\ £ a , es ei conjunto de puntos x de R" tales 

nara todo ae/. Muéstrese que la intersección de una familia 

fl ue P ' . . -. 

¿c conjuntos abiertos no es necesariamente abierta. 

* * 

7 Usando la terminología introducida en los problemas 5 y 6 muéstrese 


que 


a )« u *. = n w. y« n /. = u w.- 

^ «e/ «e/ <xe<? a e f 

\j) la intersección de una familia de conjuntos cerrados es un conjunto 
cerrado. 

c ) la unión de una familia finita de conjuntos cerrados es cerrada. 

8 . Si £ es un conjunto cualquiera en R" demuéstrese que £ b es cerrado. 

9 . Si £ es un conjunto cualquiera en R" demuéstrese que 

a) £i es el mayor conjunto abieito contenido en £. 

b) £ es el menor conjunto cerrado que contiene a £. 


2. FUNCIONES REALES DE UN VECTOR: GRÁFICAS 

Una función real f de un vector es una correspondencia de un conjunto sé 
de vectores a un conjunto 3$ de números reales tal que para cada 
existe un y sóío un elemento /(a)e^ que denominamos su correspondiente. 
Así pues, una tal función puede considerarse como una transformación del 
conjunto $4 en R” sobre un conjunto de números reales. Sugiere esto una 
terminología conveniente para estas funciones: funciones de R N en R. 

Por ejemplo, la función / con dominio R 2 y regla de correspondencia 
/(x) = |x|, donde xeR 2 , transforma el espacio R 2 sobre el intervalo [0, oo>; 
cada punto de R 2 se transforma en el número real que es la distancia del 
punio al origen. Puede darse una imagen geométrica de la función distin- 
guiendo los puntos que se transforman sobre el mismo número. Queremos, 
p ueS’ determinar cuál es el conjunto de los puntos que se transforman sobre 
número c, donde c ^ 0. Este es el conjunto {x | |x| = c}. Si c = 0, el 
c °njunto se compone del punto único 0; si c > 0 , el conjunto es una 
C1 tcunferencia con centro en 0 y radio c. Marcando como c al conjunto 

^ I/(x) = obtenemos Ia deseada imagen geométiica de la función 

(ngura 2 ). 

Ioq ' Y ^ ener nl, una función/de R 2 a R puede representarse geométricamente 

Va j o 12an ^° los conjuntos de puntos donde la función tiene el mismo 

niu e f / marc ^ n ^°í° s cor t tal valor. Estos conjuntos se llaman curvas de 

ei e función. La curva de nivel correspondiente a un número c es 
c ° n JUnto {(x,y)\ Ax ,y) = c }. 
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Los mapas de contornos o topográficos son ejemplos de este medio de 
representar una función. Las desigualdades del terreno se muestran en e] 
mapa trazando las curvas de nivel —todos los puntos que están a la misrna 
altura. En lós mapas meteorológicos se dibujan las curvas de igual presión 
barométrica. Estas curvas se llaman isobaras. V en física, la relación entre 
la presión y el volumen de un gas ideal (T = pv) con !a temperatura man- 
tenida constante está representada geométricamente por tal mapa. En este 
caso las curvas de nivel se llaman curvas isotermas. 



FIGURA 2 


Si/es una función de R 2 en R, la gráfica de /es el conjunto de puntos 
{(x,y, z) z = f(x,y ), (x 9 y)e& f ). Este conjunto es una superficie en R 3 , 
y un dibujo en perspectiva de la gráfica es otro medio de obtener una 
representación geométrica de una función de R 2 en R. 

Consideremos de nuevo la función / con dominio R 2 y regla de corres- 


pondencia f(x) = |x| o f(x,y) =Jx 2 +y 2 . Al dibujar Ia gráfica de/usamos 
la información ganada en la anterior discusión sobre las curvas de nivel 



FIGURA 3 
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e sta función. No hay puntos de ia gráfica bajo el plano XY, ya que 
® fi^Tv 2 0. En el plano XY (z = 0) el único punto de la gráfica 

>/ * . _ j __,___ v _ aí_ r -- —ol 


es 


(> E1 conjunto de puntos en la gráfica de / que se encuentran en el 
e ‘ = c > 0, es una circunferencia de radio c. En general, las curvas 
pIan °vel de la función son las curvas de intersección de la gráfica con los 
de ^ os p ar alelos al plano XY. Análogamente, ayuda al dibujo de la gráfica 
Iocali zar la intersección de la gráfica con los planos XZ y YZ. La inter- 
sección de la superficie de la ecuación z = / x 2 +y 2 con el plano XZ (y = 0) 
viene dada por la eeuación z = x x 2 = |x| y la intersección con el 

plano YZ (x = 0) viene dada por z = Jy 2 = \y\. La gráfica aparece 
dibujada en la figura 3. Es un cono generado por la rotación alrededor 
HpI eie Z del rayo z = x, x 2* 0, en el plano XZ. 


2.1 Ejemplo. Proporciónese una representación geométrica de la función/ 
de dominio R 2 y regla de correspondencia f(x, y) = x 2 + 2xy. 


Solución. La curva de nivel sobre la que la función tiene el valor c es 
el conjunto {(x, y) \ x 2 + 2xy = c}. Si c = 0, entonces Ia curva de nivel 
consiste en las rectas x = 0 y y = -±x. Si c # 0, la curva de nivel es la 


C X 

hipérbola - (figura 4a). Esta hipérbola tiene asíntotas x = 0 y 


y = -\x. 

La gráfica de / es el conjunto {(x, y, z) z = x 2 + 2xy}. La intersección 
de esta superficie con el plano y = mx está dada por z = (l+2m)x 2 ; 
esta es una parábola si m ^ Un dibujo de la gráfica de/se da en la 

figura 4b. 



FIGURA 4 
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Consideremos ahora la gráfica de una función / de R 3 en R. Es ésta 
el conjunto {(x, y, z, w) \ w = f(x, y, z)}, un conjunto de R 4 . Aunque l a 
gráfica es aún un concepto útil, no podemos visualizar un conjunto en un 
espacio de cuatro dimensiones. Sin embargo, se obtiene una imagen gráfica 
de una función / de R 3 en R determinando el conjunto de puntos que 
se transforman en un número especificado c; es decir, el conjunto 
{(x, y , z) | /(*, y, z) — c}. A este conjunto se le llama superficie de nivel de/. 

Un ejemplo físico de una función de R 3 en R es la función potencial de 
un campo eléctrico. En este caso las superficies de nivel de la función se 
llaman superficies equipotenciales. 


2.2 Ejemplo. Sea/la función con dominio R 3 y regla de correspondencia 
/(x) = |x|. Descríbanse las superficies de nivel de esta función. 


Solución. Las superficies de nivel de esta función son los conjuntos 
{x | 1 xI = c}. Si c < 0, el conjunto es vacío; si c = 0, el conjunto es el 
punto único 0; si c > 0, el conjunto es una superficie esférica con centro 0 
y radio c (figura 5). 



FIGURA 5 


Nota. Frecuentemente describimos una función enunciando tan solo 

t * 

una regla de correspondencia. Ha de entenderse entonces que el dominio 
de la función consiste en todos los puntos sobre los que la regla puod e 
aplicarse con sentido. 

Problemas 

1. Determínense las curvas de nivel y dibújense ias gráficas de cada 
una de las funciones siguientes: 

a) f(*,y) = *+y 2 
c) f(x, y) = x 2 +>■ 2 


b) f(x, y) = 2 x-y 
d) f(x, y) = 2 x 2 +y 2 
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é) f(x, y) = 2 X 2 ~y 2 f) /(*, y) = JL- 

g) f(x, y) = x 3 -> h) f(x, >) = 

0 f(x, y) = sen (x + y) . j) /(*, y ) = Jx-y. 

2. Dibújense las superficies de niveJ correspondientes a c= — 2, 0, 2 
para las siguientes funciones: 

á) f(x, y, z) = x 2 +y 2 - z b ) /(*, y¡ Z ) = 

c) f(x, y, z) = x 2 +y 2 d) f(x,y, z) = 3* + 4>-z. 

3. Si /*(<?) = {x | f(x)eS}, demuéstrese que 

a) /*(<? u &) = f*($)+>f*(&) b) f*(S nf)= /*(<?) n f*(&). 


3. OPERACIONES SOBRE FUNCIONES 


En el estudio de funciones reales de variable real, comenzamos con 
ciertas funciones básicas. Estudiamos sus propiedades, vimos cuán gran- 
des clases de funciones podían formarse por combinación de las funciones 
basicas, y como podían denvarse propiedades para las funciones más com- 
plejas en base a las que sabíamos tenían las funciones básicas. Seguimos 
el mismo procedimiento en nuestro estudio de las funciones rea’es de un 
vector Ejemplos de funciones básicas entre las funciones reales de una 
nanie real son las funciones constantes y la función identidad. Aquí 

pro ecció" 65 C ° rresp0ndientes son las funciones constantes y las funaones 


•1 Definición. La función constante c es !a función con R" 
yo rango consiste en tan solo el número c. 


como dominio 




c °mponentr l *> COn / egla de ^rrespondencia I k (x) 
yunente k-esimo de x. 


número^ & función C0nst ante c transforma el espacio total R n sobre el 

de sobrJ 11CO, C * funci ° n P r °y^cción / k transforma cada punto 
!z(x t y z) 1 SU P r °y ecc i°n ortogonal sobie el eje X k ; es decir, I, (x, y , z) = x, 

^ Ue ^efinim nci0nes de en R definimos las mismas operaciones que las 
Plicac *ó n ™° S .P ara funciones de R en R: adición, sustracción, multi- 
* 0lVl sion y composición. 
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3.3 Definición. Si f y g son funciones de R" en R con dominios respectivos 
9 f y ® gi entonces f+g, f -g, fg,y f/g se definen como sigue: 


®f + 9 
®/-. 
®/. 

®//. 


= 2 ¡ f n 2 g , 
= 2 g , 
= 2 f n Q t , 

= {xe2 f n 


Lf+d'i (*) = /(x)+g(x). 

[/-3] (x) = /(x)-g(x) 


[/3] (x) = /(x)g(x) 





/W 

3W 


Es fácil ver por las anteriores definiciones que la adición y la multi- 
plicación de funciones de R n en R son operaciones asociativa y conmutativa; 
también se verifica la ley distributiva: 

f+{g+h) = d+g)+h f(gh) = (fg)h 

f+g = g+f fg = gf 

f(g+h) = fg+fh. 


3.4 Definición. Si f es una función de R" en R y g es una función de R en R, 
entonces la composición de g con f, que representamos por g => /, se define 
como sigue 


2 gof = (x | XG 3¡ f , f(x)e2 g }, [£°/](x) = g(J(x)). 


Todas las funciones dadas en la sección previa pueden expresarse como 
combinaciones de funciones de R en R y las funciones básicas definidas 
en 3.1 y 3.2. Por ejemplo, 


si f(x, y) = x 2 + 2xy. 


x 


si f(x, y) = 

x + y 

si f(x, y) = , 


/-/‘+2Í,/, 

/ 

/ 


Ii+h 

exp°(/i/ 2 ) 


si f(x, y, z) = z-Jx 2 + y 2 , 


/ = / 3 -/ 1 ' 2 °(/ 1 2 +/ 2 2 ). 


Una función poíinomial de R" en R es una función que puede obtenerse 
de las funciones constantes y proyección efectuando las operaciones de 
adición, sustracción y multiplicación un número finito de veces. P° r 
ejemplo, 

p = 3/ 1 2 / 2 / 3 -4/ 1 4 / 3 2 + 10/ 3 2 

es una función polinomial de R 3 en R. La regla de correspondencia pat a 
esta función es 

p(x, y, z) = 3x 2 yz — 4x 4 z 2 + I0z 2 



y 
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Una 
decir, r 


función racional r de R" en R es un cociente de polinomiales, es 
- pjq donde p y q son polinomiales de R" en R. Por ejemplo, 






r 


3/1/2+/2 3 

/i 2 + /i / 2 2 


na función racionai de R 2 en R. La regla de correspondencia para 

es ** 

esta función es 


r(x, y) 


3 xy + y 3 

2 * 2 
x +xy 


y 

1 @ r = {(*> y) | x 2 +xy 2 7 6 0}* 


problemas 


1. Proporciónese el dominio y regla de correspondencia para cada una 
de las siguientes funciones de R 3 en R. 

| a ) f = /,/ 2 2 +/3 !/>)/= 2/ 2 / 3 +/i 3 



, /1/2/3 

/1+/3 


d)f = 


/ 1 2 ~+ 3/ 3 
/1-/2 


2. Si / = 2/j +I 2 y g 
en el punto (2, 1). 


//2 

7 ?+/ 2 2 ’ 


determínense f+g, f—g, fg, y f/g 


3. Si / = I x / 2 y g = ln, determínese g o f en (2, 1). 

4. Proporciónese el dominio y regla de correspondencia de cada una de 
estas funciones de R 3 en R. 

a) / =/ 1/2 o (/ 3 + cos o/j/ 2 ) b) / == ln o (2/ + / 3 ) 
c ) / = exp o (/ / 2 / 3 ). 


5. Proporciónese / como una combinación de funciones cuando 
a ) f( x > y) = xy 2 +y 
^) f( x , y) = sen (x 2 +y 2 ). 

Si / es una función de R” en R y g y h son funciones de R en R, 

P ru ébese que: 

“) h °(g of) = (hog)of 
c ) (9h)of=(gof)(hof). 


b) (g + h) of = g af+h of 
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4. LÍMITE$ 

En esta sección discutiremos el concepto de límite de una función real 
de un vector. Por nuestra experiencia anterior con límites, esperamos qu e 
el “límite de/en a es 6” (lo que escribiremos: lím f — b o lím /(x) = 

a x-*-a 

significará que /(x) está próximo a b cuando x está próximo a a. Definimos, 
pues, el límite de / solamente en puntos de acumulación de su dominio. 
E1 punto a es un punto de acumulación de si toda vecindad reducida 
de a, «í^'(a; <5), contiene un punto de & f . 

Damos ahora una definición analítica de lím / = b, suponiendo que a es 

li 

un punto de acumulación de 3 f . 



4.1 Definición. El número b se dice que es el límite de la función f en a 
si para cada número e > 0, hay un número Ó > 0, tal que 

|/(x)-¿>| < e 

siempre que xe@ f y 0 < |x — a¡ < Ó. 

Geométricamente la definición nos dice que lím / = b si para cualquier 

a 

vecindad dada &{b\ e) de b existe una vecindad 9(a; Ó) de a tal que x 
en «^'(a; Ó) y x en implica que /(x) está en 5f(b; e) ; es decir, si / trans- 
forma B f n «^'(a; Ó) en 5?(b; e) — <¿ —e, ¿ + e) (figura 6). I 

Damos ahora un ejemplo para ilustrar el concepto de iímite de una 
función real de un vector. 

4.2 Ejemplo. Si / es Ia función definida por /(x, y) = x 2 + 2 xy, encuén- 
trese lím /(x, y) si es que existe. 

Solución. (Figura 4, pág. 169.) Si (x, +) está próximo a (3, — 1), entonces 
/(*, y) está próximo a 3. Esperamos, pues, que el límite de / en (3, -0 
sea 3. Para verificarlo, para cada e > 0 debemos encontrar una Ó > 0 ta 
que 

\x 2 +2xy— 3| < e 

siempre que 0 < \(x, y)~(3, —1)| < Ó. 
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£n la fig ura región sombreada se transforma en <3—£, 3+e). 

tro propósito es encontrar una <5 > 0 tal que $f' ((3, — 1); <5) se 
^cuentre en la región sombreadá. No intentamos determinar la mayor de 
tales ó> s * n0 Q ue nos contentamos con encontrar de un modo sencillo 

un a b adecuada. 



Expresamos \x 2 + 2xy — 3| en términos de \x — 3| y \y+\\. Como 
|x-3| ^ |(x,^)-(3,-1)| y \y+l\ ^ \(x,y)-(3, -1)|, Ia magnitud de 
estos términos puede controlarse con la elección de <5. 

\x 2 + 2xy — 3\ = |(x-3) 2 + 2(x-3)Cv+l) + 4(x-3) + 6(^+l)| 

^ |x-3| 2 +2|x-3¡ |_y+i|+4|x-3| + 6|^+l|. 


Para simplificar esta expresión podemos restringir Ia elección de Ó de modo 
que Ó ^ I. Entonces, si |{x,^)—(3, —1)| < Ó ^ 1, |jc —3| < 1 y 

\x 2 + 2xy — 3\ < \X-3\ + 2\y+l\ + 4\x-3\ + 6\y+\\ < \3Ó. 

P°r tanto, si escogemos ó = mín {l,e/13} 


\x 2 + 2xy — 3\ < e 

siempre que 0 < |(x, y) — (3, — 1)| < ó. Lo que prueba que 3 es el límite de 

/en (3, -1). 

Es ^ mos e j em Pl° 4.2 simplemente para ilustrar la definición de límite. 
• acn determinar este límite una vez que se ha dado un tratamiento 
po r v 1 ^ 100 de los límites. Es lo que vamos a hacer ahora. Comenzamos 
e terminar los límites de algunas funciones básicas. 


4.3 F* 

Cua i Si c es una función constante de R n en R y a es un punto 

^otera en R n s demuéstrese que lím c = c. 


Solu 


Ción. Tómese e > 0. Queremos demostrar que existe una <5 > 0 tal 
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que \c — c¡ < £ siempre que 0 < jx — a| < <5. Es claro que podemos tornar 
como ó un número positivo cualquiera. 

4.4 Ejemplo. Si / k es una función proyección de R" en R y a es un punt 0 
cualquiera en R", demuéstrese que lím I k = a k . 

a 

Solución. Tómese e > 0. Deseamos demostrar que hay una ó > 0 tal q Ue 
\I k (x)-a k \ = \x k -a k \ < esiemprequeO < |x — a| < ó. Sea <5 = £. Entonces, 
como \x k -a k \ ^ |x-a|, 

0 < |x — a| < ó implica \x k — a k \ < e. 

Damos ahora algunos teoremas sobre límites de combinaciones de 
funciones bajo las operaciones definidas en la sección anterior. 

4.5 Teorema. Si f y g son funciones de R" en R tales que lím f y lím# 

a a 

existen y si a es un punto de acumulación de Q¡¡ n entonces 

lím (f+g) = lím / + lím g 

a a a 

Iím (/- g) = lím f - lím g 

a a a 

lím (fg) = (lím /) (lím g) 

a a a 

lím (f/g) = (lím /)/(lím g), ( si lím g ¥=0). 

a a a a 

Omitimos la prueba de este teorema, ya que es la misma que la del teorema 
correspondiente para funciones de R en R (problema 4). 

4.6 Teorema. Si f es una función de R" en R tal que lím / = b y g es urto 

función de R en R que es continua en b, y si a es un punto de acumulacion 
del dominio de g o /, entonces 

lím (g o/) = g(b). 

a 

Prueba. Aunque la prueba de este teorema es la misma que la prueba $ 
teorema correspondiente para funciones de R en R, la damos aquí de nue' 0 
Tomemos £ > 0. Como g es continua en b , existe un número rj > 0 tal Q ü 

\g(y)—g(b)\ < e siempre que ye@ g y \y — b\ < r¡. 

Como lím / = 6, existe un número ó > 0 tal que |/(x) — />| < r\ siempfl 
que xe^ ; y 0 < |x — a| < ó. 
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i xe y 0 < |x-a| < <5, entonces |/(x)-6| < g y 

\g(f(x))-g{b)\ < e (figura 8). 

Esto prueba que lím (g = /) = g(b). 



Podemos determinar los límites de Ias funciones polinomiales usando 
íos ejemplos 4.3 y 4.4 y el teorema 4.5. Por ejemplo, si f = I X 2 + 2I X ¡ 2 
(ejemplo 4.2), entonces 

lím /= lím ¡ x 2 + lím (2l x ¡ 2 ) 

(3.-1) (3,-1) (3.-1) 

= ( lím /,)( lím ¡ x ) + ( lím 2) ( lím I x )( lím / 2 ) 

(3 -1) (3,-1) (3.-1) (3,-1) (3,-1) 


= (3) (3)+(2) (3) (—1) = 3. 

Usando los ejemplos 4.3 y 4.4 y el teorema 4.5 podemos, ciertamente, 
determinar el límite de cualquier función racionai con tal de que el Hmite 
del denominador no sea cero. De acuerdo con el teorema 4.6, también a 
nuestra disposición, podemos manejar la mayoría de las funciones en que 
estamos interesados. Por ejemplo, 

Wz' lím e xy =e 6 

(-*.>•)-♦ (2,3) 

ya que la función exponencial es continua en 6 y lím xy = 6. 

(x.y)-(2.3) 

el jF 0ns *^ eraremos ^bura algunos ejemplos en que tenemos qué determinar 
lr nite de una función racional, donde no podemos aplicar el teorema 4.5 
Cero bmite del denominador. 

°nsideremos el Hmite en (0,0) de la función / defmida por 

yv J 

^ Como lím (^+j^ 2 ) = 0, no podemos aplicar el 

teorema 4 <¡ r ^ 

curva de nivel de/correspondiente al valor c es el conjunto 

1 1 

2 7 2 ~ c | * Si c ^ 0, este conjunto es vacío. Si c > 0, ia curva 


U ’ y) 

de 


X +y 


Ve ^ la circunferencia de ecuación x 2 +y 2 = - (figura 9). Del diagrama 
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* l«s curv.s <1. nM se deducc ,u« si («.,) «U prt.“*«. 
entonces /I.t, .1 a grande. Parecetia, pues, ,ue hm / no V. =n 

realidad, lím / = 

( 0 , 0 ) 



FIGURA 9 


4.7 Definición. La función f se dice que iiene límite infinito en aloque 
se escribe lim / = oo 0 lim /(x) = oo, si a «« punto de acumulacwn 

de Q r y para cada número M > 0 hay un número 5 > 0 lal que 

/(x) > M 

siempre que xe@ f y 

0 < |x-a| < <5. 

Nota. Si lím / = oo seguiremos diciendo que no existe hmite de / ea a 
ya que oo no es un número real. 

Si definimos una vecindad de infin.to como «n^valo de ^ for^ 
<M, oo>, entonces las defimciones 4.1 y 4.7 pueden cons 
especiales de la siguiente definición. I 

ttm / = p (donde p es un número real o oo) * para wda vecindad M V 

de p existe una vecindad reducida Jí' (a) de a tal que 

f(jr(a)n® r )<=J r (p)- i 

Si una vecindad de -oo se define como un intervalo <-«.">• en j %. 
haciendo p = - oo en la anterior defimción obtenemos una de ^ / 

1 __ 

4.8 Ejemplo. Muéstrese que lím 2 , 2 00 ' 

J í- x,\-*tO 0) X T V 
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LiiCiÓN. Tomemos un M > 0. Deseamos encontrar un número 6 > 0 

1 , . .__ n - >..t /~ 2 , ..2 , s c_S ^ 


ta! fi ue x 2 + > ,2 


V 1 2 'j i 

x +.y“ < 6. Sea 3 — — •= . 

_ yjM 

Consideraremos ahora el límite en (0,0) de la función / definida por 

{ v — ———. De nuevo no podemos aplicar el teorema 4.5 porqúe el 

J^ y) x 2 + y 2 

Iímite del denominador es cero. En este caso el límite del numerador es 
también cero y no es claro cuál será el valor de/cerca del origen. La curva 

de nivel de f correspondiente a c es el conjunto 


(*> y) 


x 2 +y 2 


— c 


cj f — 0. la curva de nivel es el eje Y con el origen omitido. Si c ^ 0, la 

/ 1 y 1 

curva de nivei es la circunferencia x -)• + y 2 = —- con eí origen 

\ 2 cj 4 c 

omitido (figura 10). De la consideración de las curvas de nivel se deduce 

que / toma todos los valores reales en puntos arbitrariamente cercanos 

al origen. Farecería pues que lím / no existe. Podemos demostrar que tal 

( 0 , 0 ) 

es el caso extendiendo la noción de límites derechos e izquierdos de las 
funciones de una variable real. 



X 


^i/es una función de R" en R y $ es un conjunto en R\ sea f s la función 
c °tt dominio y regla de correspondencia 


Ent 


fÁ*) = /00 para xeS n @ f . 


óecimos que el límite de la restricción de f aS en a es b , lo que 

^nbimos 

Hm / = b (sobre S) o iím /(x) = b (xeS n ¡¿> r ), 




Iím Js~b 



si 
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De esta definición resulta claro que si lím / = b, entonces para cualqu.er 
conjunto t tal que a sea un punto de acumulación de S rS 9¡ 

lím / = b (sobre <#). 

a 

Así pues si hay alguna restricción de / que no tiene límite en a o hay dos 
restricciones de'/que tienen en a límites distintos, ello mdica que no existe 

el límite de / en a. 


1 1 _^ pruébese que no existe lím j . 

- 0 


4.9 Ejemplo. Si j = 

l \ +*2 

* (/ I / v l\ 2 _l v 2 — /j 2 1 —una curva de 

Solución. Si hacemos 6 — {(•*, y) | ( x ) y 

nivel de /— entonces 

x x 1 

i: m -1- = lírn-- TT 

<x.y)-(o,o> x 2 +y 2 (Jt.y)-(o.o) 2hx 2h 

Como los límites de / en el origen cuando lo restringimos a difercntes 
circunferencias que pasan por el origen son distmtos, de acuerdo que 
hemos visto, lím / no existe. 


(sobre é ). 



i f nct^ 

Como último ejemplo, consideremos el límite en el origen de !a íu 
JjLíl— janto el numerador como el denominador tienen 

/. 2 +h 2 I 
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* - * 

0 mo lí 111 * 16 en e * or ^ en - ^as enrvas ^ e n * ve ^ / son * os conjuntos 


(x, y) 


x 2 v 2 

y - = c {. Si c < 0, el conjunto es vacío. Sí c — 0 la curva de 


x z +y 2 


m 


‘vel consiste en los ejes X y Y sin el origen. Si c > 0, la curva de nível 
liene la ecuación ( x 2 -c)(y 2 -c) = c 2 (figura 11). Del diagrama de curvas 
de nivel parece resultar que lím / = 0. 




/, 2 / 2 


4 10 Ejemplo. Si / = ——-, demuéstrese que lím / = 0. 

/, H- / 2 0 


Solución. Tómese e > 0. Si x # 0, entonces 


x 2 y 2 


2 2 
x y 


x 2 + y 2 


= y 1 < e si 0<x 2 + y 2 <£. 


Si x = 0, entonces 


2 2 
x y 


x 2 + y 2 


— 0 < £ si 0<X 2 +y 


Así pues, si Ó = y/e, 0 < Jx 2 + >' 2 < ó implica 


2 2 
x y 


2 , 2 
X + X 


< e y esto nos 


demuestra que lím / = 0. 

o 

Otro tipo de iímite que algunas veces se presenta en la consideración 
de funciones reales de un vector es el de límite iterado, tal como, por 
ejemplo, lím lím /(x,^)r Este límite iterado tiene el significado siguiente: 

x-*XQ y—yo 

Para cada x fijo en una vecindad reducida -^'(xq; r) de x 0 , tómese el límite 
fie la función g en y 0 donde g(y) = /(x, y). Si este límite existe para cada x 
e n ó^'(x 0 ; r), entonces la función /?, definida por h(x) = lím /(x, y) y 

y^yo 

cxiste en £f'(x 0 ; r ). E1 límite de h en x 0 , si este límite existe, es lím lím /(x, y). 

x-*xo y-'yo 

^•11 Ejemplo. Encuéntrese lím íím (x 2 y + 2xy 2 ). 

x-*i y-* 2 

Solución. lím lím (x 2 y + 2xy 2 ) = Iím (lx 2 + ix) = 42. 


X-* 3 y—t 2 x~*3 

otese que lím (x 2 / + 2x^ 2 ) = 42 también. EI siguiente teorema 


CStíiK! 

e °e una relación entre lím lím /(x, y) y lím /(x, y). 

y-*yo ,>‘o) 

4,12 Teorema. Si 


y-*yo 

lím /(x, y) existe , y si , para cada x ert una 

^ecindn / <Jc,y)-Uo. ro) 

reducida de x 0 , lím /(x, y) existe , entonces 


yo 


- 


lím lím /(x,y)= lím 7(x,y). 

X — *o y-*yo (X,y)-*(xo, yo) 
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Prueba. Sea lím f(x, y) = b y lím Rx,y) - h(x). La funció ni . 

yo) y-yo . f 

está. definida para todo x en una vecindad reducida .1 (x 0 ) de 

Tomemos e > 0. Deseamos demostrar que existe una S > 0 tal que ■ 

\h(x)-b\ < £ H 


siempre que xe.+^' (x 0 ) y |x — x 0 | < ó. Como ^ ^Hrn^ yo f X ex ' s te 

una S > 0 tal que 

\f(x,y)-b\ < e/2 

siempre que (x, y)e<r((x 0 ,y 0 ); S) r> S f . Como Um /(x, y) = A(jc), par a 

cualquier x 6 yC'(.x 0 ) tal que |x-* 0 | < «5, existe'un número y (figura 12) 
tal que (x, y)e{(x 0 , y 0 )', 6) r>3f y ■ 

| /(jc, >>) — A(jc)| < s/2. ] 

Por tanto, para xeyC'(x 0 ) y |x-x 0 | < 6 (y para una y adecuada) 

\h(x)-b\ sí |/t(x)-/(x, j'íl + IAx, y)-b\ < e/2 + e/2 = e. ■ 


Así pues, lim lím /(x, y) 

x-+xo y—y o 


¿ = lím /(*, y). 

Cjc , y) —► (jco , yo) 



FIGURA 12 


E1 teorema 4.12 implica que: si lím f(x,y) existe y Sl ’ ^ 

(*,y)-‘(Jco,>’o) . - ra cada) 

cada x en una vecindad reducida de x 0 , Hm f(x, y) existe y si, P 

y-*>’o 

en una vecindad reducida de y 0 , lim f(x, y) existe, entonces 

Jf-*JC0 


lím Um /(x, ,) = Hm /(*. y) = ‘>m / (x ’ 

x-xo y-yo <* y)-*(Jfo,yo) - v >0 


Este resultado puede ser útil para demostrar que un limite n 

x . . . , ax __ r»ara cada 


:XÍ5 tC ‘ 


X* 


Por ejemplo, si f(x, y) = (ejemplo 4.9), entonces para 

una vccindad reducida de 0, lím /(x, >) = "• Entonces, j jl 
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4) 


lím 


I 

/■/r v) también existe lím lím /(x, y). Sin embargo, Iím - no 

J\X 9 yj* x-0 v-»0 x-*0 x 


(*.r»-< 0 - 0 ’ tanto, Hm /(*, >') no existe. 
gXÍStC )» P (x.yí'+íO.C) 




Problemas 

Úsese la definición de límite para verificar que 
(x + y 2 ) = 5 


«) I 5 *?, 2) 

y) -* ( I j, 2 ) 

b ) ’ lím (xy + 3y) = 0. 

(JC,>’)"*( ” 3 - 

2 Pruébese que si lím / existe, entonces es único. Es decir, si 


lím 


f=L,y lím /= L 2 , entonces L , = L z . 

a 

3. Determínense los siguientes límites: 


a) Hm xy 

(x,y)—( 2, 1) 

c) Jím sen o(/ 1 / 2 ) 

( 2 , 1 ) 

e) lím x 2 +x_y — y 

(jf.y)‘ + (3,5) 

g) lim y 

(jf.y)-+(o,o) x 

I ■ 


b) lím x+y + z 

(jf.y.z)-*(3, -l.l) 


i, 2 h 3 +f 


d) Hm 


(-2,3,1) / +/; 

/) lím lnoC/ 1 2 / 2 ) 

(3.2) 

/i) Hm 

(jc,y)“*(o, o) y 


4. Si lím / = L x y lím g = L 2 , pruébese que 

® a 

fl) lím (/+^) = l 1+ l 2 

a 

b ) üm (cf) = C L. 

& 

e) Hm(/-g) = L,-L 2 

/ = L 2 (Sugerencia: f 2 = / 2 o/, úsese el teorema 4.6.) 

e) lím f 

. J9 = LjLj (Sugerencia: fg = i[(/+g) 2 -(y-g) 2 ].) 

/> / i \ 

» T ^ 0) ( Sugerencia: - — I 1 úsese el teorema 4.6. I 

9> lfin ¿ = L, ,, 

* 9 L, (L2 ^°)- 
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S Si lím / = L demuéstrese que lím / = L. Demuestrese con un U 

a . 

ejemplp que lo recíproco no es cierto. 

6. Demuéstrese que lim |/| = 0 implica que lím j = 0. 

a 

7. Determínese s¡ cada una de las siguientes funciones tiene un límite 
en (0, 0). 


a) f(x, y ) = 


c) f(x, y) = 


e) J\x, y) = 


x + y 

X 


Ul + |yl 


X 

X 2 +y 2 


b) f(x, y) = 


d) f(x, y) = 


X 


x + >* 


l-v| + lyl 

xy 


g) f(x, y) = 2 — 

x + y 




/ 1 ) f(x, y) = 2 — 
y +x 


8. Si existe una vecindad 5^(a; r) de a tai que 

/(x) < g(x) ^ h(x) para toda xe// (a; / ) 


y si 


lím f = L — lím h , 


demuéstrese que lím g existe y lím g — L. I 

9. Si lím /(h) = L y u es un vector unitario fijo, demuéstrese que u 

h -^0 

lím /(/i) = L. 

/t — o 

10. Determínese lím iím /(x, y), Hm lím /(x, y), y Hm /(*’)'•■ 

r/o u.y>-uo.yo) I 

cuando 

a) f (x, y) — x 3 +x>? 2 , (xq » yo) = ( — ^ * ^) | 

4 


(*o> ^o) = (°’ °)- 


b) 

f (x, >0 = X sen xy, (> 

11 

o 

r. 

o 



1 

xy sen -, 

x ^ 0 

c) 

f(x, y) = ■ 

X 




0, 

o 

II 
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m x 2 -V 2 

ii Si /(x, >*) = —r—, determínese tím Iím 7 (x, >) y lím lím / (x, y). 

1** X + >' x~*0 y-*0 y-»0 x-*0 

n,.é ouede decirse sobre lím /(x, >) ? 

6^ U K (X.y)-(O.O) 


12 Si /'(x,y) = xsen determínense lím /(x,y), lím iím /(x,y), 
^ y (x,y)-*(0.0) i-Oy-O 

v lím lím f(x, y) s¡ existen. 

y _0 X "*0 


5. CONTINUIDAD 


5.1 Definición. La función f es continua en el punto a de B f si para cada 
£ > 0 existe una ó > 0 ial que 

S&" l/(x)-/(a)| < £ 

siempre que xe@f y |x — a| < Ó. 

En ei lenguaje de las vecindades esta definición puede enunciarse como 
sigue: / es continua en ae^ si para cada vecindad Jí de /(a) existe una 
vecindad Ji de a tal que 

Kr f(Jt n® f ) c Jf. 

Si a pertenece a pero no está en un punto de acumuiación d t 
entonces/ es continua en a, pues en este caso existe una vecindad Ji de a 
tal que Ji n = {a}V Entonces, si Jf es una vecindad cualquiera de /(a), 

Uh f(Jin® f )= {/(a)}c:^. 


Si a es un punto de acumulación de @ f , entonces la definición 5.1 es 
e quivalente a la función /es continua en el punto a de í2> f si 

iím/ = /(a). 

a 

Correspondiéndose con el teorema sobre límites 4.5, tenemos el siguiente 
e °rema sobre continuidad. 

Teorema. Si las Junciones f y g son continuas en a, entonces f +g y 
y fg son eontinuas en a y ffges continua en a siempre que g( a) / 0. 

f u EBa - Si a no es un punto de acumulación de 2 f n entonces estas 
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$ n entonces a es un punto de acumulación tanto de 9 f como de Q g y 
el teorema sigue del teorema 4.5. Por ejemplo, 

. ' lím (f +g) — iím / + iím g 

■ 

= /(a)+0(a) = [/+#] (a). 

# 

Como lím c = c y lím l k = a k = / t (a), las funciones constantes y l as 

% 

a 

funciones proyección son continuas en cuaiquier punto a. Así pues, según 
el teorema 5.2, las funciones polinomiales son continuas en todos los 
puntos de R"; las funciones racionales son continuas en todos los puntos 
de R n en que el denominador es distinto de cero, es decir, en todos los 
puntos en que las funciones están definidas. 

5.3 Teorema. Si f es una función de R rt en R que es continua en a y g es 
una función de R en R que es continua en /(a), entonces g ofes continua en a. 

Prueba. Si a no es un punto de acumulación de ^ 9e/ , entonces g °f e s 
continua en a. Si a es un punto de acumuiación de ^ ffo/ , entonces, como 
, <= Br, a debe ser un punto de acumulación de @ f y íím / = /(a). 

j J r a 

Luego de acuerdo con el teorema 4.6 

lím (g of) = g(J\ a)) = °/J ( a ) * 

a 

5.4 Ejemplo. Demuéstrese que la función / definida por /(x, y) = sen xy 
es continua en todos los puntos de R 2 . 

Solución. La función / es sen o(/i/ 2 ). Como fl 2 es una función poli- 
nomial, es continua en todos ios puntos de R 2 ; la función seno es continua 
en todos los puntos de R. Luego, según el teorema 5.3, / es continua en 
todos tos puntos de R 2 . 

La noción básica en continuidad es la de continuidad en un punto- 
Pero también usamos la terminología: “/ es continua” o “ / es continua 
sobre un conjunto $f”. Definimos ahora estos términos. 

dt 

5.5 Definición. Una función es continua si es continua en cada punto 
su dominio. 

* 0 

5.6 Definición. Una función fes continua sobre un conjucto Sf <= s ' 

junción restringida f es continua. 

Así pues, podemos decir que la función /del ejemplo 5.4 es continua» 
equivalentemente, que es continua en R 2 . 
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Toda función racional es continua. Obsérvese, sin embargo, que la 
ión racional / = ———- no .es continua sobre eí conjunto 

J\ +/¿ 

SS (0: n = Ux. v) I A ' 2 + v 2 < 1). 


■ a que ^(0; 1) no está contenida 

y Una función real de una variable real continua sobre un intervalo 
osee la propiedad del valor intermedio: si / es continua sobre [a, b] y 
f(a) < f(t>) y t es un número cualquiera tal que f(a) < t < /(¿), 
entonces existe un punto ce<a,b} tal que f(c) = /. Demostraremos que 
las funciones reales de un vector poseen también esta propiedad. Intro- 
duciremos primero algunos términos de la terminología usual. 

Si S c= ÍF <= R", entonces decimos que S es abierto respecto a si 
existe un conjunto abierto en R" tal que S = n &. Así pues, S es 
abierto respecto a fF si y sólo si para todo xeS hay una vecindad ^(x; r) 
de x tal que <í^(x; r) n a S. Por ejemplo, en R el conjunto [0. I ) es 
abierto relativo a [0, oo> ya que [0, 1 > = < - 1, i > n [0, 00 >. 

Un conjunto S c: R" se dice que es conexo si no existen dos conjuntos 
no vacíos ajenos .sé y £% ambos abiertos respecto a S tales que S — sd u &. 
Si S es abierto, entonces S es conexo si no puede representarse como la 
unión de dos conjuntos ajenos, no vacíos y abiertos. Por ejemplo, un 
intervalo es un conjunto conexo en R, un círculo y un rectángulo son 
conjuntos conexos en R 2 , y una vecindad es un conjunto conexo en R". 
Un conjunto de ia forma {x | |x| > 1} no es conexo en R, pero es conexo 
si es un conjunto en R" pára n > 1. 

5.7 Teorema. (Teorema del valor intermedio.) Sea f una función rea^ 
continua sobre un conjunto abierto y conexo S c: R” y sea f( a) < /(b) para 
algunos a, b eS. Para cada t tal que f( a) < t < f( b) hay un punto c eS tal 

que /(c) = t. 

Pruhba. Sea sé = {\ | xeS y /(x) < /} y 9$ - {x j xe^ y /(x) > /}. 
daramente y son ajenos y no vacíos: ae.^ y beáf. Sea xesí. Como 
/( x ) < / y/es continua en x, existe una vecindad SS(x) cz S tal que /(y) < / 
Para todo ye^(x). Luego sd es abierto. Análogamente puede verse que á? 
es también abierto. Pero S es conexo. Luego no puede ser la unión de dos 
c °njuntos ajenos, no vacíos y abiertos sé y Luego hay al menos un 
u nto c eS tal que v es decir, tal que /(c) = t. 

^oblemas 


t5 ^(a; 6 ) de a tal que b < f(x) < c para __ . . _ 

cont; $ese ^ e finición 5.1 para verificar que la función f — /j 3 + / 2 3 es 
nua en (0, 0) y en (2, 1). 
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3. Determínese el conjunto de puntos en que j es continua cuando 


a) f(x,y,z) = 


2 xyz 

x-y 


c) / = 


1 


+ 2/j + /2 


b) f(x, y ) = tan xy 


d) f = expo(/j + I 2 ) . 


4. ; Es continua en (0, 0) la función / definida por 


f(x, y) = -j —5 , (x, y) # ( 0 , 0 )? 

x +y 


. m o) = 0 

5. / Es continua en (0, 0) la función/delinida por 


f(x, y) = -j — i, (x, y) * (0, 0)? 

x+y 

f(0. 0) = 0 

6. Suponaamos que / es una función de R J cn R y que / es continua 
en ei punto (x 0 , >- 0 ,z 0 ). Definamos la función g de R 2 en R de acuerdo con 

la regla 

g(x,y) = f(x,y\z 0 ). 

Demuéstrese que g es continua en el punto (,v 0 , ,y 0 ). 

7. Si a es un punto de acumulación de un conjunto £, demuéstrese 
que ae<f. 

8. Demuéstrese que si $ es abierta entonces todo punto de S es un 
punto de acumulación de S. 

*9. Demuéstrese que un conjunto & en R es conexo si y sólo si S es un 
intervalo. 1 


6. FUNCIONES DIFERENCIABLES 


un 


Supongamos que / es una función real de variable real defimda s0 ^ 
intervalo abierto /. Si la derivada de/existe en el punto xef , enton^ 


f'(x) = Um 

íi-0 


f(x + h)—f(x) 
h 


1 Volumen 1, pág. 434, teorema 4.5 
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Haciendo q>(x:h) 


\_ 

h 


[f (x + h) —f(x)] — /'(jc) cuando h f 0 , obtenemos 


61 f(x + h) = f(x)+f'(x)h + <p(x; h)h donde lím <p(x; h) = 0. 

La relación 6.1 se verifica para todos los valores distintos de cero de h 

talesq uex + hef. 

Decimos que la función /de R en R es diferenciable en el punto x si / 
está definida en una vecindad Sf(x\ r) de a* y si existe un número a 
(independiente de h) tal que para cualquier punto x+h en Sf'(x; r) 

f(x + h ) = f(x)+ah + q>(x;h)h donde lím q>(x; h) = 0. 


/i-'O 


I 


I 


» 


EI término ah se llama diferencial de /en x y h v se representa por df(x ; h). 
Hemos demostrado en los anteriores renglones que si / tiene una derivada 
en eí punto x, entonces / es diferenciable en x con a = f (x) y, por tanto, 
df(x;h) = f(x)h. 

Probaremos ahora que si Ia función / de R en R es diferenciable en x, 
entonces /tiene una derivada en .x'. Como para todo x + h en una vecindad 

reducida de x , 


f(x + h)= f(x) + ah + q>(x; h)h donde lím q>(x; h) = 0 , 

#»-* o 


tenemos 


f(x + h)-f(x) 

x -= ü . 

h-> o h 



Por tanto, f (.v) existe y es igual a a. 

Análogamente, una función de R en R" es diferenciable en un punto 
SI y sólo si tiene una derivada en el punto. En el caso de funciones de R" 
e n R no existe una extensión directa de la definición común de derivada. 
Sin embargo, como la notación de diferenciabilidad se extiende fácilmente, 
lomamos esta noción como básica y definimos Ia derivada en este contexto. 

^ e finición. Si fes una función de R" en R. decimos que f es diferenciable 
€n Punto x si f está definida en una vecindad Sf(x; r) de x y si existe un 
Ctor a 0 hdependiente de h) tal que para cualquier punto x + h en Sf'(x;r) 

6 3 

7(x + h) =/(x)+a*h + <p(x;h)*h donde lím tp(x; h) = 0. 

z H h — 0 

£/ té rnij 

Bl i n ° a * h se llama diferencial de f en x y h y se denota por df(x; h). 
°tor a se Ilama derivada de f en x y se denota por D f(x). 

derare ItSe ^ UC ^ 1 )» P ara un x ^j°’ es una función de R n en R n . Consi- 
0s tales funciones en el próximo capítulo, pero ahora debemos 
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expkar qué es lo que queremos decir por lím tp(x; h) = 0. Si escribimos 

tp(x;h) = (<Pi(x;h) y <P„(x; h», 
entoices iím <p(x, h) = 0 quiere decir lím <p k (x; h) = 0 para k = 1 , 

h-0 h "*° 

6 *4 Ejemplo. Demuéstrese que la funcióny definida por 

f(x,y) = x 2 + xy 

es diferenciable en todo punto de R 2 . 


Solición. Sea x — (x, y) un punto cualquiera y h — ( fi 9 h 2 ) un \ector 
cuslquiera de R 2 . Entonces 

/(x + h) = f(x + h x ,y+h 2 ) = (x + h x ) 2 + (x + h x ) (y + h 2 ) 

= x 1 + 2 xh x +hf + xy+yh x +xh 2 + h x h 2 
= x 2 + xy +(2x+y, x)- (h x , h 2 ) + (h x , h j) ■ (h Xy h 2 ) 

= /(x) + a * h + tp(x ; h) ■ h, 

doade a = (2 x+y, x) y <p(x; h) = (h x , h x ). 

Queda por probar que lím <p(x; h) = 0. Pero es claro que 

h-0 

lím (/i,, /i,) = (lím /i,, lím /i,) = (0,0). 

h-0 h—0 h—0 

Portanto, /es diferenciable en todo punto de R 2 . Además, la diferencial 
dc en x y h es 

df(x; h) = (2x+.y, x)-(/t,, h 2 ) = (2x+^)/tj +xA 2 
y ^derivada de / en x es 

D/(x) = (2 x+y y x). 

Cuando decimos de una función que es diferenciable sobre un con i UI1 j a 
queremos decir que la función ha de estar definida en una vecindad de 
punto del conjunto. De aquí que consideremos solamente la diferenciabi i 
sc ^re conjuntos abiertos. 

6.5 Teorema. Sifes diferenciable en x, entonces es continua en x. • 

Como / es diferenciable en x, / está definida en una vecia 
*^(x; r) de x. Deseamos ahora probar que 

lím /(x + h) = /(x). í 

h-0 
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para 


cualquier punto x + h de Sf'(x; r) tenemos 
/(x + h) = /(x) + a*h + <p(x; b)*h donde 


lím <p(x; h) = 0. 

h-0 


por tanto. 


lím /(x + h) = /(x) 

h-0 


y / es continua en x. 

E1 recíproco de este teorema no se verifica. Por ejemplo, la función 

definida por f(x, y) = \x 2 +y 2 es continua en el origen, pero no es 
diferenciable en el (problema 2). 

Como en el caso de funciones reales de variable real, la suma, el producto 
y ] a composición de funciones diferenciabies son diferenciables. 


6.6 Teorema. Si f y g son diferenciables en un punto x en R", entonces 
f+ 9 y f9 son diferenciables en x y 

dlf+9] (x; h) = df(x; h ) + dg(x; h) 
D[f+g](x)=Df(x)+Dg(x) 
d[fg ] (x; h) = f(x) dg(x; h)+g(x) df(x; h) 

V[fg] (x) = f(x) D^(x) +^r(x) D/(x). 

Prueba. Probaremos el teorema solamente para el producto. La prueba 
para la suma se deja para el estudiante (problema 3). Como f y g son 
diferenciables en x, existen vectores a y b y una vecindad Sf (x; r) de x tales 
que para cualquier punto x + h en £^'(x; r) 

j (x + h) = /(x) + a*h + <p(x; h)• h donde lím <p(x; h) = 0. 

h-0 

y 

^(x + h) = ^(x)+b*h + \|/(x; h)« h donde lím \[/(x; h) = 0. 

h-*0 

Entonces, si x + h eS?'(x;r) 

L/j?] (x + h) = [/(x) + a * h + cp(x; h) * h] [#(x)+ b • h + \(/(x; h) • h] 

= L Í9] (x) + [/(x)b+^(x)a] • h + 0 (x; h) * h 

donde 

0(x; h) = /( x ) \)/(x; h) + (a • h) b-t-(a • h) \[/(x; h) + ¿?(x) <p(x; h) 

E +(b • h) <p(x; h) + [<p(x; h) • h] \[/(x; h). 

m ° S ^( x í h) = 0, fg es diferenciable en x y 

fc,r d Ug] (x; h) = /(x) dg(x; h)+^(x) df(x; h) 

*>lf9] (x) = f(x)Dg(x)+g(x)Df(x). 
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#■ 

6 7 Teorema. Si fes una función de R n en R que es diferenciable en \ > ges 

es diferenciable en x y 

■ ■ d[g c/] (x; h) = dg(J(x); df(x ; h)) 

D[0o/](x) = D. 9 (/(x))D/(x). 

Prueba.. Como/es diferenciable en x, existe una vecindad ^(x; r) de x y 
un vector a tales que para cualquier punto x + h en Sf (x, r) 

/(x+h) =/(x) + a-h+<p(x;h)-h donde lím <p(x; h) = 0. I 

La diferenciabilidad de g en /(x) .mplica que existe una vecmdad //(/(x); s ) ^ 
de /(x) tal que para cualquier punto f(x) + k en . (x), 

g(f(x) + k) = g(f(x))+g'(f(x))k + <l/(f(x)-, k)k 

donde lím *(/(x); *) = 0. Si hacemos *(/(x); 0) = 0, entonces la expresión 

anterior*se verifica para todos los puntos f(x) + k en .9>(f(xY, s) C'omo/es 
continua en x podemos suponer que ^(x, r) esta g 
que f(Sf(x\r)) <= Sf(f(x)\s). Luego si x + he.Z (x;r), 

[g o/] (X + h) = íK/(x) + a • h + <P(X; h) • h) 

= g(f(x)) + g'(f(x)) [a • h + <p(x; h) • h] 

+ [a • h + <p(x; h) • h] i ¡i(J(x)\ a • h + <p(x; h) • h) > J 
= g(f(x))+g'(f(x)) a • h + 0(x; h) • h 

donde 

0(x; h) = g'(f(x)) <p(x; h) + [a + <p(x; h)] *l>(f(x)\ a • h + <p(x; h) • h). 
Como lím i¡/(f(x)\ a • h + <p(x; h) • h) = 0 (teorema 4.6, pág. 175), h® 

h-+0 

0(x; h) = 0 y, por tanto, g ° f z s diferenciable en x y 

d[g of] (x; h) = dg(f(x)\df(x\ h)) 

D [g /] (x) = Dg(f(x)) D/(x). J 

6.8 Corolario. Si f y g son diferenciables en un punto x de R y g(*> * 

I' 

enionces - es diferenciable en x y 
9 


a 


D 


/ 
LQJ 

f 

LgJ 


(x; h) = 


g{x) df{x; h)—/jx) dg(x: h) 


5 2 (x) 


£í(\)D/(x) —/(x)D^(x) 

w 
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6] 


Pruf.ba 


/ + 1 

Como 


1 


9 
'/ 

L0J 

- 1 


(x; h) = /(x) d 


l 

.9J 


(x; h) + —'— c//(x; h). 

3(x) 


Además, - = I < 9 y, P°r tanto, 
9 


1 

L0. 


(x; h) = dl l (g(x)\dg(x\ h)) = -/ _2 (£)(x)) </g(x; h) 

_ </g(x; h) 
í/ 2 (x) 


Por tanto 


Como 


/ 

i_a. 

'/' 

-0j 


(x- h) = g(*) t (/'(x;h)-/(x)</g(x;h) 

0 2 (x) 


(x; h) = 


g(x)D/(x)-h-/(x)Dg(x)-h 


0 2 (x) 





D 


7 

.9 J 


(x) = 


_ g(x)D/(x)-/(x)Dfl(x) 
ér 2 (x) 

g (x) D/(x) -/(x) D^ (x) 


h, 


g 2 W 


La prueba dél siguiente teorema es análoga a la del teorema 6.7 y se 
para el estudiante (problema 4 ). 

^^Teorema. St g es una función de R en R n que es diferenciable en el 

f y / es una función de R n en R que es diferenciable en g(0, entonces 
° ^ es diferenciable en t y 

d[fc g] (t;h) = df(g{t); dg(t ; h)) 

IIT D[f° g] (0 = D/(g(/)) • Dg(t). 

func'^ rrnU ^ a ^ UC aca ^ amos ^ ar para la derivada de la composición 
^sand nCS SC ** ama a veces re 9^ a de la cadena. 
r eale s ^ ° C ^. teorem a 6.9 y el teorema del valor medio para funciones 
aiedio ^ aria ^* e re al, podemos fácilmente derivar un teorema del valor 
Para funciones reales de un vector. 
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• i ■ \ c; f gs diferenciable sobre u/¡ 

6.10 Teorema. (Teorema del va or m rect ¡¡¡ ne0 cerrado que va de x a y, 
conjunto abier.o i que conuene 
entonces existe un numero 6e <0, 1 > í 

/(y) _ /( x) = (y-x)-D«x+e(y-x))- 
t v c- — fog, Entonces 

p “'“' s “ 810 «»-'»• 

. 0 F es Hiferenciable sobre [0,1]. Aplicando 
S «Vervatirr para funcones reales de una variabie real a F, 

obtenemos = F(0) para algun 0e<O, 1>. 




Esto impHca 


/Yvt— Ax) 


- m/ o2l(0) = D/(g(0)) • DeW 


Problemas f „ nc iones son diferenciables en 

1. Demuéstrese que la J S ' g ^ nese el valor de la diferencial en x yh 
cualquier punto x de R y propor 

y e' valor de la denvada en X ' b) /(x , y) = 2xy ' I 

a) f(x,y) = *+> 2 ¿ /(x,y) = x 2 y + ^ 3 ' 

e) /(x,y) = x 2 +/ ' A ,, > = 

la función deünida por f{x,y) 

2. Demuéstrese que a nQ es dl ferenciable allí. 

continua en el origen, p diferenciablc 

3. Si/y í son diferenciables e„ x, demuís.re.e ,ne / + » 

en x y que rf[/+ ^ (x; h) = d/(x; b)+4?C*: h ) 

D[/+^](x)=D/(x)+D3(x). 

4 Pruébese el teorema 6.9. t n te de 

„ _ ft donde c es una funcion constante 

5. Demuéstrese que Dc - 0, I 

en R ' ■ R 2 demuéstrese qu e 

«. sí i,. i, s«» «•> ! ,o ;> I 


a) D/, =0,0) 

7. Determínese D f(x, y) s ' 

a) f(x,y) = lx+2y 
c) f(x, y) = + 2 

e) f(x, y) = — 


b) D I 2 = (0, 1). 

b) f(x, y) = x y 

d) f(x, y) = x y 
f) f(x, y) = sen (^y) • 
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g Un conjunto $ se dice que es convexo si, para dos puntos cualesquiera 
v v de el segmento rectilíneo de x a y se encuentra en S. 

a j Qemuéstrese que una vecindad «^(a; r) es convexa. 
b) Demuéstrese que si D/(x) — 0 en todos los puntos x de un conjunto 
abierto y convexo S , entonces es una constante sobre S. 

9, a) Demuéstrese que si D/(x) = 0 en todo punto x de un conjunto 
abierto y conexo S\ entonces /es una constante sobre S. 

Sugerencia. Úseseel problema 8 para demostrar que f*{c) = {x ¡/(x) = c} 

es abierto. 

b) Proporciónese un ejemplo de una función / definida en un conjunto 
abierto S de R 2 tal que D/(x, y) = 0 para todo (x, y)eS tal que / 
no sea constante sobre &. 


7. DERIVADAS DIRECCIONAEES 

A fin de disponer de una imagen geométrica sencilla, inicialmente 
restringiremos nuestra discusión a funciones de R 2 en R. Entonces la 
gráfica de/es una superficie en R 3 (figura I3a). En un punto x del dominio 
de/la función no tendrá en general una razón de cambio única sino que 
cambiará en proporciones distintas, según cuál sea la dirección en que x se 
mueva. La razón de cambio de / en la dirección u, donde u es un vector 
unitario, está dada por 

7.1 \ | im /^ . t . *?) .. -/W . 

/i-o h 



(a) 


(b) 


FIGURA 13 
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Esta razón de cambio se llama derivada direccional de / en la direccíón 
en el punto x y se representa por el símbolo D u f(x). 

Nótese que el valor de la derivada direccionai D n f(x) depende solame 
de los valores de la función/’en los puntos sobre la recta que pasa por \ v ^ 
paralela a u : {x + /?u he R}. Los puntos sobre esta recta quedan especjfp 
cados por el valor del parámetro h. Si definimos la función F por la regij 

F(h) = /(x + /?u), 1 


entonces Fe s una función real de una variabie real cuya gráfica corresponde 
a la intersección de la gráfica de /con el plano & que es perpendicular al 
plano XY y contiene la recta que pasa por x y es paralela a u (figura 13) 
E1 punto (0, E(0)) corresponde al punto (x, f(x, +)). Como 


7.2 D.m - lim ffi±!2=£E>> - lím £2tÍS2 - f, 0 ). 

h-*o h *-» o h 


decimos que D a f(x) es la pendiente en (x y y, f(x, >)) de la curva formada 
por la intersección de la gráfica de / y el plano 

Definimos ahora la derivada direccional en el caso general de una 
función de R" a R. En esta definición suponemos que la función está 
definida sobre un conjunto abierto en R M . 


7.3 Definición. La derivada direccionalde f en la dirección u, donde uesw 
vecíor unitario en R", es la función D u f con regla de correspondencia 


D u f(x) = lím 

ít-»0 


/(x + /iu)-/(x) 
h 


y con dominio el conjunto de todos los puntos x del dominio de j para los 
existe tal límite. 


Nota. Obsérvese que si /es una función de R en R y u se hace igujl 
al número 1, entonces esta definición es la misma que la definicion 
derivada de una función real de variable real. 


E1 valor de la derivada direccional, DJ\x ), es la razón de cambio^ | 
en la dirección u en el punto x. Por ejempío, si f(x,y,z) es la temp eratur ^ 
el punto (x, y, z), entonces D u f(x , y , z) es la razón del cambio de temp era 
en (x, y, z) con respecto a la distancia a lo largo de la recta 
por (x, y, z) en la dirección u. Consideremos como otro ejemplo la u u ^ e j 
de R 4 en R donde f(x,y, z, t) es la temperatura en el punto (x,}*-• ^ 

instante t. Si u = (u x , u 2 , u 3 ,0), entonces D u f(x,y,z,t) es la rd ' ^ 
cambio de la temperatura [en el punto (x, y, z) y en el instante^ ^ ¿I1 
respecto a la distancia a lo largo de la recta que pasa P° r ■ e5 
la dirección (u x ,u 2 ,uf). Y, si u = (0,0,0, 1), entonces D u f(xD¿' | 
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n 


»ón dc 


a mbio de la temperatura [en el punto (x, y, z) en el instante t) 


ra- 7U, ‘ ' a j tiempo 


c on resp eet0 ^ ... ^acemos F(h} = f(x + hu), entonces, como antes vimos 

S¡ par a x y u J 


7.4 


DJW 


, . IIm f W -F« n . r(0) . 


h~*0 


h~> 0 


nada nuevo necesitamos aprender para calcular derivadas 
^ s i pueden calcularse diferenciando una función real de variable 

dl Tusamos esto en la solución 2 del siguiente ejemplo. 

75 Ejemplo. Determínese D„/donde/ = /, 2 +I 2 2 +I¡ yu = -L(2,-l,l). 


Solucjón I. 

.. f(\ + hu)-f(\) 

Iim ---— 

h — 0 h 


= lím -f( 
h-0 hl\ 


x + M + V7e h ) + \ z + 76 h] - x2 ~ y2 ~ z2 


V ( 4 4 , 2 I , 2 1 , 

lim — x + -h - —y + -h-\ - -z + - h 

h-*o \yj 6 6 yj6 6 x /6 6 


~—=.(2x — y + z). 

V 6 


Por tanto. 


D uf(x , y , z) = — (2x-> + z) 

x, 6 


Solu 


D „/= —( 2/,-/ 2 + / 3 ). 

V 6 


2. Si hacemos F(h) = f(\+hu) entonces D u /(x) = F'( 0) 

= fív 




+ (z + +h 


2 


2 
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F\h) = f(x + fh)-j=(y j¿ h ) + ( z + y/6 J 


Luego 


\/6 V \/6 


o„/(x) = r ( o) = ^x-^>- + 7 = 


Aunque la derivada direccional parece una extensión 
derivada de una función real de variable rea , ay a ® p e : cmD j 0 
importantes de ésta que no se conservan en esta ex e • > 

una función puede tener en un punto denvadas d.reccionales en todas las 

direcciones y, sin embargo, no ser continua en ese punto. 

7.6 Ejemplo. Sea/la función de R 2 en R definida por 

/(x, y) = ~T7~i ’ * (0 ’ 0) 

y +* 

/(0, 0) = o. ( 

Demuéstrese que en el origen existe la derivada direccional de / en cualquier 
dirección, pero que / no es continua en el origen. 

Solución. Sea u = (u¡,u 2 ) un vector unitario. Entonces 

.. /(fiu,,/iu 2 )-/(0,0) 

DJ\ 0, 0) = lim —-- 


0 


1 

lím - 
h-0 h 


h 2 Ui 2 u 2 


h 2 u, 2 + h A uf J 


U i U 2 

lím — 


2 , i 2 , 4 

> o u 2 ~l" h u j 


^-L_ , SÍ w 2 # 0 
w 2 


0, 


si w 2 = 0 • 


7] 
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es, en e I origen, la derivada díreccional de/en cualquier dirección 
^ sl p ara demostrar que / no es continua en el origcn. consideremos la 

narábola S = {(*> y) \ V = * 2 } • Entonces . 


lím j - = lím i = i (sobre S). 

(X.y)-(O.O) y ¿ +X ix,y)-(0,0) 


Como /(0, 0) = 0, / no es continua en (0, 0). 

Ahora demostraremos que si / es diferenciable en un punto, entonces 
todas las derivadas direccionales existen en ese punto. 

7 7 Teorema. Si f es difereneiahle en x, entonces la derivada direccional 
de f en cualquier dirección u existe en x y 

Dj(x) = D/(x) * u = df(x ; u). 


Prueba. Si hacemos g(h) = x + /íu y F = fo g, entonces F(h) = /(x + /iu) 
y de acuerdo con 7.4, DJ'(x) = f/O). Usando el teorema 6.9 obtenemos 

F’( 0) = D[f c g] (0) = D/(g(0))-/)g(0) 

y, por tanto, 

D u /(x) = D/(x) • u = df(x; u). 


E1 recíproco de este teorema no se verifica. Una función de R" en R 
puede tener derivadas direccionales en todas las direcciones en un punto 
y no ser diferenciable en ese punto. La función considerada en el ejemplo 7.6 
tiene derivadas direccionales en todas direcciones en el origen, pero no es 
ni tan siquiera continua en el origen, y, por tanto, ciertamente no diferen- 
ciable. 

Como el producto escalar de dos vectores aícanza su valor máximo 
cuando los vectores están en la misma dirección, D u f(x) = D/(x) ■ u = 
Comp u D/(x) implica que D/(x) es un vector en la dirección de la máxima 

razon de cambio de f y que esta máxíma razón de cambio es la longitud 

de D/(x). ' 

Nótese que si hacemos h = hu donde h = |h¡, entonces 


Así 


df(x; h) = h u • D/(x) = hDJ(x). 

p ues, el valor df(x; h) de la diferencial es la longitud de h veces el 


ll 

en x de la derivada direccional de/en la dirección u = —. 


Lisand 11 

a der' - Q ° ° $ teoremas 6.6 y 6.7 y el corolario 6.8, podíamos proceder 

c °mpo ar laS ^ rmu * as para ^ a derivada direccional de la suma, producto, 

Si n emba Ón ^ coc * ente de funciones diferenciables (pioblemas 6, 7 y 8). 

r So, estas fórmulas no son necesarias para propósitos de cálculo. 
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' f _j A cpncillo oara obtcncr las derivadas 
En la sección 9 derivaremos un metodo senciuc p 

dÍre p C a¡a n aÍrivadas direccionales podemos probar un teorema del valor 
medí que es análogo al dado para las derivadas (teorema 6.10). 

7 8 Teorema. (Teorema del valor medio.) Si DJ existe sobre un conjunw 

^wctoJu^^^oJentMcefexiste'i^^f^ 0 w' > «/ ¿ 
/(x+/iu)-/(x) = hDj(x+0hu). 

r~{,\ _ /Yv-c/iii Y6Í0 h\. entonces, usando la 

Prueba. Si hacemos F(t) = y(x+l> J ’ _ n a x + ,n\ n e 

obtenemos . N 

F (h)-F(0) = hF'(Oh) para algun 0e(, 0, l). 


Luego, 


/(x + hu) —/(x) = hDJ(x + 0hu). 


Problemas 

1. UsandcHtrdefimción de Dj, determinese D u /cuando 

a) /(xj) = x 2 y, u = i = (1.0) 

b) f(x,y) = x 2 y, u = j = (0,1) 

>, u = —= ( — 5, 4,1) 

J42 


c) /(X, y, z) = xz + y, 


1 


d)/=/,/ 2 2 + / 3 > u = ^U>2,l)- ; 

7 81 /Yy u z ) = XZ + -, determínese D u /cuando 

2. Si J (x, y, z) x + ^> 

fl) u = i = 0,0,0) 6) u =j =(0,1,0) c) u = k = (0, > 

3. Encuéntrese J>f mediante la determinación de F'( 0), 

(/,) = /(x + /iu), cuando 

fl) /(x, y) = sen xy, u = 

!>) /<*, y, z) = + ln z - u = ^ 2 ’ °’ 3) • j 


8] 
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4. Demuéstrese que O a c = 0 cuando c es una constante de R" en R 
u un vector unitario en R". 

5 . Demuéstrese que D_ u f — - D u f. 

6. Sifyg son diferenciabies sobre un conjunto abierto £, demuéstrese 

que sobre £ 

DuU+9) = + 

f = fo m g+gDj\ 

7. Si/es una función de R" en R que es diferenciable sobre un conjunto 
abierto £ y g es una función de R en R que es diferenciable sobre un 
conjunto abierto que contiene a f{£), demuéstrese que sobre £ 

fc £>Á9«f) = (g' °f)D u f 

8. Si/y g son diferenciables sobre un conjunto abierto £ y g es distinta 
de cero sobre £, demuéstrese que sobre £ 

dJ j -\ = 9 - dj ~ 2 ,d - 9 . 

\9 / 9 

9. Si J es diferenciable sobre x 0 y j tiene un máximo relativo en x 0 , 
demuéstrese que D u f(x 0 ) = 0 para toda dirección u. 

10. Si j es una función de R 2 en R que es diferenciable en ei punto x, 

demuéstrese que 

D/(x) = (Z)|/(x), DJ(x)), donde i = (I, 0) y y = (0, 1). 

11. Un conjunto £ se llama convexo si, para cualesquier dos puntos 
x y y en £, el segmento rectilíneo de x a y se encuentra en £. Pruébese 

si para todo u, D u f(x) = 0 en todo punto x de un conjunto abierto y 
°nvexo £, entonces / es constante sobre £. 


8. DERIVADAS PARCIALES 


se ii c ^ er * va ^ as direccionales en la dirección de los ejes de coordenadas 
nian derivadas parciales. 


^ *1 ' 

d? nic, °n. Si j es una función real definida sobre un conjunto abierto 

P°nenr Ü * €S vector con componente k-ésimo I y todos lor - 

a ¡Q k-í entonces damamos a D Uk f ta derivada parcial de f 


' e *ima coordenada. 


los otros com - 
con respecto 
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„ c n f Dor D J. Así pues, DJ es la función 
p or brevedad denotaremos D a J por u k j 

con regla de correspondencia, f U + hUt) -f(x) 

8.2 ' = I ' 


• , nnntos x en el dominio de/ para los que el límite 

y dominio el conjunto de puntos 

R' « R. Supongamos ,« L >• 

{(x, y, 2) | z = f(x,y)}> 

n . a r\p acuerdo con 8.2, lus derivadas 


D)f(xo> yo) = lim 

h-*0 


f(x 0 + h t yn)-/( x o> >’oi 

h 


d 2 /(x 0 , y 0 ) = lím 

¿ /t —* 0 


/(X 0 , >0 + (i)-/( x o» J'qj 
h 


, mmin.inrse oor el método dado para 
Estas derivadas parciales pue en étodo Ugeramente diferente que 

calcular derivadas direcuonales o p°r deriva das parciales. Clara- 

es especialmente adecuado para e ' Ldk , de los va |ores de/en puntos 

mente, el valor de Dj(.yj ^f^fZTpor el punto (*.,*,)• Los 
sobre la recta para e a d ^ . ¡ b ¡ rse s i mp lemente dando solamente su 

puntos sobre esta recta . p£ £ ^ fica el punt o (x,y 0 ) sobre la recta 

primera coordenada, es deur, x p 
y = y 0 . Si definimos la funcion g , por la rcgia 

9\(x) = /(*» J’o)* 


entonces 


D,/(x 0 ,yo) = lím 


JXxo + h.yJ-nxojJo) 


h-0 h 


. m QÁXo + hJ gAxo) = 9j '(x 0 ). 
h 


lím 

h —► 0 


Análogamente, si definimos g 2 por 

9i(y) = /( x o» J')» 

entonceS n«,.vn + *)-/(*>.* »> 

D 2 /(x 0 .yo) = i> m h 


gAy o + h )-9i !l°} = g 2 '(y)o ¡ - 
^ hm - : 


h 0 


/1 
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la superficie z = /(x, con Ios planos y — y 0 y x = x 0 , respectivamente. 


8.3 Ejemplo. Si / = /i 2 + / 2 2 , determínense las derivadas parciaíes de /. 


Solución. Si para coalquier punto (x 0 ,j/ 0 )gR 2 (figura 15), hacemos 
9i(x) = f(x>yo)> entonces D x f(x 0t y 0 ) = gf(x 0 ). Como /= /, 2 + / 2 / 

9\(x) = 






FIGURA 15 
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- £, /•_ 2/,. Haciendo 2 W - /K J), 

Así pues, Dj(x 0 ,y 0 ) = 2*o y '• / 

tenemos D 2 f(x 0 ,y 0 ) = Oo)- Lue § 

. 9 2 <»= x o 2 +>' . ! 

% 

y í 2 'W = 2 >- 

Así pues, 0 2 /(x ? , J.) = 2 j y = 2 esitamos introducir explícitamente 

8.4 /(x,y) = »+/ 


como número fijo. Entonces, para tm j^o, 8^£ 
variable real (la funcion g t ) cuya d n úmero ftjo. Entonces, 

— sf j rr,» íaíí - —• - »* '*~ ó " >j 

- - - 'mjssí 

u ,“ «S. — m/~« 

9 k(x k ) = /( fl i» 


entonces 


D t /(a) = ftm 

I* —♦ 0 


f[a .at + li.°,Wl£o 


„ aAa k + h)-gkM 

lim-: 

1,-0 I' 


9k ( a k) • 



al de diferenciar una función real de una vanable real. I 

8 5 Ejemplo. Encuéntrense las derivadas parciales de la función / de * ¡ 

por f(x,y,z) — xy + cos(yz)- 

Solución. Considerando y y z como números f.jos, d.ferenc.antoj 
función 


g , (X) = f(x, y, z) = xy + cos (yz). 
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8 ] 




Entonces. 

D,/(x,>>, z) = >. 

\ 

Considerando a* y z como números fijos, obtenemos 

0 2 f(x, }\ z) = x-z sen (yz). 


Considerando x y y como números fijos, obtenemos 
K D } f(x,y,z) = -y sen (yz). 

Las notaciones para derivadas paiciales son muchas y variadas. Si / es 
una función de R 1 en R y si hacemos z = f(x, /), las derivadas parciales 
pueden denotarse como sigue: 


D,/(x, y) = /,(x, >•) = f x {x, >•) = 


o/(x, >) 

6 ’X 


dz 

dx 


0 2 f(x , y) = f 2 (x t y) = /„(x, y) = 


df(x y y) dz 


dy 


oy 


Por ejemplo, s \ f = /j 2 + / 2 2 (ejemplo 8.3) y si hacemos 

B.. ¡; r ^ +/, 

entonces las derivadas parciales pueden denotarse por 


oz _ oz 

— = 2 x y — = 2y. 

oy 


-5 

ox 


Si / = /j / 2 + cos o (/ 2 / 3 ) (ejemplo 8.5) y si hacemos 
K( W' = f(x , z) = x_y + cos (^z), 

entonces las derivadas parciales pueden denotarse por 


dw div 

~ = y, — = x-zsen ( yz ), 
ox dy 


cw 


dz 


= — ysen(yz). 


D ^ COns,< ^ erac ión de las derivadas parciales de una función puede 
. er Una forma sencilla de demostrar que la función es diferenciable. 
ejérppi 0 7 ^ muestra que la existencia de todas las derivadas parciales 
ahnr Llenlc para garantizar que la función es diferenciable. Sin embargo. 


^uüra va 

pe r . dn jos a probar que la continuidad de las derivadas parciales nos 
e afirmar que la función es diferenciable. 


8.6 


T e 


s obr e ° rerna * Si todas las derivadas parciales de f existen y son continuas 
n c °njunto abierto <?, entonces f es diferenciable sobre S. 
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Prueba. Damos 1. prueba para £ unaToS 

el método empleado es general y con la mtroducaon 

adecuada podría ¡tdüptarsc para una un ^ vecindad de x conte nida en*. ■ 

T 0 ::r°h s = ¿ss*'** w e — usando ei teorema dei 

vaTr medio (teorema 7.8, pág. 200), tenemos 
f(x + hl— /Tx) = f{x + h¡,y+hi)-f(x,y) 

/(X + h) A Jf(x+K,y+h 2 )-f(x,y+h 2 )+Kx,y+h 2 )-ñ >.yi 

= hiDj{x+ 9 ih,,y + h 2 ) + h 2 D 2 J(x,y + 92 2) 
donle O.e <0, Como DJy DJ, on conóno.s sobrc t. 

Dj(x+9J x ,y+h 2 ) = Dj(x,y)+<PJ*M 
Dj(x,y+9 2 h 2 ) = D 2 f(x,y) + <P 2 (*; h ) 

donde lím cpi(x; h) = 0, / = 1.2. 

h -*0 

Lucgo, v / i w 

/(x + h)-/(x) = /i 1 (D,/(x,y) + <P,(x;h)) + /i 2 (^^ x '>’) + <P2( - x ’ 

= (D,/(x), D 2 /(x))-h + (p(x;h)-h, 

o / u-i,.ívhl«i,(vH). Como lím<p¡(x;h) = 0, i = Ul 
donde <p(x; h) — (<Pi ( x » J h ^ 0 

lim <p(x; h) = 0 y esto nos dice que/es diferenciable en x. 
h °E1 recíproco de este teorema no se verifica (proHe™ 4).^ poli J 

5S.Its’LSr 1Z2SZZXZ oo„,os e„ ,o. «„ 
definidas. 


Problemas 

1. Determínense las derivadas parciales de / cuando 

a) f(x,y) = x 2 >' 2 + y b) J(X,y) = 


x 2 z + y + 2 

x 2 + 1 


c) /(X, >\ z) = 


e) /(x, >) = arctan ( - 


x > 

¡í) f(x,y,¿) = sen (xy + z) 
/) /(x,y,z) = x 2 z + ^ 


g ) /(x, y) = JxJfy 1 


h) f(x, y, z) = z ln (x+y) 


9] 
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2 Si las derivadas parciales de f y g con respecto a la /r-ésima coordenada 
e xis ten so ^ re un cor U unto abierto S, demuéstrese que sobre S 9 

d) DJJ+9) = DJ+D k g 
b) D k Jg) = fD k g+gDJ 

, d1-) = — fjfj s ¡ g es distinto de cero sobre é' 

\gJ g 2 


3. 


Si Ij es la y-ésima función proyección (/ ; (x) = Xj) pruébese que 


D k Ij — ó kj 


donde ó kj — 


0 


* 


1 


si k / j 
si k =j. 


4. Demuéstrese que la función / definida por 

/(x, >) = (x 2 + > 2 ) sen 1 _ , (x, >) ^ ( 0 , 0 ) 

Vx 2 + > 2 

fe /(0, 0) = 0 

es diferenciable en el origen, pero no tiene derivadas parciales continuas 

en el origen. 


9. ALGUNOS EJEMPLOS 

En esta sección discutiremos técnicas para determinar la diferencial, 
la derivada y las derivadas direccionales de funciones diferenciables de 
R" en R. El teorema 7.7, pág. 199, nos dice que si / es diferenciable 

e n x entonces 

9.1 DJ(x) = D/(x) • u 

donde u es un vector unitario. Si u* denota el vector unitario con 1 como 
componente A>ésima y todas las demás componentes iguales a cero, 

entonces 

D k f(x) = D/(x) * u fc . 

Como D/(x) * u k es la /c-ésima componente de D/’íx), tenemos 
9 * 2 D/(x) = (Z) t /(x), ...» D n f(x)). 

E1 Vect or (DJ(x ),..., DJ(x)) se llama gradiente de / en x y se denota 
Por V/( X ) (y se i ee “nabía / en x" o “gradiente de / en x"). Hemos, pues, 
e mostrado que si/es diferenciable en x, entonces la derivada de/ en x es 

Sradiente de / en x. 

ün ^°, mo ^ as derivadas parciales son fáciles de calcular, 9.2 nos facilita 
m étodo conveníente para determinar los valores de la derivada y la 
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diferencial. Luego, usando 9.1, podemos encontrar los valores de l as 
derivadas direccionales. Damos a continuación algunos ejemplos par a 
ilustrar estos métodos. 

Primero, una palabra acerca de la notación. A1 d.scut.r las d.ferenciales 
es práctica común usar dx en lugar de h. Además, si / es una funcion 
de R 3 en R y si w = /(.*,>’, z), escribimos df(x\dx) como sigue: 


dw = V/(x) • dx = 





• (dx t dy t dz) 


dw , . dw , , cw 

= — dx + -— dv -r — * 

dx dy dz 

9.3 Ejemplo. Si/es la íunción de R' en R definida por/(.v, y, ^= a y + ve , 
determínese la diferencial de j. 


Solución, E1 gradiente de j está dado por 

V/(x, 2 ) = (2 xy + e*, x 2 , xe ). 

Como el gradiente de/es continuo sobre R 3 , el teorema 8.6 implica que/es 
diferenciable sobre R 3 . Haciendo w = /(-x, >, z), tenemos 

d/(x; í/x) = í/ic = (2x> + e", x 2 , xc )• (r/x, í/y, d¿) 

= (2xy+e*)íix + x 2 íí>’+Jce 2 í/z. 


9.4 Ejemplo. Delermínese D„/ donde j = 1¡ 2 +I¡I 2 y u 


Solución. E1 gradiente de / es V/ = (2/, + / 2 ,/,). Como el gradienie « 
continuo, /es diferenciable sobre R y, por tanto, D a f u /. 

D u j — —p (2, -l)-(2/,+/ 2 , /,) = -4(3/.+2/ 2 )- 
/5 V- 5 

9.5 Ejemplo. Encuéntrese la dirección y magnitud de la razón de cambi 
máxima de la función f = f 2 +A h en P uní0 (2» 3). 

SoluciÓN. E1 gradiente es un vector que tienen la dirección^y magn't^ 
de la razón de cambio máxima de la función. Como v/(x, >) t • - jj 
A / ( 2 . 3) = (7, 2). Así pues, / tiene su razón de cambio máxima en t , 

— ( 7 , 2 ) y la magnilud de esta razón de cainb ' 0 


en la dirección u = 


maxima es 


v 53 

|V/(2, 3)| = |(7, 2)| = V53- 


S3 


Algunos ejemplos 
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Supongamos w — j(x), donde / es una función real que es diferenciable 

sobre R 3 , y supongamos que <€ es una curva lisa en R 3 descrita por la 

ecuación x = h(/), /e/\ Consideremos el problema de encontrar la razón 

<je cambio de / con respecto a la distancia a lo iargo de la curva <€. Si 

rt 


hacemos s 



donde t 0 ejf, entonces .s es ía longitud dei 


arco de é desde el punto h(/ 0 ) hasta el punto h(/). Como es una curva 
lisa, /es una función cieciente y, por lanto, tiene una inversa /*. Haciendo 
g = h o/*, podemos escribir x = gf+) y w = /(g(¿)) sobre Entonces la 


razón de cambio de/con respecto a la distancia 


a io íargo de la curva es 


dw 

ds 


Usando el teorema 6.9, pág. 193. tenemos 


D U gj (s) = D/(g(j)) * Dg(s), 


es decir, 


dw _ / dw dw dx 

Bí, ds Vctv dy cz) ds 

Según el leorema 7.7, pág. 126, y 11.4', pág. 144, 

■> dj j dt _ 

ds dt ds dt ds 


dondeTesel veelor unitario tangente a <€. Así pues, la razón de cambio de 
/ con respecto a la distancia a lo largo de *€ es la derivada direccional 

1 en la dirección T: — 


ds 


— D t f . 


9-6 E Í eiu Plo. Si /(.v, >, z) = x 2 +y 2 + z 2 y es la hélice cilíndrica definida 

por 

Wt (X, v, z) = (cos /, sen /, £/), /e<-oo, oo>, 

^puéntrese la razón de cambio de /con respecto a la disiancia a lo largo 
e ';h curva ( € en el punto ^O, 1 , 

$0 

;• c,0lsI 1- Haciendo w = /(x, y, z), expresamos w en términos de s y 

e iconi r n mA dw 

amos —. Sea g(t) = (cos /, sen /, ±t). Entonces 
cls 

g'(/) = (— sen /, cos /, f) 
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. s = 


|g'j = j jt — sen, cos, i)| - 

o Jo J 


_ r £ = 


0 2 


Por tanto, sobre <€ 

w - cos 2 t + sen 2 í + i * 2 = 1 

y la razón de cambio de w con respecto a 5 es 

dw _ 2 ^ 
ds 5 


= l+i^ 2 , 


/ ?A o * - - v a s = — n, la razón de 

Como el punto 0, 1, - corresponde a r - y 4 

'■ / 7t\ V 5 

cambio de/con respecto a la distancia a lo largo de <¡í en jO, [( «- 

Solución 2. En esta solución usamos el hecho de que la razón de cambu, 
de rcon respecto a la distancia a io largo de <é en x es D T /(x). En (o, 1, - J. 


de/con respecio 
el vector unitario tangente es 


X = ±- ( -1, 0, - ). Entonces 

V5V 2 




n 


= '°’ 2 ’i)' j!V 1,0 ’ii W5 


V 


Así pues, la razón de cambio de / respecto a la distancia a lo largo de « en 


n\ n V 5 _ 
°’ ü) eS 2V5 10 ' l ' 


exact^ 


La diferencial es a menudo una aproximacion pr L + h)-/(*>- 

de un incremento Iproblemas 8-10). Hacendo A/(x,h) - /(x 
tenemos, si / es diferenciable en x. 


A/(x;h) = rf/(x;h) + h.<p(x;h) donde lím«p(x;h) 0. I 

Asi pues. si I. longitud du b os W»*. 
igual al incremento A/(x;h). Más adelante, e "’ B 
establecei cotas para el error que se comete en es P 
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problemas 


I. Determínese el gradiente dp /'cuando 

a) f = /1 2 +~ /2 ^ +~ / 3 ^ 

/(.v, >, z) = -—- 
x + z 

c) / = /, 2 mV 

d ) J (x, y) = e*' 2 

c) /(x, y) = e x cos (.v + y) 

/) /(x, y,z) = ln (x 2 +y 2 + z 2 ). 

2 . Si ¡c = /(x), encuéntrese í/«- = 

= c//(x; í/x) cuando 

a) /(x) = /(x, y) = x 2 y 3 + 3y 

. 

b) /(x) = /(x, y) = arctan ¿ 

■ K 

* 

c) y(x) = /(x, y, z) = v \v 2 + >’ 2 

+ ? 

d ) /(X) = /(x, >, z) = z cos 2 (x + >) . 

3 . Detcrmínese D u f cuando 


«, /(,, y) = x ±±y, 

x-y 

U = VT 0 (_3 ’ ° 

»/r/i , -/, , /„ 

u = ,—>=(5. -2,4) 

3/5 

O /(*, y, Z) = ÍZ , 

z 

u = —= ( 1 , 1 , 1 ) 

\ /3 

rf)/(x, y, 2> t) - *±y±i7.‘ 

X + z 

U = ,77-J 2 ’ ~ 1 ’ 2 ' >)■ 

, 10 


en |!k ^ ncuentrese la raz ón de cambio máxima de las siguientes funciones 
Puntos que en cada caso se indican: 

j’ a) /= /,/ 2 2 + /, 2 /,; (3, 1 >2 ) 

b) f _ /| /3 


/.+/ 2 ’ 


( 1 . - 2 , 0 ) 


C> = y+ 2 + y 2 + z 2 ; (3,4, -3) 

/ ^ (A ’ 2 -') = xz + y 2 r; (1,0, -3,2). 

Sttpongamos 


que «- = /(.v,y, z) y ,v = £,(/), y = ^ 2 (/). r = ^(z). 
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„ „ (l \ a ( ( \\ = F(t). Demuéstrese que bajo apro- 

Entonces w = f(9 i(t)> 9iv¡' Si\ >> \ 

piadas condiciones 

. • dw _ ów_ dx ow dy + dw dz 

~dl~ dx dt dy ch S: dt 


y exprésense ^ y ^ en notación funcional. 
J dt dx 


dw 


f s ¡._ 11 | 

I, , 6 , m ul, d«l problema 5 y ,.mb,é„ .xprea.odo » «„ «•»*»» d ' ‘ » I 
díferenciando a continuación. I 

n si f(x y) = determínense d/((U2);(U)) y A/(( 1 „ 2);(i,i))_ I 

8 -. u ;“7 e ; í íií, ! 

forma aproximada el peso del tanque si el pcso del | 

por pie cúbico. 

9. E1 resultado de medir una habitación nos indicaje^us 
son 12 x 16 x 8 pies. Sabemos que el error m áximo error posible I 

producto. « 

,0. E\ voltaje £ en una resistencia £ y la corriente / que pasa por ^ ■ 

están relacionados de acuerdo con la ley de Ohm; / = - . Si se >abe qu ■ 

resistencia £ es de 100 000 ohms ± 2 % V ! 

^e^lble ;Í"e^e" aTcalcu.ar / tomando £ ¡g-' 

100 000 ohms y E igual a 150 volts. I 

10. DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SL PK Rl ° g I 

Como la derivada parcial Dj de una fundón/de R" en R „ 

una función de R" en R Joldenada j-ésima es Dj(D^ | 

derivada parcial de DJ con respecio derivada P afC w 

Es.« « deno.aré P« »„/• '/„5„™r¡vad.« P«^ 1 
seeunda de /. Es claro que podemos segun ■ _ 

V nhtpner derivadas parciales de / de ordenes mas a • 






10 ] 


gn nuestra 


Derivadas parciales de orden superior 

notación para derivadas parciales, si hacemos 


w 


— fi,^) /<*, > * • * > ^n) 
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en 


tonces 


D h J(x) = 


5 / du; 






OXy cx k 


E'emplo. Si/está definida por f(x,y) = x 2 + 3xy, encuéntrense las 

deri 


ivadas parciales de segundo orden de /. 


Solución. Sea 2 = f(x, y). Entonces 


££ = DJ(x, y) = 2x + 3y, 


CX 


ü 2 z 

dx 2 


~2 
C Z 


cy dx 


p- = D 2 J (x, y) = 3 x 
dy 


= D, t f(x, y) = 2 , 


= D 2 tf(x, y) = 3, 


c 2 z 


8y 


= D 2 2 f(x, y) = 0 


= D ¡ ,if(x, y) = 

(7X d v 


Nótese que en este ejemplo D 2ti f = D uz f- Demostraremos que esta 
igualdad de las derivadas parciales mixtas se verifica en una gran clase de 

funciones. 

Antes de dar un teorema sobre la igualdad de las derivadas parciales 
mixtas de una función de R 2 en R, probaremos un Iema que usamos en la 

demostración de tal teorema. 

con , ^ ema * Si D 2 , / existe en el interior y en ia frontera del rectángulo $ 
vertwes (x 0 , y Q ), (* 0 + h r y 0 ) 9 (x 0 + / 7 , y 0 + k ), (x 0 ,y 0 + k) t entonces 

+ h,y Q + k) -f(x Q + h,y Q j\ 

é& ~[f( x o . >b + ^) — f( x o • >’o)1 = MD 2 j f(x,y) 

P<>ra a ' 9Ún P unt ° (x, y) en ®. 

i 

pRu EB A . Sea 

c = f(x>yo + k)-f(x,y 0 ). 

En ton Ces 

JÜ‘. g '( x ) = D x f(x 9 y 0 + k)-D x f(x,y 0 ). 


I ^ 
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M 


Como D x f existe sobre &t, g' existe sobre [x 0 , .v 0 + /(] ([a 0 + /i, a 0 ] si /, 
Usando el teorema del valor medio tenemos 



[/(x 0 + /i, y 0 + k)—f(x a + h, >>o)] - [/(* 0 , >o + O -Rxq, >'o)] | 

= g(x 0 + h)-g(x 0 ) j 

hg'{x) 

= h[D , f{x, y 0 + k) - D , f(x, >- 0 )l fl 

* 

para algún a* entre x 0 y jt 0 + /í. Entonces, aplicando el teorema del valor 
medio a la función D x f, 

[f(x 0 + h.y 0 + k)~ f(x 0 + h,y 0 )]~ [J\x 0 ,y 0 + k)- f(x 0 ,y 0 )] fl 

= h[D x f(x,y 0 + k)-D x f(x,y 0 )] j 

= hkD 2A f(x,y) | 

para algún y entre y 0 y y 0 + k. Lo que completa la prueba del lema. 

Enunciamos y probamos ahora e! teorema sobre la igualdad de las 
derivadas parciales mixtas de una función de R 2 en R. 


10.3 Teorema. Si D 2A f y D 2 f existen en una vecindad Sf(\ 0 \r) é 
x 0 = (a' 0i + 0 ) y D 2 a f es continua en \ 0 , entonces D lt2 f existe en x 0 y 

D1 1 2 /(x 0 ) ~ D 2 \ f(x q ). J 

Prueba. Por definición 

,, D 2 J(x 0 + h, y 0 ) —D 2 j(X q> y 0 ) 

D(. 2 J(x 0 ) = Iim-:- 

/i-+o n 

■■ (f(x n + h, y n + k)-f (x 0 + h, y 0 )]-[f(x 0 , y 0 + k)-J( Xo 2 jo!}. 

= hm lim - “7 

/? —► o Jt-o hk 

si este límite iterado existe. Como D,J existe en .i/(x 0 ; r), cuando0<l (fl 

.. r/(x 0 + /i, y 0 + k)-f(x 0 + h, >- 0 )] - [/( *„, J’o + k)- J_(XojLoÜ 

lim -- - 

k-o nk 

lj m g(h) 

existe. Llamemos a este límite g(h). Ahora demostraremos qu 

existe y es igual a D 2 A f(\ 0 ). Tomemos £ > 0. Como D 2 jf c fl 
en x 0 , existe un ó > 0 tal que ó ^ r y 

!O 2 i 1 /(x)-/),, 1 /(x 0 )| <ísiempre que|x-x 0 |<<>- 9 

ie 

Tomemos h tal que 0 < |/í| < S. Entonces tomemos k ^ 0talqU fl 
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10 ] 


' [ f(x 0 + /i, i'o + k)-f( x 0 + h. >o)] — [/I.Vp. > 0 + /<)-/ ( Xp . > 0 ) 1 

L(h) - - hk 


e 

< - 
2 




/j y A: tales. el lema !0.2 implica que existe un punto x en el rectángulo 
con ¿ vértices (x 0 ,y 0 ), (x 0 + h,y 0 ), (x 0 + h,y 0 + k ), (x 0 ,y 0 + k) tal que 

[C x n + /l,>0 + fc )~^ A 'o + /l ’ ~ [/( A 'o ’ >'o + fe) -/ ( - V Q’ -Vo)] = D r (x) 

hk 

Mótese que este punto x está en 5^(x 0 ; 6). Tenemos 

\g(h)—D 2 ,! /(x 0 )l 

lf(x 0 + h, y<¡ + k)—f(x Q + h, > 0 )]-[/(x 0 , y 0 + k)-f(x 0 , > 0 )] 


g(h) - 


hk 


+ \D 2 ,iJ ( x )~ D 2 i / (x 0 )i 


£ £ 

<- + - = £. 
2 2 


Lo que nos muestra que lím g(h) — D 2 l f(\ 0 ) y completa la prueba, 

HrlL h ~*° " 

Ei teorema 10.3 puede aplicarse a derivadas parciales mixtas de orden 

^ayor que dos. Pasamos ahora, antes de dar algunos ejemplos, a definir 

un nuevo concepto. 

10.4 Definición. Se dice que una función f pertenece a la clase C n sohre un 
c °*J unt ° abierto £ , lo que escribiremos: f e C" sobre S\ si todas las derivadas 
TCla €s 0r den n de f son continuas sobre S. 

r emos^ 0n ^ amOS que / € ^* 3 sobre algún conjunto abierto & de R 2 . Demostra- 
tercer ' 2 = D\ t2t2 f %obxz $. Como todas Ias derivadas parciales 

°rden r , 0rtleri ^ J son continuas sobre todas las derivadas parciales de 
v 6 5 md; > bajo de / existen y son continuas sobre S (teoremas 8 . 6 , pág. 205, 
/), P°r tanto, aplicando e! teorema !0.3 a /, tenemos 

1.2 / sobre S y por tanto 


Apj 


D i, 2 ,\f = D 2tlt2 f sobre S. 


C ' teorern a 10.3 a D z f tenemos 
D^ _ r _ ^ _ „7 _ 


f>o rt 2 ’ , * 2/= D 2 o(D 2 f) - D ít2 (D 2 f) = D\ t2t2 f sobre 

Ia nto, £> 


2 . 2 .Í J = D { 2 2 f sobre S. 
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Si hacemos 



= /(x, > 0 * entonces podemos escribir esto en la forma 


3 ^ 3 _ 

0 Z O 2 _ V ¿ 

dy 2 dx oy oy vx vx dy vy 


'■» 3 
V z 


( XCY 


E1 teorema 10.3 puede también aplicarse a derivadas parciales de 
funciones definidas en R* o, en general, en R\ Por ejemplo, si feC 2 sobre un 
conjunto abierto S en R 3 , entonces podemos demostrar que D r l f = D 2 ,\ i 
sobre S. Para cualquier punto r 0 ) en S\ sea g{x, >) = /(.v, y, z 0 ). 

Entonces 


D it2 f(x, z 0 ) = D lt2 g(x,y) = D 2A g(x,y) = D 2A f(x, z 0 ). 


Por tanto, D lt2 f — 0 2 t i/sobre^. 

En generaí, si feC n sobre un conjunto abierto S, podemos decir que 
cualesquier dos derivadas parciales de ordcn n o menor, con los mismos 
subíndices, son iguates en S aunque el orden en que los subíndices aparecen 
sea diferente. 

E1 hecho de que las derivadas parciales mixtas de una función no son 
siempre iguales se demuestran en el siguiente ejemplo. 


10.5 Ejemplo. Encuéntrense D lt \ /(0, 0) y D x 1 2 /(0, 0) cuando 


f{x, y) = xy 



x 2 + > 2 


{x, y) / ( 0 , 0 ) 


/(0,0) = 0. 


SOLUCIÓN. 


DJ'(x, y ) = xy 


2 .v(x 2 + > 2 ) — 2 x(x 2 — > 2 ) , * 2 -y 2 

(x 2 + > 2 ) 2 x 2 + y 2 


4 x 2 y 3 x 2 — V’ 2 

y + rW, (x,j0*(0,0) 


(x 2 + y 2 ) 2 ' x z +y 


2 . ..2 


O| /( 0 . 0 )-lto /(, '' 0 , - A 0 - 0 ) -ii», 0.0 

h h-o 


h- 0 


2 , „ 2 , _ _ 2 .. 2 , ..2 ..2 


n ... . -2y(x + y )-2y(x -y ) x'-y 

0 2 J(x,y) = xy - (x a + j ;iji- + x 


x 2 + y 2 


— 4x 3 y 2 x 2 — v 2 
' + x 


(x 2 + y 2 ) 2 


2 2 * 
x 2 + y 2 


(x, y) * (0, 0 ) 


11 ] 
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„ /vn /(0, /í)-/0(,0). „ A A 

D 2 j (0, 0) = hm-= lim 0 = 0 

/ 1—0 h fc-*o 


B, ,m m = I¡ m MíMlzMaoi _ *■ _ , 

. 1,2 fe -*0 /1 h 


B, , „ 0 , 0 , - lím , ||m _ í , _, 

fc-0 /l A-0 /l 


Así pues, en este ejcmplo D U2 J( 0, 0) # /) 2J /(0, 0). 

Problemas 

1 . Determínense todas las derivadas parciales de segundo orden de / 

cuando 

fl) f(x, y) = xy 2 + Éf'- v b) /(x, y, z) = N /'x 2 + y 2 + z 2 

o-’) f(x,y) = tan - í/) / = exp 0 (/, 2 / 2 ). 

X 


2 . Encuéntrense los valores de las derivadas parciales de segundo 
orden de / en los puntos que se indican: 

f(*> y) = x 2 y 3 + x 3 >; (-3, 2) 

¿) / = |no(/, 2 + / 2 2 + /, 2 ); (-2,73,2) 

c ') /(X, y, z) = Li_; 3 t _1). 

y-z 

3. Determínense todas las derivadas parciales de tercer orden de J 

cuando 

«) /(x, y) “ cos xy b) f(x,y,z) = x 3 z+>z. 

’A'- • 1 

* /(x, >) = x 2 > sen - para x # 0 y /( 0 , >) = 0 , determínense 

2.1 y(0, 0) y /?, 2 /( 0 . 0). ¿Es continua Z) 2 .,/en (0, 0)? 


11. EL TEOREMA DE TAYLOR 


En 


e sta sección extendemos el teorema de Taylor a funciones reales de 
d e y } ° r * obtiene fácilmente esta extensión partiendo del teorema 
y °r para funciones reales de una variable real. 
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' 0 . < 


E1 teorema de Taylor para funciones de R en R dice: si f tiene derit a 
continuas hasta la de orden n + 1 sobre el intervalo Jf y A’ 0 €/, entonces **** 
cualquier x en f distinta de x 0 


m = i 

k — O 


r'i* o) 

k ! 


(x-x 0 ) A + R n 


donde 



/ (n+ 1 ) (c) 

(« + !)! 


(x-x 0 r +i 


para algún c entre x 0 y x. E1 símbolo / (0) que anteriormente aparece 
denota a /, es decir, / (0) = /. Este teorema da una expresión (ia de R ) 
del error cometido al aproximarnos a la función / por el polinomio 

jt = o k ! 


en el intervalo $. 

Sea ahora / una función de R 2 en R y sean x 0 y x dos puntos en ei 
dominio de /. Si nos limitamos a la consideración de los valores de la 
función sobre el segmento rectilíneo [x 0 , x], entonces podemos considerar/ 
como una función de una sola variable real; nos basta definir# por la regla 

g(t) = /(Xo + f(x —x 0 )) donde re[ 0 , 1 ]. 

Aplicando luego el teorema de Taylor a g sobre el intervalo [0,1] (si & 
que puede hacerse), obtenemos 

11.1 


* = o k ! 


donde 


R. = 


& 


(/»+!) 


(0) 


(n + 1 )! 


para algún 6 e< 0 , 1 ). 


q y 

Esto dará lugar a la fórmula de l’aylor para / cuando reemplacemo^ 
sus derivadas por las expresiones apropiadas en/y sus derivadas P ar ° ^ ue 
Investigamos ahora qué condiciones son las que debe s ¡ g 

cumpla f para que pueda obtenerse 11.1. La expresión 11.1 es va l _ 
tiene derivadas continuas hasta de orden n+ I sobre [0, 1]. Debenr 
encontrar la relación existente entre las derivadas de g y ^ as . , +/b’- 
parciales de f. Sea x — x 0 = h = (h x ,h 2 )- Entonces, g(f) = ' % ° J 
Usando la regla de la cadena (6.9. pág. 193), obtenemos | 

g'(t) = D/(x 0 + fh) • h = /;,¿),/(x 0 + (h) + )> 2 í) 2 /( x o + ' h) I 
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11 ) 






= /;,£> + , /J|/( x o + ' h > + / '///( x O j +' h )] 


- + h 2 D,[/í, D x /(x 0 + /h) + /? 2 D 2 f(x 0 + th)] 

I ^/O, I /(x 0 + th) + /í t /t 2 ¿ I> 2 /(x 0 + /h) 

+ /í 2 /í j /9 2 j ,/(x 0 + /h) + /? 2 " Z ) 2 2 /(x 0 + / h). 

s\ feC 2 sobre im conjunto abierto 6 que contiene el segmento 
Asi P u ^‘ ¿nlon ces g tendrá derivadas continuas hasta de orden 2 
[*»• Xo r ,T n Además, si feC 2 sobre S, entonces D,. 2 /= D l x f sobre 

sobre L u * 1 j * 

[ * 0 ,xo+h]y-p° rtanto 

„ lt) _ /;, 2 D,,, /(x 0 + /h) + 2/;, /; 2 D, 2 /(x 0 + /h) + /; 2 2 D, ,/(x 0 + rh). 

if ' 

En general, si suponemos que /eC' rl sobre un conjunto abierto 
quc contiene el segmento [x 0 . x 0 + h], entonces, para k = 1 , n+ 1 , g {k) es 

continua sobre [ 0 , 1 ] y 


11.2 


g (k \t) = 1 ítyh k ¡ - l h 2 l D k - l D 2 l f(x 0 + ih) 


k ! 


. El 


donde f M es el coeüciente del binomio, es decir, ( 

\' / V ' J i ! (k - i )! 

segundo miembro de II .2 es análogo a una expresión en el teorema del 
binomÍQ y la prueba de 11.2 por inducción matemática es paralela a la 
del teorema del binomio. Con el teorema del binomío en mente. es natural 
escribir 11.2 de Ia siguiente forrna 

H.3 g ik) U) - [/?j Z), +/? 2 D 2 ] k /(x 0 + /h), k — !....,/?+ 1 . 

Si hacemos [h x Z), +h 2 Z?i]°/(x 0 + /h) = /(x 0 + /h), entonces 1 1.3 se verifica 

para k — 0 ,...,/?+]. 

Damos ahora el teorema de Taylor para funciones de R 2 en R. 

P e ^e/ 7 ec° rema * ^ eorema Taylor.) Si f es una función de R 2 en R que 
WBr €e , a ‘ a c ^ ase C" 1 sobre un conjunto abierto 6 y si x 0 e<f. entonces 
^ Uler distinto de x 0 , tal que [x 0 , x] c - 6 

U.S 


y(X) = I — [Ú--v 0 )ü,+(y- > . 0 )D 2 ]V(x ü ) + «„ 

k~Q k ! 


dotidc 


R ' 88 — 

(n+ i) i ^ x ^~x 0 )D x +t>'-y 0 ) D 2 Y‘ 1 /(c) para algún ee^x 0 ,x>. 

PR tEB A ^ 

V #(') = /(x 0 + /(x —\ 0 )), /e[ 0 , 1 ]. Entonces. para k = 1 ./?+ I 

r 

(') = [(,v-.v 0 )D, +()•-., ' 0 )D : ]‘/(x 0 + f(x-x 0 )). 
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Así pues, g tiene derivadas continuas hasta de orden /> +1 sobre [0, 1] y 
el teorema de Taylor aplicado a g sobre [0, 1] nos da 


g( 1 ) = 


n 


i 

f = í 



+ Rn 


donde R n 


9. -para cierto 0 e< 0 , 1 ). 

(n+1)! 


Tenemos, por tanto. 


/(X)= ¿ — [(x-x 0 )D,+(y--yo)D 2 ]7(Xo)+K» 
k =o k ! 


donde 



-J—[(x-x 0 )D,Hy-yo)DiY + 'm P ara al 8 lin C 6 < x 0' 

(n+1)! 



Lo que completa la prueba. 

La fórmula 11.5 en el teorema de Taylor se llama fórmuh de Taylor 
en x„ v al térmmo R„ se le ilama el residuo. Si hacemos n = I en la formula 
de Taylor obtenemos una fórmula para la aproximacion por diferenciales. 

/(x)-/( x o) = (x-x 0 )D,/(x 0 ) + (y-To)^/(xo)+^. 

= (x — x 0 ) • V/(x 0 ) + R , 

= í//(x 0 ; x-x 0 )+ R\ 

donde 

r , = i l(x - X 0 ) 2 D,., /(c) + 2(x - x 0 ) (y - y 0 ) D,. 2 /(c)+ (y- y 0 ) 2 D 2 . 2 /( c)] 
para cierto ce<x 0 , x>. 

Noto. Obsérvese que si introducimos la expresion simbolica 

(x-x 0 )/) i +(^-+o ) £) 2 = (x-x 0 )*D 
entonces el teorema de Taylor toma la forma 

/(X)=¿ — [(X-X 0 )-L>]‘/( x o) + Kn 

fc = o k\ 

donde 

R = _!-[(x-x 0 )-D]" +, /(c) paraalgún C 6 (x„,x). 1 

" (n + 1 )! 4 

E1 teorema dc Taylor para funciones de R n en R pucde escribir 
esta misma forma pero ta prueba sería más complicada. J 


11 ] 
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U 6 Ejemplo. Desarróllese la fótmula de Taylor en x 0 = (0,0) y con 
1 3 para ía función / definida por f{x;y) = e A cos y. 

v 

SolUCIÓn. Las derivadas parciales de / hasta el orden cuatro son: 

ü,/(x, y) = e x cos y, D 2 f{x, y) = -e x sen y 

y) = e*cosy, D í2 f(x, y) = -e x seny,D 2i2 f(x,y) = -t+cosy 
D ]A .J(x, y) = e x cos y, D ,. , , 2 /(x, y) = - e x sen y, 

D\,t,if( x < y) = — e x cos y, D 2 2 2 f(x, y) = e x sen y, 

D, , , ,/(x, y) = e x cos y, ,.j/(x,y) = -e*seny, 

D, , 22 /(x, y) = — e" cos y, D\. 2 . 2 . 2 f(x, y) =e x seny, 

D 2 , 2 . 2 . 2 f(x,y) = e x cosy. 

Así pues,/eC 4 en R 2 y. por tanto, para cualquier punto (x,y)eR 2 , 
f(x,y) = [xD, +yD 2 ]°/(0,0) + [xD, +yD 2 }./ (0,0) + >[xD, +>’D,] 2 /(0,0) 

M * 

1 + — [xD,+>D,] 3 /(0,0) + R 3 

3 ! 

= /(0, 0)+xD,/(0, 0) + >D 2 /(0. 0) 

K; +][x 2 D, ,/(0, 0) + 2xyD, 2 /(0, 0) + >' 2 D 2 . 2 /(0, 0)] 
f' + i [x 3 D,.,,, /(0 ,0) + 3 x 2 yD ,,,, 2 /( 0, 0 ) + 3 xy 2 D,, 2 , 2 /(0, 0) 

I +T 3 D 2 , 2 , 2 /(0,0)] + «3 

E = 1 + x + ](x 2 -y 2 ) + ¿(x ;! -3xy 2 ) + K 3 

dondeRj =^-(xD\+yD 2 Tf(C\,c 2 ) 

4! 

e c ' 

= (x 4 cos c 2 ~4x 3 y sen c 2 — 6 .x 2 j 2 cos c 2 + 4xy 3 sen c 2 + >’ 4 cos c 2 ) 


Para un eierto (c,, c 2 )g<( 0, 0), (x,/)>. 


^foblenias 


1 . 

Para 


Escríbase la fórmula de Taylor en los siguientes casos, especiñcando 
9 u é puntos (a% >’) tiene validez. 


“) f(x,y) = x 2 —3xy + 4y 2 , x 0 = (0, 0), n = 2 
b > f(x,y) = x 2 —3xy + 4y 2 , x„ = (2, -3), n = 2 
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c) f(x*y) — 2x 4 -5y 3 + 2xy 2 , x 0 = (0. 0), n - 2 

d) f(x,y) = 2x 4 -5y 3 + 2xy 2 , x 0 = (0,0), n = 4 

e) f(x,y) = y z ln x, x 0 = (1,0), n = 4 

/) /(-'% >') = cos A ' cos x o = (0, 0), n = 6 
ry) /(.y. y) = cos .vv. x 0 = (0, 0), n = 6 
h) /(.v, >0 = e xy sen y. x 0 = (0. 0), n = 3 

/) f(x,y) = v X 0 = (!, 3), n = 3. 

2. Pruébese 11.2 por inducción matemática'. 

3. Determínense los siguientes límites: 


í/) lím 


sen x y 


<.x.>’)-*(O, O) \' 


b) Hm 


tan x r 


( x . y ) (0.0) ,Y 

e xy - 1 


e) lím 

0) X 


12. PLANO TANGENTE A UNA SLPERFICIE 


En este capítulo hemos estado usando el término superficie sin haber 
expresado en forma precisa qué es lo que entendemos por tal cosa. Llamamos 
superficie a la gráfica de una función / de R 2 en R, Este es un conjunto 
de la forma 


12.1 


{(.Y. V, Z) Z = f(x, JÓ}. 



FIGURA 16 


Plano tangente a una superficie 


12 ) 



Llamamos también “superficies de niveF', al discutir la representación de 
un a función F de R 3 en R, a conjuntos de la forma 


12.2 


{(*> y> z) \ F(x, >> .*> = * 


Los conjuntos de la forma 12.1 o 12.2 que encontramos tienen una 
opiedad común que podemos describir diciendo que un punto puede 
nioverse en el conjunto con dos grados de libertad. Dejamos por el momento 
la noción de superficie en este vago estado. Aunque seremos un poco más 
precisos sobre este punto en el próximo capítulo, una descripción completa 
del concepto es bastante complicada y se encontraría aquí fuera de lugar. 

Es claro que eualquier conjunto de la forma 12.1 puede escribirse en la 
forma 12.2; simplemente, haciendo F(x, y, z) = f(x, y)-z. Bajo ciertas 
circunstancias (que discutiremos en la próxima sección) un conjunto de ia 
forma 12.2 puede escribirse en la forma 12.1 . 

Sea F una función de R 3 en R que e? diferenciable sobre un conjunto 
abierto S y sea Sf la superficie 


= {(x, y, z)eS F(x, y, z) = 



Sea x 0 = (x 0 ,>' 0 ,z 0 ) un punto sobre ff y sea 


x = g(/), te(a, b > 


la ecuación de una curva <€ sobre Sf que pasa por x 0 (figura 16). Como x 0 
está sobre <€, x 0 = g(/ 0 ) para un cierto t 0 e(a, b >. Y como <€ se encuentra 

sobre SF, 

F(g(f)) = c para todo te(a,b}. 

Si suponemos que g es diferenciabíe sobre <a, b ), entonces, de acuerdo con 
el teorema 6.9 (pág. 193), F og es diferenciable sobre <cr, b ) y 

VF(g(/))* g'(/) = 0 para todo te(a,b >. 


En particular, cuando t = t 0 

12 -3 VF(g(/ 0 ))-g'(í 0 ) = 0. 

St-'gún la ecuación 12.3 vemos que en x 0 el grailienle de F es orlogonal al 
cector tangente a cualquier curva x = g(/) que se encuentre sobre la super- 
ficie 9 y pase por x 0 . Así, pues, si \F(x 0 ) ^ 0. las tangentes de todas las 
curvas sobre 9 en el punto x 0 se encuentran sobre un mismo plano. 

Si YE^Xq) ^ 0, definimos como plano tangente a la superficic 

K 9 = {(*, y, z) | F(x, y, z) = c} 

en el punto x 0 al plano que pasa por x 0 y tiene como normal a YT(x 0 ). 
pues, el píano tangente a 9 en x 0 tiene la ecuación 

124 (x-x 0 )-Vf(x 0 ) = 0 
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rF cF , oF A 

(x—x G ) — + (y-yo) T - + ^ z—z ° 77 ~ 
dx oy 

donde las derivadas parciales son evaluadas en el punto (v 0 ,>’ 0 . Si 
VF(x 0 ) = 0, entonces Sf no tiene plano tangente en x 0 . 

12.5 Kjemplo. Determínese una ecuación del plano tangente a la super- 
ficie Sf de la ecuación 

2 2 

— + y — - Z 2 = \ 


J 


en el punto (2» 3, — v 3). 

SoluCIÓN. La superficie se llama hiperboloide de una hoja (hgura 17). 



7 7 

X x 


Haciendo F(x, v, z) = — + — z » tenemos 

4 o 


VF(x, y, z) = (±x, iy\ -2z) 




VF(2, 3, — v/3) = (1,2, 2^3). 
Por tanto, una ecuación del plano tangente es 

(1, 2, 2^/3)- [(.x, z) —(2, 3, -73)] 


= 0 


o bien 


x + 2y+ 2-^/3 z — 2 = 0. 


12 ] 
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Sea Sf una superficie dada en la forma: 

E. Sf = {(x, y, z) | z = f(x, y), (x, y)e£ } 

donde f es diferenciable sobre el conjunto abierto S de R 2 . Haciendo 
F(x z ) = f( x ’ y)~ z ' podemos escribir SF en la forma: 

X ^ = {(x, y, z) | F(x, y f z) = 0} 

donde Fes diferenciable sobre el conjunto abierto {(x, y, z) | (x, y)eS, zeR}. 
Así pues, si VF(x 0 ) / 0, una ecuación del plano tangente a en 

x 0 — (*o ’ Fo ’ 2 o) es 

(x-x 0 )*VF(x 0 ) = 0. 


Escribiendo esto en términos de /, obtenemos 

12.6 (x-x 0 )/>,/(xo,^ 0 ) + (y-J ,, o)^2./í^oiJ'o)“(^-^o) = 0 

como una ecuación del plano tangente a SF en (x 0 ,7 0 , z 0 ). La ecuación 12.6 
puede también escribirse en la forma 

.dz dz „ 

(x-x 0 )~ + (y-y 0 )-T - ( z ~ z o) = 0 
ox dy 

donde las derivadas parciales están evaluadas en el punto (x 0 ,^ 0 ). Como 
V F(x 0 » >> 0 , z 0 ) = (O i /(x 0 , >> 0 ), D 2 f(x 0 , ^q), — 1 ), el gradiente de F no 
puede ser cero y, por tanto, existe un plano tangente en todo punto de Sf. 


12 .^ Ejemplo. Determínese el plano tangente en el punto (1,2,6) a la 
superficie Sf de ecuación z = 2x 2 +>> 2 . 



Q_ 

’-'Ción. La superficie y se llama paraboloide elíptico (figura 18). 
a ciendo f(x,y) = 2x 2 +y 2 , tenemos 

y D¡ f(x,y) ^4x, D 2 f(x,y) = 2y 

£>,/(1,2) = 4, D 2 f( 1,2) = 4. 
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Por tanto, una ecuación del plano tangente es 

4(x—l) + 40>-2) —(z —6) = 0 ■ . ' 

o bien 

4x + 4y — z — 6 = 0. 

De la ecuación 12.6 puede deducirse una interpretación geométrica de 
la diferencial. Sean Owo) = x y ^,y) = x. Entonces z 0 = /(x 0 ) y i a 
ecuación 12.6 puede escribirse en la forma 


2 = /(x 0 ) + V/(xo)'(x-xo) 

= /(x 0 ) + df(x o; x - x 0 ). 

Así pues. cuando nos aproximamos al incremento A/(x 0í x x 0 ) por la 
diferencial í//(x 0 ;x-x 0 ) para un |x-x 0 | pequeño, nos estamos aproxi- 
mando a la superficie por su plano tangente en la vecindad de x 0 (ngura 19). 



FIGURA 19 


Problemas 

1. Dibújese la superficie dada y encuéntrese el plano tangente a l a 
superficie en elípunto dado: 

a) esfera : x 2 +y 2 + z 2 = 16 , (2, 3, x / 3) 

2 r —- 

b ) hiperboloide de dos hojas: + y 2 ~z 2 = - L (-2, 3, ^ 11 ) 


c) 


cilindro elíptico recto : 4x 2 +9> f2 



d) cono circular recto : x z + y 2 ~~z 2 — 0, (1,2, >/5). 
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2. Dibújese el cono elíptico recto de ecuación 4x 2 -,v 2 + z 2 = 0. ¿Tiene 
este cono un plano tangente en su vértice (0, 0, 0) ? 

3 . Dibújese la superficie dada y encuéntrese el plano tangente a la 
superficie en el punto dado. 

a) plano: z = x+y , (1,1,2) 

b) hemisferio: z = -y 2 , (2, 1, -2) 

x 2 2 

c) paraboloide hiperbólico : z — - -—, (2, 3, 0) 

4 9 

d) z = x 2 y 2 , (1, 2, 4). 


13. EL TEOREMA DE LA FUNCIÓN IMPLÍCITA 

En la sección precedente considerábamos superficie de la forma 
13,1 {(x,y 9 z) | z = f{x,y)} 

y 

y ,z) | F(x, y,z) = 0}. 

Mientras que es claro que una superficie que se da en la forma 13.1 puede 
también representarse en Ia forma 13.2, la recíproca no es generalmente 
cierta. Es decir, no toda superficie de la forma 13.2 es la gráfica de una 
función de R 2 en R. Una superficie no puede ser la gráfica de una función 

de R en R si tiene más de una intersección con una recta perpendicular 

al plano XY. 



FIGURA 20 


^or ejemplo, la esfera 

K;. & = {(x,y,z)\x 2 +y 2 + z 2 -4 = 0} 

la gráfica de una función de R 2 en R, ya que para cualquier punto (x, y) 

















































































































" _ r / v v \ oerpendicular al plano X Y 
, ■ ■cPi(Cí OV 2Y la recta que pasa por (x, y) p P 

intersecta a la esfera en dos puntos (figura^ 20 )^ = q ^ ^ obtenem os 

Si reS ^^ ' a si ; U y “n »as funciones defimdas por fas reglas 

~ / l( x,y) = ^ ■ ] 

fi( x > y) = ’ 

aue la esfera es la unión de las gráficas de estas dos funcones, 
vemos que la esicid 

es decir, , _ r (í = 

sr = {(*> y> z n z - /l( ’ y) \ \ ... de f es el hemisferio 

áfica de f es el hemisferio superior y a § ra } st ¿ n definidas 

“f ¿ »,o decimos ,* £ '*/’ " I 

T=imr,T“» funcidn / «U «»<» 

por la ecuación f (x> y> z) = 0 

si, para todo (x, y)e9 f , ^ ^ /(x> y)) = 0. 

c ; rt iip* f está definido 

•Uj'r est0 en términos de conjuntos como s g 
Podemos escnbir esto en iei , 0 si 

implícitamente por la ecuac (’ i F(x v z) = °}- 

Volviendo a una consideración de la esfera 

—. «n -’-rPB 

Z‘ «'SdnlT. Sn define impiio— »“ '“f” ». 

única de dominio A y q . CO rrespondencia 

Estaes lafunción/con dom.mo^ y regia _ 

/(x, y) = ■ el 
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t 

J 


(x, y) = -V 4_x ' 


0 , 


Si„ embargo, ,i romamm u„ 

digamos el (0 2 0), ^"u ““u-iOn i„p»ei«a finie. e »« „ 

" •‘C.» ‘-‘i" ’ e ° M ' ng ‘ 
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gráfica. Los puntos (x 0 ,^ 0 ,0) difieren de los otros puntos de la esfera en 
que en estos puntos el plano tangente a Ia esfera es paralelo al eje Z. 

En el anterior ejemplo fue fácil resolver la ecuación para z en términos 
de x y y y determinar así explícitamente las funciones definidas implíci- 
tamente por la ecuación. Sin embargo, en general esto no es factible. EI 
siguiente teorema afirma la existencia de funciones implícitas bajo ciertas 
circunstancias y da fórmulas para las derivadas parciales de estas funciones. 


13.3 Teorema. (Teorema de la función implícita.) Sea F una función 
de R 3 en R que pertenece a la clase C 1 en un conjunto abierto S. Si F{x 0 ) = 0 
y £> 3 F(x 0 ) # o, donde x 0 = (x 0 , j> 0 , z 0 )eS, entonces existe una oecindad Jí 
de (x 0 , y 0 ), una vecindad <z 0 -c, 2 0 + c> de z 0 , y una función única feC 1 
sobre Jf tal que 

P; ; /(*o i Zo) = z o 

y> Para todo (x, y)eJÍ, 

f(x, y)e <z 0 —c, z 0 + c> 


F(x,y,f(x,yj) = 0. 


Además, para (x, y)eJÍ, 


F(x, y,f(x, yj) 


f(x, y) = 


D$ F(x, y, f(x, y)) 
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y 


D 2 f(x, y) 


D 2 F(x, y,f(x, y» 

" ' * 

D¡F{x 7 y, /(x, y)) 


o n F(i£ \ > 0 ÍLa prueba es análoga si D$F(x Q ) < 0.) 

Prueba. Supongam 3 (o) ■ to< j 0 x en cierta vecindad 

jr « » í ?<1 liw , , *» ***** > « 

implira q»e Fíx.y.z) aumenla »»>"«“: aumtnia. Pof ^anio,»"'»™ 
F(xn) = 0, tenemos F(x 0 , y 0 > z o c) < 0 y (• o > >^o > o . 3 2 

continuidad de F en / implica !a existencia de un número r - v f 
tal que, para todo (x, y)G¿F((xo,yo), 0 > 

F(x,y,z o-c)<0 y F( Wo + c) > 0 (figura 22). 

Sea ^ Tomemos (x, y)eJJ y 

Entonces g es continua y creciente en U 0 f > z o J- i c > tal 

y p( Zo + c) > 0. Luego hay un y solo un punto ze<z 0 -c, z 0 + c> 



que g(z) = 0. Así pues, para cada punto (x y)e existy‘ y defin ición 

en la vecindad <z 0 -c,z 0 + c>, tal que F(x, y, A ■ p b X 

hacemos f(x, y) igual a este z, entonces la funcon / es a defimda so 

y F(x,y,f(x,y)) = 0 para todo (x y)e^. Adcmj*s f( o,yo)^ ^ ^ 

Obsérvese que para cualquier (x,y)e Jf, \f( > • Tomemos ( x . v)enX’ 
Probamos a continuación que/es contmua en . ■ z ’-z 0 + c l' 

sea z = /(x, y), y tomemos « tal que 0 < s < mm {z 0 + c-z,z z 0 


13 ] 
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Qon sidercmos la regiórt cilíndrica que se extiende de z —e a z + s y que 
tieae como sección, es decir, como proyección sobre el plano XY. 
pe acuerdo con el argumento usado para demostrar la existencia y unicidad 
de / p 0 d emos com probar la existencia de una vecindad Jf(x, y) de 

(x,x) tal que para todo punt0 ( x '>y') EJir ( x 'y) 

I \f(x',y')-f(x,y)\ <e. 

por tanto, / es continua en Jf. 

Probaremos ahora que f eC l en Jf. Tomemos (x, y)eJf y (h,k) tales 
que(x + A, y + tyeJ^. Sea l(h, k) = f(x + h, y + k)—f(x, y). Usando entonces 
el teorema del valor medio (teorema 6.10, pág. 194), tenemos 

0 = F(x + h,y + k, f(x + h,y + k))~ F(x , y, f(x, y)) 

= F(x + h,y + k, f(x , y) +1 (h, k)) - F(x , y, f(x, y)) 

= (h, k , l(h, k)) • Df(x + Oh, y+ Qk, f(x,y) + 6l(h,k)) donde 9e( 0, 1 ). 

Si hacemos k = 0, obtenemos 

/tT»! F(x+ 0/t, y, f(x, y)+9l(h, 0)) 

WLf + l(h, 0) D 3 F(x + 0h, y, f(x, y) + 01 (h, 0)) = 0. 

Luego, para h # 0, 

l(K 0) = f(x + h, y)—/(x, y) = _ D x F\x + 0h, y,/(x, y) + 0l(h, 0)) 
h h D 3 F(x + 0h, y,f(x, y) + 0l(h, 0)) 


Como / es continua en (x, y) y D { F y D 2 F son continuas en (x, y, f(x, y)), 
el límite del segundo miembro cuando h tiende a 0 existe y, por tanto, 


D x f(x, y) 


DyHx, y, /(x, y)) 

D 3 F(x, y, f(x, y)) 


^e un modo análogo obtenemos 

D 2 /(x, y) = 


D± F(x 9 y,/(x, y)) 

D 3 F(x, y,f(x, y)) 


^ue completa la prueba del teorema. 

Elteorema 13.3 tiene la siguiente interpretación geométrica: supongamos 
se nos una SU p er fl c j e en j a f orm a {(x, y, z) | F(x, y, z) = 0} donde 
, en Un clert0 conjunto abierto y supongamos que x 0 es un punto 
^(¿ e ^ superllc * e en el 9 ue el P lano tangente no es paralelo al eje 
ren ^ 0)* Entonces, en una vecindad de x 0 , la superficie tiene una 

^sentación única en la forma {(x, y, z) | z = f(x, y)}. 

Com ^ Un teorema 13.3 puede enunciarse también, usando otra terminología, 

m ° sigue: 
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Supongamos que F pertenece a la clase C 1 en un conjunto abierto / de R3 
y sea w = F(x, y,z). Si 10 = 0 y j- * 0 en (x 0 , y 0 . z o). la ecuació n 

y z ) - 0 tiene una solución continua única para z en términos de * 

y y en cierta vecindad de (x 0 , _y 0 ) y 

dw ow_ 

dx dz _ _ dy 

3tt? 


dx 


dz 


dz 


Nom. E1 teorema 13.3 fue enunciado en términos de resolucon respecto 
a la tercera variable, pero es claro que un enunc.ado analogo tamb.en 
se verifica para el caso en que resolvamos respecto a cualqu.era de las 

otras variables. 

13.4 Ejemplo. Demuéstrese que en una vec.ndad de (0, 2, -3) la ecuación 

xz 3 +yz + 6 = 0 

cz dz 

puede resolverse para z en términos de x y y y encuéntrense - y - en 
este punto. 


SOLUCIÓN 


. Sea w = F(x, y, z) = xz 3 +yz + 6 . Entonces 

— = D,F(x. y, z) = z 3 
dx 

— = D 2 F(x, y, z) = z 
dy 

= D 2 F(x,y,z) = 3xz 2 + y. ; 

dz 

Tenemos pues que FeC' sobre R 3 y D 3 F( 0, 2 -3) = 2 * ?' P ° r 
ecuación puede resolverse para z en térm.nos de x y y en alguna 

de (0, 2, - 3) y en esta vecindad 


oz 

dx 


3 xz +y 


dz _ z 

y dy 3xz 2 + y 


5z __ 27 Sz _ 3 
Así pues, en ( 0 , 2 , -3), — - y y dy 2 ' 
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de la función implícita bidimensional es análogo al 


gl teorema 

te oremaI JJ 

$ ea f una función de R 2 en R que pertenece a la clase C l 

,3 ' 5 ^unto 'abierto S. Si F(x 0 ) = 0 yD 2 F(x 0 ) ¿ 0 ,dondex 0 = (x 0 ,y 0 )eS, 
eriunco J m(¡ vec ¡ n( ¡ a( J JT de x 0 , una vecindad (y 0 -c, y 0 + c> de y 0 , 

‘ZTfunción única feC 1 sobre Jf tal que 

C ’W /(x 0 ) = y 0 


y, P ara 


todo xeJf, f(x)e<y 0 -c,y 0 + c), 

P F(x,f(x)) = 0, 


y 


/'(x) 


D\F(x, f(x)) 
D 2 F(x, f(x)) 


La prueba de este teorema se sigue del teorema 13.3 si consideramos F 
como una función definida sobre R 3 , es decir, si hacemos F(x , y) = G(x , y, z) 
y aplicamos el teorema 13.3 a G (resuelto para y). 

La fórmula para f' dada en eí teorema 13.5 puede también obtenerse 
usando la regla de la cadena. Si suponemos que / es una función diferen- 
ciable definida sobre algún intervalo abierto $ tal que 

F(x,f(x)) = 0 y D 2 F(x, f(x)) ^ 0 para toda xe/ 


entonces, haciendo g(x) — F(x , f(x)) para xe/, tenemos 

0 ^ g'(x) = DF(r,/W) * (hf'(x)) 

^ = D , F(x, f(x)) +/' (x) D 2 F(x y f(x )). 

De donde 

R //x) = — para toda xef. 

D 2 F(x,f(x)) 

Consideremos, por ejemplo, la ecuación 

x 2 +y 2 —4 = 0. 

Si 

abie 1 ^ 011 ^ 11105 *^ ue una f unc ión diferenciable/definida sobre un intervalo 

erto g tal que 

x 2 + / 2 (x) - 4 — 0, xef 
tomando la derivada, obtenemos 

2* + 2/(x)/'(x) = 0 


f’(x)=--?f —, xef. 
f(x) 
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En este cálculo no se necesita introducir explícitamente la función /. 
Supongamos que ía ecuación x 2 +y 2 — 4 = 0 define y como una función 
diferenciable de x sobre algún intervalo abierto y derivemos a continuación. 
E1 cálculo toma entonees la forma: 

x 2 + y 2 -4 = 0 

d v 

2x + 2y" = 0 
dx 

dy _ x 
dx y 


A esto le llamamos diferenciación implícita. Según el teorema de la funcion 
implícita podemos ver que esta fórmula para la derivada se verifica en 
cualquier punto (x, y) sobre la circunferencia de ecuación x z +y 2 = 4, 
excepto en los puntos (2, 0) y ( — 2, 0) donde D 2 F es 0. 


Problemas 

1 . Dado el elipsoide definido por la ecuación 

4x 2 + 3y 2 +z 2 — 12 = 0. 

a) Dibújese ía gráfica. 

b) Determínese el plano tangente al elipsoide en cualquier punto 
(x 0 , y 0 , z 0 ) de la superficie. 

c) Resuélvase ía ecuación para z en términos de x y y, y encuéntrense 


cz dz 
dx ^ dy 

d) ¿ En qué puntos de la superficie es le plano tangente paralelo al eje Z ? 

e) Usando el teorema 13.3, determínense los puntos sobre la superficie en 
una vecindad de los cuales la ecuación puede resolverse en forma única 

, dz dz 

para z en términos de x y y y encuéntrense — y — . 

dx cy 

f) ¿En qué puntos de la superficie es el plano tangente paralelo al eje X ? 

g) Determínense los puntos sobre la superficie en una vecindad de los 
cuales la ecuación puede resolverse en forma única para x en ténnin 

, dx dx 

de y y z, y encuentrense — y — . 

dy dz 

2. ¿Puede resolverse la ecuación x 2 y + senyz = 0 en forma única 
para z en términos de x y y en una vecindad de (4, 0, 3) ? Demuéstrese q u 
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j e r esolverse para y en términos de x y z en una vecindad de ese punto 

&T 8y dy 

y eD cuéntrense ^ y & . ' 

3. Demuéstrese que la ecuación yz 2 +z + 3xy = 0, puede resolverse en 
forma única para z en términos de x y y en una vecindad de (0, 0, 0). Así 

u es, en una vecindad de ( 0 , 0 , 0 ), la superficie puede representarse por una 
ecuación de la forma z = f(x, y) donde f eC\ Determinese la regla de 

correspondencia para f. 

4. Demuéstrese que en una vecindad del punto que se señala las siguientes 
ecuaciones pueden resolverse en forma única para z en términos de x y y, 

dz dz 

Y encuéntrense “ y — . 

* dx dy 

a) x sen yz—4z + 6 = 0; ( 0 , 5, j) 

b) e n + 3z = 0 ; (4, 0 , - J) 

c) Jlf+yt+z 1 -2x 2 z 5 = 0; (2, v 59, 1) 

d) z y —x 2 z+9y = 0; (-3, 2, 3). 

dy 

5 . Por diferenciación implícita, encuéntrese ~ si 


a) xy* + 3xy— 1 = 0 
c) xe y +3 y = 0 

e) senhy + y 2 — x = 0 


b) x sen xy+y = 0 
d) cos y 2 + xy = 0 

f) arctan - - y 2 = 0 


6* Consideremos la ecuación F(x, y) = y 2 — x = 0 . 
d) Dibújese la gráfica de esta curva. 

b) Resuélvase la ecuación para y en términos de x. 

c ) Demuéstrese que D 2 F(0, 0) = 0. 

d) ¿Hay algunas discrepancias entre las partes b y c ? 

7. Pruébese el teorema 13.5. 


14. MÁXIMOS Y MlNIMOS 

£ 

e sta sección consideramos el problema de determinar los valores 
^biert* 10 ^ m ^ n * mo re lativos de una función real/definida sobre un conjunto 
ün ° ^ óe R". Encontramos primero una condición necesaria: si / tiene 
P a rcial° r m ^ mo 0 m l n * mo relativo en x 0 entonces todas las derivadas 
úem CS 0r< ^ en uno o son nulas o no existen en x 0 ; podemos también 
0 no° Strar ^ Ue en x ° toc l as tas ó er i v adas direccionales o son iguales a cero 
ex isten. En cualquier caso la condición no es suficiente para asegurar 
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la existencia de un valor máximo o mínimo relativo de ia función en x 0 . 
Para funciones de R 2 en R obtenemos una condición suficiente para l a 
existencia de un máximo o mínimo relativo que puede extenderse, aunque 
con dificultad, a funciones definidas sobre espacios de mayor dimensión. 

14.1 Definición . La función f tiene un máximo relativo en el punto x 0 si 
existe una vecindad Jf de x 0 tal que , para todo xeJT r\3f f , /(x) ^ /(x 0 ). 

Un mínimo relativo de una función se deñne de modo análogo. 

14.2 Definición. Los valores extremos de una función son los máximos y 
mínimos relativos de la función. 

Ahora probaremos que los valores extremos de una función definida 
sobre un conjunto abierto de R” pueden ocurrir solamente en puntos donde 
todas las derivadas parciales de primer orden son cero o no existen. 

14.3 Teorema. Si la función f definida sobre un conjunto abierto 8 de R" 
tiene un valor extremo en x 0 e8 y D k f(x 0 ) existe, entonces D k j(x 0 ) — 0. 

Prueba. Supongamos que f tiene un máximo relativo en x 0 . Entonces 

l ím /(xo + ^)-/(*o) ^ o 
o+ h 


y 


]f m /(x 0 + fiu t )-/(x 0 ) ^ 0 
h-+ 0- h 


Como D k f(x 0 ) existe, los dos anteriores límites deben ser iguales a D k f(x 0 )- 

Luego D k f(x 0 ) = 0. , . 

Si /tiene un mínimo relativo en x 0 , entonces -/tiene un maximo 

reiativo en x 0 . Aplicando la parte del teorema ya probada a -/, obtenemos 

DJ(x 0 ) = 0 . . , „ „ n0 

Los puntos donde todas las derivadas parciales de j son cero 

existen se llaman puntos críticos de/. Así pues, el teorema 14.3 nos ^ 
que los valores extremos de una función definida sobre un conjunto a ier ^ 
pueden ocunir solamente en los puntos criticos de la función. Sin em ^ arg ^’ 
la función no necesariamente tiene un valor extremo en cada uno de s 
puntos críticos; demostraremos esto en el ejemplo 14.5. 

14.4 Ejemplo. Determínense los valores extremos de la función f defini 
por /(x, y) = 2x 2 + 4xy + 5y 2 + 2x—y. 
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«olución. Como 

D,f(x,y) = 4x + 4y+2 
D 2 f(x,y) -= 4x+\0y-\, 

n f y Di f existen en todos los puntos de R 2 y, por tanto, el único punto 
crítico es" (— 1 . i) donde DJy D 2 f son cero. Por tanto, si / tiene algún 
valor extremo, tal valor extremo debe ocurrir en el punto (—l.i) Y ser 
,, j i) = Podemos demostrar que — f es el valor mínimo de /. Por 

una rotación de los ejes, podemos escribir 1 

2x 2 +4xy + 5 y 2 + 2x — y = x' 2 + 6y' 2 - + 5x' 







Así pues, f(x,y) > para todo (x,y)e R 2 y, por tanto, e § el valor 
mínimo de /. Las curvas de nivel de / aparecen señaladas en la hgura 23. 





14.5 Ejemplo. Determínense cualesquier vaiores extremos de la función / 
definida por /(x, y) = --• 


16 


Solución. Como 

DJ(x,y) = lx y D 2 f(x,y) = ~iy, 

D ify D 2 f existen en todos Ios puntos de R ¿ y son cero solamente en (0, 0). 
Es pues (0, 0) el único punto crítico de /. Por tanto, si / tiene un valor 
ex tremo, tal vaior debe ocurrir en el punto (0, 0) y ser /(0, 0) = 0. En este 


Volumen I, pág. 257. 














































































238 


Funciones reales de un vector 


[Cap. 4 


caso es fácil demostrar que / no tiene un.valor extremo en (0,0). Considerando 
los vaiores de / en los puntos sobre el eje X, tenemos 

f(x, 0) = }x 2 . 

é 

Así pues, / no puede tener un máximo relativo en (0, 0). Pero considerando 
los valores de j en los puntos del eje Y y tenemos 

Luego / tampoco puede tener un mínimo relativo en (0, 0). Por tanto, 
/ no tiene un valor extremo en (0, 0). Las curvas de nivel y gráficas de / 
están dibujadas en las figuras 24a y 24b. E1 punto (0, 0) se llama punto de 
ensilladura de /. La gráfica de / tiene un plano tangente horizontal en ese 
punto, pero la función no alcanza en él un valor extremo. 



FIGURA 24 


EI teorema 14.3 nos indica dónde debemos buscar los valores extremos 
—en los puntos críticos— pero no nos dice cómo saber cuándo nos hemo 
encontrado con uno. En los ejemplos 14.4 y 14.5 tuvimos que hacer una 
investigación completa de la función, antes de poder decidir si la tunc 
tenía o no un valor extremo en el punto crítico. Sin embargo, ha> u 
teorema, análogo al criterio de ia segunda derivada para funciones de R en * 
que nos proporciona un método sencillo para conocer cuándo, en 
punto crítico, una función de R 2 en R alcanza un valor extremo. 2 

Supongamos que /es una función de R 2 en R que pertenece a la clase 

en una vecindad 5^(x 0 ;r) de x 0 = (x 0 ,^ 0 ) y que P/*(x 0 ) — 0. E nt0 
para toda dirección u, Z) a /(x 0 ) = 0 y, por tanto, la curva formada po 
intersección de la superficie z = /(*, y) y el plano vertical que pasa^ 
(x o ,y o ,0) y es paralelo al vector (u lt u 2t 0), tiene una tangente honzo 
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e n el punto (x 0 , y 0 , f(x 0 ,y 0 )) (figura 25). Si / tiene un máximo (mínimo) en 
_ entonces (x 0 , >> 0 , f(x 0 , j> 0 )) es un punto máximo (mínimo) de esta 
curva de intersección. Si D u , a /(x 0 ) <0 para todo u donde D u n /= D u [D u f], 
entonces, por el criterio de la segunda derivada para máximos y mínimos 
de funciones de R en R, / tiene un máximo sobre cada una de tales 
curvas de intersección en x 0 . Análogamente, si D u , u /(x 0 )> 0 para toda u, 
entonces / tiene un mínimo sobre cada una de tales curvas de intersección, 
y s i A,,u/( x o) < 0 P ara al S ún U y A,, u /( x o) > 0 para algún otro u, / tiene 
un máximo en x 0 sobre algunas de estas curvas de intersección y un mínimo 
en x 0 sobre otras. Así pues, es de esperar que si D u u f(x 0 ) < 0 para toda u, 
entonces / tenga un máximo en x 0 y si D u u f(x 0 ) > 0 para todo u, / tenga 
un mínimo en x 0 ; mientras que si D u u f(x 0 ) es negativa para algún u y 
positiva para algún otro, entonces / tenga un punto de ensilladura en x 0 . 


Z 



FIGURA 25 


1 


Mostraremos que, como esperábamos, es este un criterio para máximos, 
mínimos y puntos de ensilladura de /, pero, primero, lo transformaremos 
para ponerlo en términos de derivadas parciales. 


A.,«/fx„) = u • D [u • D/] (x 0 ) 

= Wi 2 -Di,i/(x 0 ) + 2u 1 u 2 Z) 1 . 2 /(x 0 ) + u 2 2 D 2 , 2 /(x 0 ) 
= au i 2, + 2bu x u 2 + cu 1 2 


donde a = D lA f(x 0 ), b = D¡ 2 f(x 0 ), y c = D 2 2 f(x 0 ). Si a * 0, entonces 


au 1 +2bu x u 2 + cu 2 ‘ 


+ Ü 1 ‘ 


, 2 ac — b 2 


+ 


u • 


a‘ 


. eitl0s Por esto que si ac—b 2 > 0, entonces D u u /(x 0 ) es o positivo para 
° u o negativo para todo u, según cuál sea el signo de a. Si ac — b 2 < 0, 
onces podemos escoger u de forma que D u u f(x 0 ) sea, a voluntad, 
Sltlv o o negativo. Si c # 0, los resultados son los mismos. Si a = c = 0 
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y b ^ 0, entonces ac — b 2 < 0. En este caso Ai.n/^Xo) — 2buiU 2 , que 
puede hacerse positivo o negativo con elecciones apropiadas de u. 

Ahora enunciaremos y probaremos este criterio. 

14.6 Teorema. Suponyamos que f es una función de R 2 en R que pertenece 
a la clase C 2 en una vecindad (x 0 ; r) de x 0 , y supongamos que D u f(x 0 ) = 

D 2 f(x 0 ) = 0 . I 

1. Si D lí nx 0 )D 2 . 2 f(x 0 )-(D u2 f(x 0 )) 2 > Ofentonces f tiene un valor 
extremo en x 0 : un máximo relativo si D, ¡f(x 0 ) < 0 y un mínimo relativo 
siD uí f(Xo) > 0. 

2. Si D ul f(x 0 ) D 2 _ 2 f(x 0 )-(D U2 f(x 0 )f < 0, entonces f no tiene un valor 
extremo en x 0 : tiene un punto de ensilladura. 

Prueba. Tomemos un punto x 0 4 h en la vecindad reducida íf (x 0 ,r) y 
sea h = (h x ,h 2 ). Usando el teorema de Taylor, pág. 219, obtenemos que 

para un cierto Oe <0, 1 > 

ftx 0 + h)-f(x 0 ) = h x D¡ f(x 0 ) + h 2 D 2 f(x 0 ) + )[h¡ 2 D t l ftx 0 + Oh) 

+ 2h¡h 2 D ¡ ¡2 f(x 0 + Obi) + h 2 2 D 2-2 f(x 0 +Oh)] 

= W, 2 D¡ ¡f(x 0 +9h) + 2h¡h 2 D¡ 2 f(x o +0h) 

+h 2 D 2t2 f(x 0 + 6\i)] 

= {[Ah¡ 2 + 2Bh¡h 2 + Ch 2 2 ] 

donde A = D¡.¡f(x 0 + 6h), B = D¡ . 2 f(x 0 +Oh), C = D 2 . 2 f(x o +0 h). Sea 
9 = D¡ , fD 2 2 f-(D¡ 2 f) 2 ; entonces g es continua sobre £f(x 0 ;r). 

I. Si g(x 0 ) > 0 y D,.¡f(x 0 ) < 0, entonces existe una vecindad ^(x 0 ;¿) 

<= ^(Xq; r) tal que para todo xe^(xo; d) 

g(x) > 0 y D¡ ¡f(x)<0. J 

Si tomamos x 0 + he^(x 0 ; ó), entonces x 0 + 6 »he^(x 0 ; á) y 

g(x o + 0h) = AC-B 2 > 0 y D,.,f(x o + 0h) = A < 0. 

Por tanto, para todo x 0 + hei/"(xo; á), 

/(x 0 + h)-/(x 0 ) = i[Ah, 2 + 2Bh¡h 2 + Ch 2 2 ] 

= ^[(Ah x + Bh 2 ) 2 + (AC-B 2 )h 2 2 ] 

< o. m 

Esto pruebaque/tieneunmáximorelativoen x 0 si#(x 0 ) > 0y />i,i/( x o)^ ^ 

La prueba que / tiene un mínimo relativo en x 0 si £jr(x o )>0 y D x , x f(^o ■ 
es análoga a la anterior. 
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2 , Si gi* o) < 0, demostraremos que hay dos rectas <£ x y que pasan 
por Xo tales que /(x 0 ) es un mínimo relativo de los valores de la función 
sobre una de las rectas y es un máximo relativo de los valores de la 
función sobre la otra recta. 

Sí h = |b| u = jh| (u x , m 2 ), entonces 

/(x 0 + h)-/(x 0 ) =: i|h | 2 [Au 2 + 2Bu x u 2 + Cu 2 2 ]. 


Sea a = D XA j(x 0 \ b = D x 2 f(x 0 ), c = D 2 2 f(x 0 ). Como /eC 2 sobre 
y(x 0 ;r), para toda jhj suficientemente pequeña Au 2 + 2Bu x u 2 +Cu 2 2 , y 
por tanto /(x 0 + h)-/(x 0 ), tiene el mismo signo que au 2 + 2bu x u 2 + cu 2 , 
con tal que este último sea realmente distinto de cero. Ahora demostraremos 
que siempre hay dos eleeciones de u = (u x , u 2 ) tales que au x 2 + 2bu x u 2 + cu 2 2 
tiene signos opuestos para estas dos elecciones. Es decir, tales que /(x 0 ) es 
un mínimo relativo para una de estas dos elecciones y un máximo relativo 
para la otra. 

Consideraremos tres casos. 


Caso I. a # 0. 


Si (u x , u 2 ) = ( 1 , 0 ), entonces au 2 +2 bu x u 2 + cu 2 = a. 


Si (u x , u 2 ) = 


Ja 2 + b : 


( b , - a ), entonces 


au x +2bu x u 2 + cu 2 = 


a 


a 2 + b' 


0(x o ) • 


Así pues g (x 0 ) < 0, para |h[ suficientemente pequeño, pero no cero, el 
signo de /(x 0 + h)— /(x 0 ) será diferente cuando x 0 + he& x = {x o + r(l, 0 )} 
que cuando x 0 + he^f 2 = {x 0 + /(¿>, —a)}. Así pues f(x 0 ) es un valor 

nunimo relativo sobre una de las rectas y un valor máximo relativo sobre 

la otra. 

Caso 2. c ^ 0 . 

Este caso es análogo al caso 1 . Aquí /(x 0 ) es un vaíor mínimo relativo 
respecto a una de la rectas, = {x 0 + /(0, 1)} y S£ 2 = {x 0 + /(c,- 6 )}, 
es un máximo relativo sobre la otra recta. 


c Caso a = c = 0. 

Omo <7(x 0 ) = ac — b 2 < 0 , debemos tener b / 0 . 

Si ( 1 

, U 2 ) = — (1, I), entonces au x 2 + 2bu x u 2 + cu 2 = b 
v 2 


Si K, u 2 ) = 1 


^( 1 , - 1 ), entonces au x 2 +2bu x u 2 + cu 2 2 = -b 


/2 
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Así pues, para |h¡ suficientemente pequeño, pero no cero, el signo de 
/(x 0 4 -h) — /(x 0 ) será diferente cuando x 0 + hei^, = {x 0 + /(l, 0 } que 
cuando x 0 + heJSf 2 = {x 0 + /(l, - 1)}. Y de nuevo/(x 0 ) es un valor mínimo 
relativo sobre una de las rectas y un valor máximo relativo sobre la otra. 
Y esto completa la prueba. 

Aplicamos ahora el teorema 14.6 a las funciones consideradas en los 
ejemplos 14.4 y 14.5. 

14.7 Ejemplo. ¿Tiene la función / definida por 

f(x,y) = 2x 2 + 4xy + 5y 2 + 2x-y 

un valor extremo en su punto crítico (— 1 , i)? 

Solución. Las derivadas parciales primeras y segundas de / son 

D x f(x y y) = 4 x + 4 v + 2 D 2 f(x,y) = 4x+\0y-\ 

D íti f(x,y) = 4 D u2 f(x,y) = 4 D 2t2 f(x 9 y ) = 10. 

Como D i /(- 1, i) = 0, D 2 /(— 1, i) = 0, y 

D ux f(-\A)D 2t2 f(-\A)-(D lt2 f(-\.i)) 2 = 24>0, 

/ tiene un vaíor extremo en (— 1, i). Para ser precisos, / tiene un mínimo 
relativo en (— l,i), ya que D x l f(— 1, i) > 0. 

14.8 Ejemplo. ¿Tiene la función / definida por 



un valor extremo en su punto crítico ( 0 , 0 )? 

Solución. Las derivadas parciales primeras y segundas de / son: 

D x f(x,y) = ix D 2 f(x,y) = -%y 
D\,\f(x,y) = i D\ t2 f(x,y) = 0 D 2t2 f(x,y) = -$• 

Como D x f( 0, 0 ) = 0, D 2 f( 0, 0 ) = 0, y 

D ltl f(0,0)D 2t2 f(0,0)-(D lt2 f(0,0)) 2 = -± < 0, 

/ no tiene un valor extremo en ( 0 , 0 ); /tiene en ( 0 , 0 ) un punto de ensilladura 

En muchos problemas buscamos los valores extremos de una funcio» 
sujeta a ciertas restricciones. Por ejemplo, podemos necesitar encontrar 
valores extremos de una función F de R 3 en R para puntos sobre ^ 
superficie G(x, y, z) = 0. La ecuación G(x, y,z) = 0 se Uama restnccW * 
ecuación de enlace. Un posibie método para manejar tales problemas 
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de resolver la ecuación de enlace para una de las variables en términos de las 
otras, por ejemplo z = g(x,y), y luego hacer f(x,y) = F(x, y, g(x, y)), 
para encontrar finaímente los valores extremos de /. 

(x * ' t * * * 

14.9 Ejemplo. Una caja rectangular sin tapa ha de tener una superficie 
de área S. Eneuéntrense las dimensiones de la caja de máximo volumen. 


Solución. Supongamos que la caja tiene Ias dimensiones x, y y z, donde z 
qs la altura. Entonces el volumen es xyz y el área de la superficie es 
2xz+2yz+xy = *S. Deseamos, pues, encontrar el valor máximo de la 
función F(x, y, z) = xyz sujeta a la restricción 2xz + 2yz + xy-S = 0. 
Resolviendo la ecuación de enlace pára z, obtenemos 

S — xy 

z =-— . 

2x + 2y 


Sea f(x, y) = xy ——— . Entonces 

2 x + 2 >> 


n f , x -2xy-2y -2S + 2xy S-xy 
D\f(x, y) = xy-------- + y -— 

2x + 2y 


2y : 


(2x + 2y) 4 


(2x + 2y) 

( — 2 xy + S — x 2 ) 


n /v x —2x —2xy — 2S + 2xy S-xy 

D 2 f(x, y) = xy---^-- + x 


(2x + 2y) 4 


2x + 2y 


2x 2 

(2x + 2 y) 2 


( — 2 xy + S — y 2 ). 


Como en este problema x y y deben ser positivas, D x f y D 2 f existen en 
0 os los puntos y son cero si y sólo si 


x 2 + 2xy — S = 0 
y 2 + 2xy — S = 0. 


Rest 

tant ^° segunda ecuación de la primera, obtenemos x 2 —y 2 = 0 y, por 
x = y . Sustituyendo entonces en la primera ecuación, tenemos 
^ = 0 y, por tanto. 


^anto. 
3x 2 
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M¡ p„ ei p« x , , po»<ivos. I. función / tiene un v.lor ctremo 


en 


Debido a la naturaleza del problema este debe ser l e 


valor máximo deseado. Por tanto, la caja tiene volumen máximo cuando 

y [s 1 /s 

I’ >, = VT’ 


x = 



Fn el oróximo capitulo discutiremos otro método para el manejo de 
En el proxitno upnu resolvemos exphcitamente 

íaecuad^deenlace^para una variable en térmmos de las otras. Este nuevo 
método se llama el de los multiplicadores de Lagrange. 


Problemas 


, Fncuéntrense los valores extremos de las siguientes funaones. 
primero sin usar el cálculo y despues usandolo. D.bujese 
diagrama de curvas de nivel y la gráfica. 

a) f(x, y) = x 2 + >' 2 


b) f(x, y) = Jx 2 +y 2 


% y) l x 2 +/ + 2x-3y+4 d) f(x, y) = sen xy. 


a) f(x,y) = x 3 + 3x 2 -/ + 4 

b) f(x,y) = x 2 -y 2 + 2x-3y + 4 

c) f(x, y) -«^ 2 

d) f(x,y) = * 4 -3x ~y +12 

e) f(x, y) = sen x sen y 

f) f(x, y) = x 2 + 3 xy + 2 y - * + 3 

g) f(x,y) = -v 2 l 2 +/ -\y +5* -3 

h) f(x,y) = x*—y —2x +y +5. 



ensilladura. 






3 Encuéntrese la distancia más corta entre !as rectas definidas por 
p = (1, 3,5) +j(2, 0, — 1) y P = (2,8,ll)+r(-4,3,l); 

Encuéntrense los puntos sobre las rectas que i estan ^ogonal a > aS 

y demuéstrese que la recta que pasa por estos puntos % 

dos rectas dadas. ]an0 ¿ e 

4. Encuéntrese la distancia más corta del punto (2, -3, 1) a P 

ecuación z = 2x + 5>> — 3. 


aacion z = ¿x-t jy ^ reCt a 

s C¡ f( x y) = (y_^)0—2x 2 ) demuéstrese que sobre ca a 
q ue pasa £eÍongen / tiene un minimo relativo en el ongen. D.buj 


parábolas>’ = x 2 y > = 2x 2 e indíquese en qué regiones del plano/ tiene 
valores positivos y en cuáles negativos. Dedúzcase de esto que / no 
tiene un valor extremo en (0, 0). * 


5. Encuéntrense los valores extremos de las siguientes funciones sujetas 
a las restricciones que se señalan. 

J 2 , ..2 


a) f(x,y,z ) = x 2 +y 2 -z, 2x-3y + z-b = 0 

b) f(x,y,2) = ze"*’’ ^ 2 -” 2 -’ - 


x 2 +y 2 -z = 0 


c) f(x,y,z) = x 2 +y 2 + z 2 —2x+ 1, yjx 2 +y 2 —z = 0. 


7. Determinese el paralelepípedo rectangular de máximo volumen y 
área total igual a 48. 


8. Determínese el paraíelepípedo rectangular de máximo volumen y 
lados paralelos a los planos coordenados que puede inscribirse en el elipsoide 
2 


x 2 > 2 z 

t- + Z- + —:= 1 


15. RESUMEN 


En este capítulo hemos presentado el cálculo diferencial de funciones 
reales de un vector (también llamadas funciones reales de más de una 
variable). La teoría para funciones de una variable vectorial, aunque más 
complicada en detalle, es una extensión natural de la teoría de funciones 
de una variable real. La definición de límite de una función de un vector 
es formalmente la misma que la de Hmite para una función de variable real. 
La extensión de la derivada se efectúa definiendo la noción de diferen- 
ciabilidad para definir la derivada en términos de esta noción. 

Las derivadas direccionales y las derivadas parciales también fueron 
otros conceptos definidos y se estudiaron las relaciones entre estos distintos 
dpos de derivadas. Las derivadas parciales son derivadas direccionales en 
direcciones particulares. Si / es diferenciable en un punto x entonces 
todas las derivadas direccionales de / existen en ese punto y el valor de la 
derivada es un vector cuya dirección es aquella en que la derivada direccional 
bene $u valor máximo, y cuya longitud es el valor de esta derivada 
Weccional máxima. Además, la derivada de/’en x es el gradiente de/en x: 
Un Ve ctor cuyos componentes son las derivadas parciales de / en x. 

El cálculo de las derivadas parciaíes de una función puede hacerse 
Ca ^culando la derivada de una función real de una variable real. Por tanto, 
j los valores de la derivada y de las derivadas direccionales de una 
^ nci ^ n diferenciable pueden obtenerse partiendo de los valores de las 
nv adas parciales, no son necesarias, realmente, ningunas nuevas técnicas 
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de cálculo. Además, la considerac.on de las " d “ S 

proporciona una condición suficientemente senc.lla de ^ 

si una función tiene derivadas parciales continuas, es d.ferenc.ab . 
Problemas de repaso 

1. Verifíquese, usando la definición de límite, que 

lím (x 2 + y) = 3 
2) 

x 3 : 1 

2. Sea /(x, y) = 

xy+y 

„ Demu« re .«q»e «■» 0 si I / - 

t, De”n, d 'é",et«°,ue II» I * <». 7)««*.,)' » ‘ ’’>• 

(jc,y)-*(0,0) 

c) ¿Existe lím /? 

(0,0) 



3. Existe lim 


xy — 2x — y + 2 


«J-o.» x 2 + /-2x-4y + 5' 

a Sea f( x v) = -—• Determínese lím lím /(x, y) y Hm hm f(x, y) 

4. Sea J(x r y)- y x ^ 0 y -o y-o *-o 




y + x 

;Oué puede decirse de lím J(x, y) ? 

K (x,y)-*{0,0) 


5. Si /(x. * z) = x 2 sen <yz), determínense las derivadas parciales de /. 


Determínese, ademas, D u f donde u -( 1» 2, 1). 

«. S¡ n *.,) - P“ # <“• 0) J /<0 - 01 ■ °' 

x +y 

D,/(0,0)y D a /(0,D). 

7. Encuéntrese la d.rección y magmtud de ^^^punto^M. »■ 

de la función / definida por /(x, z) - 3 x y yz , P 

8. Si las derivadas parciales de las funciones 1. •-^° g _ 

respecto a la coordenada /c-ésima ex.sten sobre un conjun 

demuéstrese que 


m 


m 


u) JjD* /i “ ^ 

/= 1 í= 1 
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m m 

w D k n /. = i 

í=i j = i 



\ 


9 . Si la función / de R 2 en R está definida sobre una vecindad 
y((fl ? b); r) y si D 2 f(x , jv) = 0 para todo (x, y)eS?((a, b); r), demuéstrese 
que podemos considerar / como una función de una sola variable; es 
decir, demuéstrese que podemos definir una función g de R en R por la 
regla g(x) = f(x,y) sobre <^((a, ¿>); r). 


10. Desarróllese la fórmula de Taylor con (0,0) como punto inicial 
para la función / definida por /(x, y) = e x sen jv, incluyendo todos los 
términos de tercer grado. 


11 . Determínese la ecuación del plano tangente al cilindro circular 
recto de ecuación x^+y’ 2 = 9 en el punto (0, 3, 2). 


12. Determínese la ecuación del píano tangente al cono elíptico recto 
de ecuación z = yjx 2 + 2y 2 en el punto (2, 0, 2). 

13. Encuéntrense los valores extremos de la función / definida por 
f(x, y) = x 2 — 3xy + 3y 2 — 4x+5. 

14. Un punto x 0 se llama punto aislado de S si x 0 e<^ y hay una vecindad 
reducida de x 0 contenida en Demuéstrese que todo punto aislado 
de S es un punto frontera de S. 

15. Proporciónense <f,-, S b , S ef S, y el conjunto de puntos aislados 

de<f cuando 

a) S — {(x, y) | 0 < x 2 +y 2 < 16} 

b) S = {(x, y) | x 4 -y 4 — 4x 2 — 4>^ 2 = 0} 

c) S = {(x, y, z) I 2 > x 2 +y 2 } 

d) & = j(x, y) | y = sen - . 




































































1. INTRODUCCIÓN 

V na función vectorial f de un vector es una correspondencia desde un 
c °njunto stf de vectores a un conjunto 3$ de vectores tal que para cada 
^ctor ae^ hay un y sólo un vector correspondiente f(a)eá?; es decir, 
üna trnn sformación del conjunto sá en el conjunto Si sí es un 
fün ' ,nt ° Cn y ^ es un conjunto en R m , entonces decimos que f es una 
en n £° n en R m . Las funciones de R en R" y de R" en R que consideramos 
dos capítulos anteriores son casos especiales de este tipo de funciones. 
son f ^ e ° metrta analítica se consideran transformaciones del plano; estas 
e jem , nci0nes vectoriales de un vector con dominio y rango en R 2 . Por 
P Ia función f definida por 

i(x,y) = (x,y) + (2, 3) = (* + 2,y+3) 
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es una traslación del plano; cada punto (x, y) en R 2 se transforma en 

ei punto (x + 2, y + 3) en R 2 . iA , Rn e Rn 

E1 gradiente de una función de R en R es una funcion de R en R . 

Por ejemplo, si 

f(x,y,z) = x 2 y+yz 


entonces 

V/(x, y, z) = (2 xy, x 2 + z, y ); 


es decir, si 


/ = f 2 h + hh 


entonces 

V/= (2/ I 2 > f 2 + h)- 

Las funciones 2/,/ 2 , /, 2 +/ 3 , e / 2 son funciones de R 3 en R y se llaman 
funciones componentes de V/. 

En general, si f es una función de R' en R , entonces escnb.mos 

( = (f . f ) donde la función componente f k (k — 1, • **, m ) es a 

función de R rt en R con dominio ^ f y regla de correspondencia f k (x) es 

el /c-ésimo componente dei vector f(x). Veremos que, ^R^ouede 

funciones de R en R" (capítulo 3), el cálculo de funciones de R en R puede 
expresarse en términos de las funciones componentes que en este caso son 

funciones de R rt en R. A 2 o 3 

En los problemas físicos, donde usuaimente n es 2, 3 o > _ ’ 

las funciones de R" en R m se llaman a menudo campos vectonaíes. 

eiemplo de una función de R 3 en R 3 es el campo de velocidades de u 

corriente estacionaria (es decir, con velocidad independiente de uempo) 

de un fluido. A cada punto x del fluido corresponde un vect0 _ ) de 

velocidad de una partícula en el punto x. Una representacion g eo c 

la función v puede obtenerse dibujando en el punto x una q ¿ 

represente el vector v(x). Si la corriente del flu.do no es f.ja, « de ^ 

depende del tiempo, entonces la velocidad es una funcion e tef 

v(x, y, r, t) es la velocidad de unapartícula en elpunto(x,y,z)enel 


Problema 

Proporciónese una imagen geométrica de la función f dibujand 
flecha que represente f(x) en el punto x cuando 

a) f(x, y) =-(x, y) b) f(x, y) = (~y, x)- 

Vx 2 +r 


I 


2. LÍMITE Y CONTINUIDAD 


Como es de esperar, dadas nuestras experiencias previas con límites, 
lím f = quiere decir que f(x) está próximo a b cuando x está próximo a, 
pero es distinto de, a. También como de costumbre, suponemos que a es 
u n punto de acumulación del dominio de f. Definimos entonces el limite 
como sigue. 

2.1 Definición. Se dice que el vector b es el limite de la función f en a, 
y escribimos lím f = b o lím f(x) = b, si para cada número z > 0, hay un 

a x-»a 

número S > 0, tal que siempre que x esté en el dominio deíyO < |x — a| < ó 

entonces 

P |f(x) — b| < £. • 

Así pues, decimos que Iím f = b si para cada vecindad Sf( b; e) de b 

a 

hay una vecindad reducida ^'(a; c>) de a tal que f(x)e^(b; e) siempre que 
xe^ f n ^'(a; J) (figura 1). 



FIGURA 1 


La relación entre el límite de una función vectorial de un vector y los 
fimites de sus funciones componentes está dada en el siguiente teorema. 

Teorema - s ea b = (ó,, bJeR"', f = (/,, ...,/ m ) una función 
aeK en R m , y a un punto de acumulación de Entonces lím f = b si y 
s o si lím f k = b k para cada k = 1,..., m. a 

a 

Omitimos la prueba de este teorema ya que es la misma que la prueba 

e leorema correspondiente para funciones de R en R rt (pág. 00). 

U n a ^ m ° un re suItado del teorema 2.2, los problemas respecto al Hmite de 

j f Uncie>n de R rt en R m pueden reducirse a problemas sobre los límites 
íunciones de R rt en R. 

de ^. ra / ( unciones de R rt en R m definimos en la forma usual las operaciones 
lci0n » sustracción, multiplicación por un escalar, producto escatar 
f + g° e UCt ° vectoria ^ (solamente si m — 3) (véase pág. 104); por ejemplo, 
es la función con dominio n y regla de correspondencia 
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[f+g] ( x ) = í(x) + g(x). Partiendo de la definición de estas operaciones 
es fácil demostrar que si f — {f x , • • •» fm) y g = (£i> • * • » 9m) entonces 

f+S = (f\ + 9 l * •••*fm~^~Qm) 
f g = {fi 9 1 * * * *» Jm 9n¡} 

<pf = (<Pf\ » <Pfm) 

m 

f*8 ^ J kSk 

k=l 

f x g = (/ 2 ^ 3 ~~Ji9z » fiQ\~ f\9z> J\9i~fi9 1 ) • 

Usando el teorema 2.2 y el teorema del límite para operaciones sobre 
funciones de R" en R (teorema 4.5, pág. 176), obtenemos el siguiente 
teorema. 

2.3 Teorema. Si f y g son funciones de R" en R"‘ tales que lím f y lím g 

a a 

existen y si a es un punto de acumulación de Q¡\ r\ entonces 

lím (f+g) = Iím f + lím g 

a a a 

lím (f—g) = lím f — lím g 

a a a 

lím (f * g) = (lím f) * (lím g) 

a a a 

lím (f x g) = (lím f) X (lím g) [m = 3] . 

a a a 

Además ; si <p es una función de R" en R y a es un punto de acumulación 
de n entonces 

lím (<pf) = (lím <p) (lím f). 

a a a 

La noción de continuidad puede extenderse de un modo natural a las 
funciones vectoriales de un vector: 

2.4 Definición. La función f es continua en el punto a de ( J\ si P ara 
todo e > 0 existe un Ó > 0 tal que 

|f(x) — f(a)| < £ 

siempre que xe^ ( y |x —a| < 3. 

Si a no es un punto de acumulacíón de entonces f es continua en a- 
Si a es un punto de acumulación de entonces la definición 2.4 
equivalente a la función f es continua en a si lím f = f(a). 
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Los siguientes teoremas se siguen fácilmente de los teoremas 2.2 y 2.3. 

2 5 Teorema. La función f es continua en a si y sólo si cada una de sus 
funciones componentes es continua en a. 

2 6 Teorema. Si /as funciones f, g y <p son continuas en a, entonces f+g, 
f __ g, f * g, f x g y <pf son continuas en a. 

Decimos que f es continua si es continua en cada punto de su dominio 
y <jecimos que f es continua sobre un conjunto SS o si la función 
í-estringida f y es continua. Recordemos que f y es la función con dominio 
n Sf tal que f y (x) = f(x) si xe^ f n «SC 

E1 siguiente teorema es una generalización del teorema del valor 
intermedio (teorema 5.7, pág. 187). Probamos primero un lema. 

2.7 Lema. Sea f una función continua de R n en R m con dominio <%. Si stf es 
un abierto relativo a = f(^), entonces f*(stf) = {x | f(x)e^} es abierto 

respecto a 

Prüeba. Tomemos x 0 ef*(s/) y sea y 0 = f(x 0 ). Como s¿ es abierto relativo 
a $ y y 0 e^/, existe una vecindad ^(y 0 ;£) tal que Sf(y 0 \ z) c\ M <= . 

Por otra parte, como f es continua en x 0 , correspondiéndose con el £ hay 
una Ó > 0 tal que xe<$^(x 0 ; <5) n ^ implica f(x)e^(y 0 ; ejnl c i. Así 
pues ¿f(x 0 ;ó)n@ está contenida en f*(s/), de donde f*(s?) es abierto 
relativo a 

2.8 Teorema. Sea f una función continua de R n en R m . Si S es cualquier 
subconjunto conexo del dominio de f, entonces f(&) es conexo. 

Prueba. Podemos suponer que $ es el dominio de f. Supongamos ahora 
que f($) no es conexo. Entonces existen dos conjuntos no vacíos ajenos sí 
y & ambos abiertos relativamente a f(S) tales que f(S) — \j M. De 
acuerdo con el lema 2.7 los conjuntos f *(s&) y f*(á?) son abiertos relativos 
a S. Además, estos dos conjuntos son ajenos y no vacíos y 

K S = f*(s¿ kj &) = f *(st) u {*(&). 

Esto significa que S no es conexo. Esta contradicción implica que f(S) es 

c onexo. 

f^oblemas 

** Pruébese el teorema 2.2 

Determínense los siguientes límites: 

B ' a ) itm (x 2 y, x + y, 2x) 

(*.?)-»< 1,2) 
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b) lím (íihhr 

(- 1 , 5 . 2 ) 

■ ( y 

c) Hm ! sen xy , tan - 

(x,y)-(3.2) \ X 


3. Pruébese el teorema 2.3. 

4. Si lím f(x) = b, pruébese que 

x-* a 

lím |f(x)| = |b| 



, ím iííl = l s ¡ b#0. 

x-a |f(x)| |b| 

5. Si f tiene la propiedad de que |f(x) —f(y)| ^ |x — y| para todo 
x, ye^f, demuéstrese que f es una función continua. 

6. Sea f una función de R" en R m con dominio 3 y sea M - f(^). Si 
para todo conjunto sé abierto relativamente a f*(¿^) es abierto relati- 
vamente a demuéstrese que f es continua. 

7. Usando el hecho de que un intervaio en R es conexo, demuéstrese 
que un segmento rectilíneo en R n es conexo. 

% 

8. Pruébese que un conjunto convexo (problema 8, pág. 195) en R" es 
conexo. 

9. Demuéstrese que una curva punteada, pág. 110, en R" es conexa. 

10. Si $ es un conjunto en R n con !a propiedad de que cualesquier 
dos puntos de $ pueden unirse por una curva punteada contenida en 
demuéstrese que <f es conexo. 


3. MATRICES 

Antes de proceder a una discusión de la derivada de una función 
R" en R m , introduciremos brevemente la noción de matriz de números 
reales. Una matriz mxn de números reales y A , es una función con doniin 10 
el conjunto de pares de enteros {(i>j) | 1 < i < w, 1 ^ j ^ n ) y con ran ®° 

en R. i a 

Un valor de la función A(i>j) se llama entrada de la rnatriz, ^ 

entrada A(iJ) suele también denotarse por a tj . Usualmente una matriz s 
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¿escribe desplegando 

las entradas en 

una disposición rectangular; por 

ejemplo 


\ 




1 a 11 a 1 2 

a ln \ 

§ll8v . 

A = 1 

a 21 a 22 

• ■ 

Ü * 

... a2n 

m 1 * 

* 1 



* ■ 

\a ra i a m2 

* 

* * * ^mn 1 


Mótese que el arreglo con que describimos la matriz m xnA tiene m renglones 
y n columnas; a tj es la entrada en el i-é simo renglón y y-ésima columna. 

Como dos funciones son iguales si y sólo si tienen el mismo dominio 
y la misma regla de correspondencia, vemos que dos matrices A y B son 
iguales si y sólo si tienen el mismo número de renglones, el mismo número 
de columnas y, además, las entradas correspondientes son iguales, es decir, 
A(iJ) - B(iJ). 

Pasamos ahora a definir las operaciones de adición de matrices y 
muítiplicación de una matriz por un número real. 


3.1 Definición. Si A y B son matrices mxn, entonces la suma de A y B 
es la matriz mxn A + B tal que (A + B) (i,j) = A (i,j) + B(iJ) para 
\ ^ i <: m y 1 ^ j ^ n. 

La suma A + B está definida solamente si A y B tienen el mismo número 
de renglones y el mismo número de columnas; cada entrada de la suma se 
obtiene sumando las entradas correspondientes de A y B. Expresando las 
matrices por sus arreglos rectangulares, tenemos 


A + B = 


( a 11 a 12 °ln ^ 


/b ,, 

¿>12 ... />, n \ 

^21 a 22 •** a 2n 

m m m 

m m m 

m • m 

+ 

^21 

• 

m 

m 

b 2 2 ••* b 2n 


\bm 1 b 


m 2 


mn 



/au+¿> u 

a l2 + b l2 

... a ln + b ln \ 

= 

a 2 i +¿> 2 i 

• 

a 22 + b 22 
* 

... a 2 „ + b 2n 

m 

m 


\ Ü mi +b ml 

* 

a m 2 + b m 2 

m 

• • • a mn + b mn 1 


3*2 Definición. Si A es una matriz mxn y r es un número real , entonces rA 
€s ia matriz mxn tal que [rA\ (i,j) = rA(iJ) para 1 ^i^m y 1 ^j ^n 

Así pues 


/ra ,, 

ra \2 •** ra ln\ 

ra 2 i 

* 

• 

ra 22 ••• ra 2n 

m m 

m • 

• 

V«ml 

ra m2 * * • ra mnI 


rA = 
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Es f ácil ver que, para myn fijos, el conjunto de todas las matrices mx„ 
de números reales con estas operaciones de adición y multiplicacion p or 
un real forman un espacio vectorial sobre el campo real (problema 2). 
La matriz m x n, O, es la matriz todas cuyas entradas son iguales a cero 
y —A, la inversa aditiva de/l,es la matriz con entradas [- Á) (i,j) = - A ( i,j ). 

Ahora demostraremos que el espacio vectorial constituido por todas las 
matrices 1 x/i de números reales es isomorfo a R"; es decir, que existe una 
correspondencia biyectiva (uno a uno y sobré) entre las matrices \ xn y 
los vectores de R" tal que las operaciones de adición y multiplicacion por 
un número real se preservan bajo esta correspondencia. Sea a = (a, ,.a„) 

el vector correspondiente a A = (a,, • «iJ si y s °*° S1 a i = a 'J para 
1 ^j^n. Entonces, si a y b se corresponden con A y B respectivamente 

a + b = («, +ó,,.... a„+b n ) se corresponde con 

A + B — (í2 ~ í cb j j, b\ n ) 


y 

ra = (ra l9 ..., ra n ) se corresponde con rA = (ra xv ... ra x „). 

Como las matrices 1 x n tiene las características de los vectores en R 
identificaremos una matriz 1 xn con el vector correspondiente; las matnces 
1 xn S e llaman vectores renglón . De un modo análogo podemos establecer 
un isomorfismo entre el espacio de las matrices n x I y R\Por tanto, una 
matriz mxI puede identificarse con el vector correspondiente en R , a 
las matrices n x 1 se tes llama vectorescolumna. En general, el espacio vectona 
consistente en todas tas matrices m x n de números reales es isomorfo a R 

(problema 6). 

Las definiciones dadas para la adición de matnces y ta multipltcacio 
de una matriz por un número reat son conformes al modo habitual de sumar 
y multiplicar por un número real las funciones reales de un vector. 
embargo, la definición de multiplicación de matrices que ahora daremos 
difiere esencialmente de la dada para la multiplicación de funciones rea e 

de un vectcr. 


3.3 Definición. Si A es una matriz mxn y B es una matriz nxp , el 

n 

producto de A y B es la matriz mxp C tal gue c X j ^¡kbkj' P 

1 ^i^m y 1 <7 

E1 producto AB está definido solamente si el número de columnas ^ 
es igual al número de renglones de B. Si convenimos en denotar por »¡ 
/-ésimo renglón de A y por b J la >ésima columna de B, entonces P 
mos considerar a, y b J como vectores de R" y c¡j = a, ■ b J . Así pues, po 
escribir 
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por ejemplo. 


AB = 


I a j • b 1 a t -b : 

^ b 

jm * * 

* t 

\ a »,' b 1 a m -b : 




Si A es una matriz 1 x 1 podemos establecer la siguiente correspondencia 
biunívoca: A se corresponde con su única entrada a xx . Es fácil ver que las 
operaciones de adición y multiplicación se preservan en esta correspondencia 
entre matrices I x I y números reates. Podemos, pues, identificar una 
matriz 1 x 1 con el número real que es su única entrada. 

Observemos ahora que si A es una matriz 1 x n y B una matriz n x 1 
y a y b son los vectores correspondientes en R", entonces el producto 
escalar a * b se corresponde con AB. Por ejemplo. 


se corresponde con 


(2, -1,5) -(-3,0, 7) = 29 



Como un tratamiento completo de la multiplicación de matrices nos 
Uevaría mucho tiernpo, limitaremos nuestra discusión a las propiedades 
^ue vamos a necesitar en nuestro estudio de las derivadas. 


Teorema. Si A es una matriz mxn , B una matriz n x p, y C es una 
natriz pxq, entonces A{BC) = {AB)C. 

Ueba. Tanto A(BC) como (AB)C son matrices mxq . Además, para 
^i^my 1 ^j^q, 

LA(BC)2(i,j)= ¿ A(i, k) [BC] (k,j) = ¿ a ik ¿ b k ,c t¡ 

k= 1 fc=i /=i 

n P p n 

= E [ a¡kb k ,c tJ = ¿ Y. a ¡k b k ,c t j 

k=l 1=1 1=1 k=l 


t 
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= t ( t = ^ ÍAB](i,l)C(l,j) 

1= 1 \lc = 1 / í= 1 

= l(AB)C](i,j). 

Por tanto, A(BC) = (AB)C. ., , . . 

Como un resultado de esta ley asociativa de la multiplicacion de matnces, 

podemos escribir el producto de las matrices A, B,y C en la forma ABC, 

sin que sean necesarios paréntesis algunos para mdicar el orden en cl que 

los productos han de efectuarse. 

3.6 Teorema. Si A es una matriz mxny ByCson matrices n xp, entonces 
A(B + C) = AB + AC. 

Prueba. A(B+C) y AB + AC son matrices m xp. Para todo (t,j) tal que 
Ui<myUy</». tenemos 

n 

f/l(fi + C)](i,;') = ¿ A(i,k)[_B + C](k,j) = Y, a ik (b k j + c kj ) 

k =t 1 

n n n 

= V (a ik b k ¡+a¡ k c k j) - X a ik b kj + X a¡ k c kJ 
= \_AB + /4CJ * 

El teorema 3.6 es una ley distributiva para las matrices. Como el producto 
de matrices no es conmutativo, deberíamos también probar la siguiente le> 

distributiva: si A y B son matrices mxnyCes una matnz " e " ton “ 
(A + B)C = AC+BC. Sin embargo, no desarroilamos la prueba po 
completamente análoga a la del teorema 3.6. Usando estas leyes distnbutrva 
obtenemos: si A y B son matrices m x n y C y D son matr.ces n xp. entonces 

(A + B)(C+D) = AC+BC+AD+BD. 

lntroducimos a continuación el concepto de norma de una matnz. 

3 7 Definición. Una función reai definida sobre el conjunto sd de todas las 
matrices con entradas reales, denotada por || || « Hama norma matrtcta 
si para todas las matrices A, Besd y para todos los numeros reales r, tene 

1 ) ||/l|| > 0 si A * O, y IIOI| = 0 

2) IM|| = M IMH 

3) | \A + fi|| < \\A || + ||S|| (Ay B son matrices m x n) 

4) ||/4fi|| < Mll IMII ( A una maniz mxn y B una matriz n xp). 

Es fácil ver que si identificamos los vectores en el espacio real 


3] 
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rt-dimensional con las matrices n x I (o con las matrices 1 x n), entonces 
] a distanciü euclidiana es una norma matricial: 

|x| > 0 $i x 0, y |0| — 0 
|rx| = \r\ |x| 

|x-h y| |x| + |y| (desigualdad del triánguío) 

|x • y| ^ |x| |y (desigualdad de Schwarz). 

Como otro ejemplo podemos observar que para vectores en el espacio 
real «-dimensional podemos definir una norma vectorial (matricial) por 

la regla 

¡X; = |JCj| + |x 2 |+ ... + \X„\. 


Que ésta satisface las propiedades (l)-(4) de !a definición 3.7, puede 
verificarse fácilmente. Por ejemplo 

l)x + y II = i*i + I-X 2 ++ 2 I + ••• +1^++«! 

|é- ^ Uil + bil + U2I + I+2Í + ••• + l^ni + l-Vnl — il x li + llyll- 

3.8 Teorema. La función real definida sobre el conjunto sd de todas las 
matñces de entradas reales por la regla 



m 


x x 

,i=i y=i 


a 


u 


1/2 


donde A es una matriz m x n, es una norma matricial . La llamaremos norma 
matricial euclidiana 


Prueba. Si identificamos Ae.tf, matriz mxn , con un vector en R mn 
(problema 6), entonces ||xt || es exactamente la longitud euclidiana de este 
vector, y las propiedades (1), (2) y (3) son las propiedades fundamentales 
de la longitud de un vector (teorema 5.2, pág. 26). Para probar la 
propiedad (4), observamos que si C = AB, entonces 


^li 2 iífíll 


[ m n "| p n p m n n p 

X X “u 2 X X b u 2 = x X X X «1/ b M : 

i- 1 j= 1 J L*= 1 /=1 J /= 1 /= 1 k- 1 /=1 


m p m p 

2 V~ V' 2 


\\ABf = IICJI 2 = X X c „ 2 = X X 


1=1 /= 1 


1=1 /= 1 j= 1 


X a ¡j b n 


modo que 

üfi|| 2 - II4BH 


m n n p 

- X X X X a u b n a ¡k b ki 

i = 1 J=\ k= 1 / = 1 


m n n f, m n n p 

Z Z Z ¿ a ij 2 t>ki 2 - Z Z Z Z a ijbjt a ikb k ¡ 

/= 1 j- 1 k = r 1= 1 «= 1 ;= 1 k= 1 /= i 

m n n p 

) Z X X X ( a ¡j b ki-o¡k b ji ) 2 ^ 0. 

/= l J'= 1 k= 1 1= ! 
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lo que implica la propiedad (4). 

En lo que falta de este libro siempre que aparezca la norma de una 
matriz ha de entenderse que esta es la norma matricial euclidiana del 

teorema 3.8. 

Finalmente, introducimos la noción de límite para funciones matnciales 
(es decir, con un conjunto de matrices como rango) de un vector. Sea F l a 
función matricial definida por 

//u(y) fui y)’ 

F( y) = . 

\/ml(y) ■** 

donde cada función f u es una función real de un vector. Como es usual, 
en la definición de lím F que sigue suponemos que x es un punto de 

X 

acumulación del dominio de F. 1 

3.9 Definición. Se dice que la matriz A es el límite de lafunción matricial i 
en x, lo que se escribe , lím F — Ao lím F(y) = A t sipara cada número e > 0, 

hay un número ó > 0, tal que siempre que ye&f y 0 < |y — xj < d entonces 

\\F(y)-A\\<e. 

N ótese que si F es una función cuyos valores son matrices m x n t entonces A 
es una matriz m x n. 

3.10 Teorema. Sea A una matriz mxn, F una función cuyos valores son 
matrices m x n y dominio un conjunto de vectores , y x un punto de acumulación 
de Entonces lím F = A si y sólo si lím f u = a u para todo i = U •••» m 

m 1 V X 

y j = 1, n. 

La prueba se omite ya que es la misma que la prueba del teorema 
correspondiente para funciones de R en R” (pág. 103). 


l*roblemas 
1. Si 

A = 



7 
3 

\- 2 


1 


4\ 
5 -2 
3 


1 


I 


C = 


\ 


3 

2 

0 
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1 En esto y en lo que sigue siempre supondremos que todos ¡°s v ectores 
constituyen el dominio de una función son del mismo espacio vectonal. [N. dci i J 


b) AB 
e) AB + AC 


c ) BA 

f) A(B+C). 


determínense 

a) B + C 
d) (AB)C 

2. Demuéstrese que el conjunto M de todas las matrices m x n de 
números reales es un espacio vectorial sobre el campo real, pág. 37; es decir, 
demuéstrese que 

A,. A + B = B + A para toda A y B en M. 

A 3 . (A + B) + C = A +(B + C) para toda A, B y C en M. 

A 4 . Existe una matriz O en M tal que, para toda A en M, A + O = A. 

A s . Para cada A en A/existe una matriz — A en M tal que A+( — A) = O. 

S 2 . I * A = A para toda A en M. 

S 5 . r( 5 /l) = (rs)A para toda A en M y r y s en R. 

5 4 . (r + s)A = rA+sA para toda A en M y r y s en R. 

5 5 . r(A + B) = rA+rB para toda + ySen A/yren R. 

3 Si A es una matriz m x n e / es la matriz n x n con entradas 
l(i,j) = S ijy donde 3¡j (llamada delta de Kronecker) es 1 si / = j y es cero 
si i / y, demuéstrese que A1 — A. ! se llama la matriz identidad nxn. 

4. Si 


A = 



y b = 



determínese A b. 

5. Si r es un número real, A es una matriz mxn , y B es una matriz 
«xp, demuéstrese que 

W' r(AB) = (rA)B = A(rB). 

b. Demuéstrese que la correspondencia uno-uno 




/ a 11 

' * * a 1 n \ 


a 2 j 

i 

... ÍI 2 #j 


ü ml 

xj 


•** a mn 


* * ^ (^ 11 9 ***» u 2 1 > ■■*»u 2o » ..., a m j , ..., a mn ) 


esta blece un isomorfismo entre el espacio vectorial M de todas Ías matrices 
de números reales y el espacio vectorial R m "; es decir, demuéstrese 
e si a a y B «-* b, entonces A + B*-> 2 í + \) y rA r a para todo 

nu meroreaIr. 

^emuéstrese que Ax = Bx para toda x implica A = B. 
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8. Para vectores en R n definitnos, para cada p > 1, una norma por l a 
re S ia 

||x||p = [|x,| p + ... +¡x„| p ] p 

y definimos la norma ||x|[ ^ por la regla 

llxll x = máx {|x¡l | / = L - 


Demuéstrese que 


i|x|L^||x||, <"llx|| 


oc 


0 Si 


IxiL ^ iix|| 2 « v« W x 'l 


oc 


F(x) = 


3x x 2 - 1 4 

x+1 X 3 x 2 
\2x 2 x —4 x 


determínese lím F(x ). 

x-2 


4. LA DIFERENCIAL Y LA DERIVADA 


4.1 Definición. La función f de R" en R” « diferenciable en el punto x 

si f esíá definida en una vecindad <f(x; r) de x y, además , existe una matm 
(independiente de h) tal que para cualquier punto x + h en Sf (x; r) 

4 2 f(x + h) = f(x) + /4h+d>(x; h)h 

donde lím í>(x; h) = O. El término Ah se llama diferencial de f en x y h 

y se denota por di(x; h). La matriz A se llama derivada deienxyse denota 
por Df(x). 

En 4.2 consideramos todos los vectores como vectores columna; ^ y° (x; ^ 
son matrices mxn; y O es la matriz cero mxn. Entonces, usando, 
notación estándar. podemos escribir la ecuación 4.2 como sigue; 


/fí (x + h) 

\y m (X'+h) 



/<p u (x;h) ... <p m(x;h) 
: 

\<P m i(x;h) ... cp mn (x;h) 
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(p, (x; h)*h 

L ; 

\(p m (x;h)*h 


/i (x) + a, -h + tp/xihj-h 

# 

* 

# 

,/ m (x) + a„. h + (p m (x;h)-h 
Así pues, la ecuación 4.2 es equivalente a 
4.3 /¡(x + h) = /¡(x) + a, • h + cp,(x; h) • h, 1 ^ í < m, 

donde 

a, = (a tl ... a in ) y (p,(x; h) = (<p fl (x; h)... <p in (x; h)). 

Si lím 0(x; h) = O entonces, para todo / (I ^ ^ m) r lím tp¿(x; h) = 0. 

h-0 h-0 

Así pues, si f es diferenciable en x, entonces cada una de las funciones 
componentes / f es diferenciable en x. Análogamente, si lím <p f (x; h) = 0 

h-0 

para todo / entre 1 y m, entonces lím cfi(x; h) = O. Esto muestra que f es 

h-0 

diferenciable en x si cada una de las funciones componentes es diferenciabie 
en x. A continuación enunciamos estos resultados como un teorema. 




4.4 Teorema. La función f = (/,,..., f m ) de R" en R m es diferenciable en x 
si y sólo si cada una de las funciones componentes / f (/ = 1,..., m) es 
diferenciabie en x. 

Si f es diferenciable en x entonces cada una de las funciones componentes 
fi es diferenciable en x y el vector a, en 4.3 es D/ f (x). De donde. 


4.5 


Df(x) = 


/D,/,(x) ... D n f x (x) 
\F> x f m {x) ... D n f m (x) 


y 


í/f(x; h) = Df(x)h 


/D/j(x)’h 

\D/ m (x)*h 


La función matricial definida por 


Se Ham 



/df(x;h) 

W/ m (x;h) 


s matriz jacobiana de la función f de R rt en R m . Hemos, pues. 
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demostrado que si f es diferenciable en x. entonces la derivada de f en x es 

P 1 vfllor de la matriz iacobiana de f en x. 

Supongamos que F es una función matricial definida sobre un conjunto 

abierto / en R". Decimos que F es continua en el punto x 0 de 6 s, 
Fm F = F(xo). De acuerdo con el teorema 3.10 es facl ver que F es 

continua en x 0 si v sólo si cada una de las entradas /«, de F es continua 

4A - ,ícii *** d '* m ~ ,eore “ 

4 6 Teorema. Se« f una función de R" en R m . Si la matriz jacobiana de f « 
cóntinua sobre un conjunto abierto i, entonces f « diferenaable sobre t - 
es decifjara cada xei, hay una vecindad r) c / ta¡ q ue para cualqu.er 

x + he#”(x;r) 

4.7 f(x + h) = f(x) + Df(x)h+0(x; h)h, donde Hrn 0 >(x; h) = O. 

am, w° *•**' «"»* * = ‘ 

unt 5 > 0 ro/ |l<t>(x; h)H < e siempre que x, x + hey > 


Prueba Tómese xe^ y sea ^(x;r) una vecindad de x contenida en /. 
Tómese h tal que |h| < r. Entonces, usando el teorema del valor 
(teorema 7 . 8 , pág. 200 ) para i = 1 . m, tenemos 

/,(* + h)-/i(x) 

= /:(X+/,] U| + ... +/*nU„) /,( ) 

= fi (x + /í, Uj + ... +M„)-/¡(X + /l 2 U 2 + ••• + 

+ / ¡ (x+/t 2 U 2 + ••• +/í„U„)-/(X + /! 3 U 3 + ... + 

+ ... +/(x + /t„u„)-/(x) 

= *i/),/,(x+fl,i*iU,+A 2 o 2 + +/'„“„) 

+ /,,D 2 /(x + 0 ¡2 /i 2 u 2 + /i 3 u 3 + ... +/'„“„) 

+ ... +/t„D„/(x + 0 ¡ „/t„u„) 

„ , m i = 1 n v u,- es el vector unitano 

1 ,'co^imo c» P o„».; í o,ro, c»P»„="«, »■ "»”« 

las derivadas parciales Djf, son continuas sobre <?, 

D¡ /(x+0 tj /ijUj + +/>„“„) = DjfM+Vijix; h ) 

donde lím <p¿j(x; h) = 0. Entonces 

f .(\ + h) — /(x) = A,(/>,/«(*)+*,»(*; h ) )+ ••• + MA,/¡ (x ) + ‘P¡"( x ’ h)) 

= D/(x) • h + q>,(x; h) • h 


y 


f(x + h)-f(x) = Df(x)h+<D(x; h)h. 


Como cada una de las derivadas parciales Djf, es cont '"^ ¿’l’teoíema 7.6, 
conjunto cerrado c í, es uniformemente continua sobre 
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ágina 478). De donde para cada e > 0 existe una 6^ > 0 tai que x, 
x + he^y |h| <<5 y implican 

i * 

l- \Djfi(x + 9ijhjUj+ ... +h„u n ) — Djf i (x)\ = |<p íi (x;h)¡ < - ,i— . 

V 

Sea ó = ™' in Entonces x, x + he^ y 0< |h¡ <í 5 implican 


mn 


r m 

n 

1/2 

m n 2 

1/2 

X 

Z </t¡/(x;h) 

< 

Z. I — 

= £ 

L<=» 

j= i 


_i= i /= i mn_ 



||0(x;h)|| 


Lo que completa la prueba. 

4.7 Defmición. Una función f de R M en R m se dice que pertenece a la 
clase C k en un conjunto abierto S\ lo que escribiremos f eC k sobre S, si cada 
una de las funciones componentes f¡ (i = 1,..., m) es de clase C k sobre S ; 
es decir , si todas las derivadas parciales k-ésimas de f¡ son continuas sobre S 

para todo i = 1 ,..., m. 

4.8 Ejemplo. Si f(x, y, z) = (x 2 +yz, z sen xy\ demuéstrese que f es 
diferenciable en cualquier punto (x, y , z) de R 3 y determínense Df(x , y , z) y 

S ' df ((x y y, z ); (dx, dy, dz)). 

Solución. E1 valor de la matriz jacobiana de f en cualquier punto (x, y, z) es 

2x z y 

^y¿ cos xy xz cos xy sen xy^ 

Como la matriz jacobiana es continua en todos los puntos (x, y, z) de R 3 , 
f es diferenciable en (x, y, z). 

Dí(x, y, z) = ( 2x Z y Y V-t 

yyz cos xy xz cos xy sen xyJ 

Va 


Ademá 


as, 


y, z); ( dx , dy, dz)) = ^ 

^ tese en ejemplo 4.8 las únicas técnicas que se utilizaron fueron 
e la diferenciación parcial. 


2 xdx + z dy + ydz 
yz cos xy dx + xz cos xy dy + sen xy dz )" 


E A L ^ 

ün . ra c °nsideraremos algunas propiedades de ]a diferenciabilidad de 
na lunción de R* en R m . 


Teo 


4.9 


rerna - Si f es diferenciable en x, entonces f es continua en x. 
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Pruf.ba. Si f es diferenciable en x. entonces para cualquier x + h en alguna 
vecindad reducida de x 

f(x + h) = f(x) + / 4 h+<t>(x; h)h donde Mm<I>(x; ) 

Por tanto. Urn f(x + h) = fW y. P" tanto. f es cont.nua en x. 

4.10 Teorcma. Si f y g son diferenciables en x. entonces f + g « diferenciable 
en X £)[f+ g] (x) = Df(x) +fig(x). 

í/[f+g](x; h) = df(x; h) + r/g(x; h). 

P R «„. Como t , g son Itad* m*.'** - '> 

de x tal que para cualquier punto x + hey (x,rj 

((x+hl.fW+MOOh+'M*;» 1 ' Mn-te J» *<»: b > * 0 

y ,(,(h). ! (.) + ».l»W’K 1 ' 1 d » nde 

Luego. si x + he^ (x; r), 

rf + 6l (x + h ) = f(x) + Di (x)h + O(X; h) h + g(x) + og(x)h + s (x h) 
[f+g] (x + h) = if ( + g](x) + [Df (x) + Dg(x)]h + [th(x; h) ++(X; h)]h. 

Como lím [<t>(x; h + + (x; h)] = O. f+g es diferenciable en x y 


h -*‘0 


D[f+g](x) = Df(x)+Dg(x), 
r/[f+g](x; h) = t/f(x;h) + rfg(x;h). 

E1 teorema 4.10 y teoremas análogos para ,aS °*” S “mpteMn® 

.obm 1«, funciones «c.on.1» d. un ‘ d .V ® * 

aplicando a las funciones componentes la te0 " a a teorem as4.9 

desarrollada .» .1 uapi.ulo 4- «‘'ZfSrü P° d ''"“ 
y 4.10 en una forma que nos diera algu considerar primero lo> 

desarrollar la teoría para funciones e e ^ R „_ y dg R „ en R. Si 

casos especiales de funciones de e ' nQ hu biésemos tenid° 

hubiésemos considerado el caso gener p • ■ r e jem- 

q U e probar el mismo resultado en tres o cuatro ocas.ones 

í. —’' 

-isrss” =• “Ldn+,.. 


(/(x + /i)) = (f(x))+(a)W+^ x ’ h)){h) 
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¿onde cada término es una matriz lxl. Identificando cada matriz 1 x 1 
con su única entrada, obtenemos 

B5 f(x + h) = f{x) + ah + (p(x\ h)h. 


Además, a = lím 

/j-0 


f(x + h)-f(x) 
h 


= Df{x), Por tanto, la definición 4.1 es 


compati^le con las definiciones previamente dadas de diferenciabilidad, 
diferencial y derivada de funciones reaíes de variable real. 

Si f es una función de R en R", er.tonces la ecuación 4.2 es 


f(.x + /í) = f(x) + y4(/?) + <b(x; h) (/?). 


Identificando la matriz 1x1 ( h) con el número real h, vemos que la 

derivada A se corresponderá con Iím - [f(x + h)~ f(x)]. Esto muestra la 

h-+ o h 

compatibilidad de nuestra discusión de funciones de R" en R m con la de 
funciones de R en R". 

Finalmente. si / es una función de R" en R, entonces la ecuación 4.2 se 

convierte en 

I f (/(x + h)) = (/(x))+/4h+d>(x; h)h. 

Identificando las matrices 1 x 1 (/(x + h)) y (/(x)) con /(x + h) y /(x) y las 
matrices 1 xn A y d>(x; h) con los vectores correspondientes a y tp(x; h) 
de R", obtenemos 

^ í /(x+h) = /(x) + a • h+<p(x; h) • h 

lo que está de acuerdo con 6.3, pág. 189. 

Problemas 

1- Demuéstrese que f es diferenciable en todos los puntos {x y y, z) 
de y determínense Df(x,y, z) y ¿/f(( jv* y, z); {dx, dy\ dz)) cuando 

a ) f(x 9 y, z) = (xz, y + z) 
f ' P) 2 ) = (xy,,y ¿ , x 2 z) 

I. c ) f(x, y^ z ) = , 2y+ 1, xz 2 j 

, f(x, y> z) = {x 2 y, ze x , x + z) 

Si c es una función constante de R" en R m , demuéstrese que Dc = O. 

• Si f es la función de R” en R" con regla de correspondencia f(x) = ax, 
s - ^^^strese que Df(x) = al donde / es la matriz identidad n x n (/( i,j ) = 0 
'^’e I(iJ) = 1 si / = j). 
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, • d" en R m que son diferenciables enxy ns 

4 - SLf , y g d e°R" en'Rque es diferenciable en x, demuéstrese que 
una funcion de K en k 

a) f - g es diferenciable en x y 

d[i - ssl (x; h) = f(x) • í/g(x; h)+ BW ' í/f(x: h) ' 

b) Si m = 3, f x g es díferenciable en x y 

£Í[fx g](x;h) = f(x) x rfg(x; h) + rff(x; h) x g(x). 

c) ui es diferenciable en x y 

cf[Mf](x;h) = u(x) rff(x; h) + £fw(x; h) f(x)- 



5. REGLA DE LA CADENA 

Ah o„ consideraremos la composicióo de lonciones .ec.ori.les de a, 
vector. 

_ . d« pn R m v f es una función de R 

5.1 Definición. Si g « ««/""f' 0 " ‘ escribimos: f - g, « /a/^ción 

c« R p , entonces lacomposicióndefcong.quees g ’ rfomtote 

2 R’’ en R p de correspondenaa (f. g) W 

®,., ■= (x|xg® e , g(x)6S>.}- ■ 

f = ( f , /„), entonces f ° g = (/■ c S.+ 

Antes de'considerar 

sición de funciones, damos algunos teoremas 
continuidad de funciones compuestas. 

f Ar He R" en R m tal que lím g = *>, f es U ” fl j 
5.2 Teorema. Si g « unafuncxon de R acumu laci6n 

función de R m en R p que es continua enb, > ■ 

del dominio de i ° g, entonces lim (f « g) - ‘ W- I 

- t R n en R m que es continua en a > 

5 3 Teorema. Si g es una funcion entonces f 0 g es c0i 

e funa función de R" « R P V* « « *(*), | 

wwa a. teoremas 4.6’ 

Las prueb.s de es.os teomm.s son ,«• — 

P4e E™ci , .mo; P ,S,: 8 , 6 . regla d« ,. c.den, p.„ „ * 

funciones compuestas. ^ 

5.4 Teorema. Sea g una funcion de R / diferenciable 

,_d? v sea i una funcion de K en k h 
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I con junto abierto que contiene g(¿ ). Entonces f > g es diferenciable sobre £ 
U y para toda xe£ se verifican las siguientes fórmulas: 


5.5 


D[ f.g|(x) = Z)f(g(x)) Z)g(x) 


y d[i o g] (x; h) = Z)f(g(x)) ¿/g(x; h) = ¿Zf(g(x); ¿/g(x; h)). 

Prleba. Sea xe^. Como f es diferenciabie en g(x), existe una p x m 
niatriz A tai que para todos los puntos g(x) + k en cierta vecindad reducida 
y-(g( x);í) de g(x), 

46 f(g(x) + k) = f(g(x)) + [/í +<t>(k)]k donde lím <t>(k) = O. 

k-0 

Definimos ahora d>(0) como la p x m matriz cero O y observamos que es 
entonces continua en 0. Nótese también que 5.6 se verificará entonces para 
todo g(x) + key ? (g(x); s). Como g es diferenciable y, por tanto, continua 
en x existe una vecindad ^(x; r) de x tal que g(^(x; r)) c .^(g(x); s) y 
existe una matriz m x n B tal que, para todo x + he^'^x; r), 

5.7 g(x + h) = g(x) + [Z? + + (h)]h donde iím T'(h) = O. 

h-0 

Tomemos ahora x + h en 5f'(x;r) y sea k(h) = g(x + h)-g(x). Entonces 
lím k(h) = 0. Y de 5.6 y 5.7 obtenemos 

[f ag](x+h) = f(g(x) + k(h» 

L = f(g(x)) + [++0)(k(h»]k(h) 

= f(g(x» + [++a>(k(h»][5+T(h)]h 

H|^ : . = f(g(x)) + /f5h + 0(h)h. 

Como 

lím 0(h) = lím [<l)(k(h))5+ /f+'(h) + 0(k(h))T(h)] = O, 

h-0 h-0 

f ^ g es diferenciable en x. Usando el hecho de que + = Z)f(g(x» y 
& = 0g(x), obtenemos 

B: z>[fog]( X ) = z>f(g(x»z)g(x). 

Además 

[ ¿/[fog](x; h) = Z)f(g(x))Z)g(x)h = Z)f(g(x» c/g(x; h) 

it = ¿f(g(x); ¿/g(x; h». 

tjtie completa la prueba. 

or 5.5 vemos que la entrada Dfif o g] (x) en el /*-ésimo renglón y /'-ésima 
0 umna de D(f o g) (x) es el i-é simo renglón de Z)f(g(x» por la 
c °lumna de Z)g(x), es decir, 

rt D j[f¡ c g] (x) = D/,(g(x)) • Djg(x) 

donde i) 

ead Uj ® = i’***» Djg m ). Llamamos también a 5.8 la regla de la 

ena ya que es equivalente a 5.5 
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Desarrollaremos ahora un caso particular de la regla de la cadena 5.5 
en la notación de variables. Supongamos que g es una función de R~ en R 3 
y q Ue j' es U na función de R 3 en R. Sea F — f <■ g, (x, >\ 2 ) = t), y 
y, _ — /(x, >\ 2 )* Entonces, usando la regla de la cadena tencmos 


dF_ dF_\ = f cf df df 

du dv) \dx dy cz y 


dx 

0X 

du 



dy 

cu 

0 V 

0Z 

dz 

0W 

dv 


es decir, 

3F _ df dx + df cy + df dz_ 


dF _ df dx df cy + 0j_ cz 


cu 
o bien 


+ ~—— H—— — y . 

dx cu oy cu dz du dv dx dv dy dv cz cv 


dw_dwdx$wdy + dwdz dw^dw_dx_ + dwdj_ + dwd^ 

cu ~ dx cu + oy du cz du dv dx du dy dv dz vv 


S.9 Ejemplo. Sea f una función real que es diferenciable sobre R . Si 
Hpscribimos lospuntos de R 2 por medio de coordenadas polares, entonees/ 
s! mmZ™, » I. función F - / g Óondó ,(r. #1 - (r co, ». r *n «: 

es decir, 

+(r, 0) = j\r cos 0, r sen 0). 

Encuéntrense expresiones para las derivadas parciales de F en términos 
de las derivadas parciales de /. 

SoluciÓn 1. Usando la regla de la cadena, tenemos 
Df(,-. 0) =D/(r cos 0, r sen 0) Dg(r,0) 

(D¡g¡(r,0) D 2 g,(r,flA 
= (Dj(r cosO, rsenO), DJ(r cosO, rsenfl))^ ^ (j . ^ D2 g 2 ( r ,0)) 

, / cos 0 - r sen d\ 

= (DjXrcosO, rsenO), D 2 J(rcosO, rsen(l)) I () g rC os OJ 

de modo que 

/)j F(r 0 ) = cos 0 Z), f\r cos 0, /* sen 0) + sen 0 D 2 J(r cos 0, r sen 0) 
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y 

/ r (r, (?) = — r sen 0 D x f\r cos í), r sen 0) + r cos 0 D 2 f(r cos í), r sen 0). 


$j hacemos \x, y) = g(r, 0), entonces +(/, f?) = /(x, y), y la soíución puede 

escribirse como sigue: 


DF(r,(?) 


0+ 

or ’ 00/ 


W’ cy) 


/dx 
5r 

Of dy 

■or d0 / 


ídf cf \ ícos ü — r sen 0\ 
\dx dy)\ sen 0 rcosO/ 


de modo que 

I dF .0/, fl 0/ . 0/ n 0/ 

— — cos 0 — + sen 0 — y — — — r sen 0 — + r cos 0 — . 

0 r 0x 0y " 00 dx 0y 


SoluciÓn 2. Podemos obtener estos resultados usando diferenciales. Por 

definición 

Sí;' dF\\r, 0); \dr, dO )) - D x F\r , 0)í/r+ D 2 F\r , 0)¿/0. 

Usando la regla de la cadena tenemos 

" 

dF\\r, 0); (t/r, d6)) = df\g\r , 0); ¿/g((r, 0); (r/r, ¿/0))) 

K = D\ /(g(r, 0))¿/^i ((r, 0); (c/r, ¿/0)) 

' "'N- D 2 f\g\r , 0))¿/^ 2 ((r, 0); (¿/r, ¿/0)) 

= (cos Odr—r sen OdO) D } f\r cos 0, r sen 0) 

+ (sen Odr + r cos OdO) D 2 f\r cos 0, r sen 0) 

= [cos0 Z),/(rcos0, rsen 0) + sen 0 D 2 f\r cos 0, r sen 0)]c/r 
+ [~r sen 0 /^^/(r cos 0, r sen 0) + r cos 0 D 2 f\r cos 0, 

rsen0)]c/0. 

^Pr tanto, 

F(r y 0) = cos 0 Z), /(r cos 0, r sen 0) + sen 0 D 2 f\r cos 0, r sen 0), 

2 ^(^ 0) = — r sen 0 D , /(r cos 0, r sen 0) + r cos 0 D 2 f\r cos 0, r sen 0). 

Usando la notación de variables, podemos escribir la segunda solución 
ejemplo 5.9 como sigue. Sea (x, y) = g(r, 0) = (r cos 0, r sen 0) y 
f ^( r ’ 0) = /(x, y). Entonces 
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Además, 


■df . d , 
dz = — dx h -dy 




dy 


= (cos 0 dr — r sen 0 d6) — + (sen 0 dr + r cos 0 d8) —- 
v ax - °> 


= cos 


e V + sen 0 ^V r + ( -rsend^+rcose^fde 

dx dyj \ ox Sy/ 


Por tanto, 


— = cos 8 — + sen 0 — , 


c/r 


cx 


dy 


— = - r sen 0 — + r cos 6 . 


dO 


ox 


dy 


Podemos prescindir por completo de los símbolos de función y eicribir. 


dz = -dr + ^dO 
dr 86 


dz 


d- = ££ dx + — dy = — (cos 0 dr - r sen 8 dO) + — ( sen 0 íir + r cos 0 c ^ 
dy dx d y 


ox 


= cos 


0 ^ + sen 0^)dr + (-rscnO^ + r cos 0 
8x dyj \ cyj 


E1 resultado se escribiría entonces: 

cz 


— = cos 0 — + sen 0 — , 
dr ox oy 


oz n dz n e 

— — — r sen 0 - F r cos 0 — . 


02 

— — —r sen u-r r un u 

3x oy 

llustramos ahora el uso de la regla de la cadena para la determinactj 
de las derivadas de orden mayor. 

5.10 Ejemplo. Si F = /° g donde g (r, 0) = (r cos 0, r sen 0), P r ° p0 ^‘°/ Se 
una expresión para £> 2 ,i F en términos de las derivadas parciale d 
supone que las derivadas parciales de segundo orden de / s 
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Solución. Como las derivadas parciales de segundo orden de/son conti- 
nuas, las derivadas parciales de primer orden de/y la propia/son diferen- 
ciables. En la solución del ejemplo 5.9 demostramos que 

D i F ( r > 0) = cos 0 D j f(r cos 0, r sen 0) + sen 8 D 2 f{r cos 0, r sen 0). 


Luego, 

Dz.x F ( r * 0) 

= cos 0[D D x f(r cos 0, r sen 0) * (— r sen 0, r cos 0)] 

- sen 0D X f(r cos 0, r sen 0) 

+ sen 0 [D D 2 f(r cos 0, r sen 0) * (— r sen 0, r cos 0)] 

’ + cos 0 D 2 f(r cos 0, r sen 0) 

= — r sen 0 cos 0D X x f(r cos 0, r sen 0) + r cos 2 0D 2 , f(r cos 0, r sen 0) 

— sen 0 D , f(r cos 0, r sen 0)~r sen 2 0D X 2 f(r cos 0, r sen 0) 

+ r sen 0 cos 0D 2 2 f(r cos 0, r sen 0) + cos 0 D 2 f(r cos 0, r sen 0), 

Como f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, 

D \ ,2 f( r cos 0, r sen 0) = D 2t x f(r cos 0, r sen 0) 

de donde, 

¿> 2 , i <>) = r sen 0 cos 0 [ D 2 . 2 /(/• cos 6, r sen 0) - D, ,, f(r cos 0, /■ sen 0)] 

+ r(cos 2 0 - sen 2 0) , /( r cos 0, /• sen 0) - sen 0 D, f(r cos 0, /■ sen 0) 

+ cos 6 D 2 f(r cos 0, /• sen 0). 

Desarrollando la-solución en la notación de variables, tenemos 

dF n df a cf 

— = cos 0 — + sen 0 — 

0/* 0X 0J7 


= Í. 

a0 3r 00 


/i d í e J ' 

= cos 0 — ( — 

00 \0X, 


- sen 0 + sen 0 ^ (— ) + cos 0 — 


0x 


00 \dy, 


= cos 0 


raVñx 

L0x 2 00 


+ 


0 2 / 0>’" 

0>0X 00_ 


-«.«V 

0X 


+ sen dfV+ + 

L^x0y 00 0j 2 00 


+ cos 0 — 
0 >’ 




+ r cos 2 0 -sen 0 — - r sen 2 0 

0> 0x 0x dx dy 


r sen 0 COS 0 — — 4- r í) f- _ Z_ _ L-o.t-i /J 0/ .. /) 0 / 

0X 2 
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d 2 f a df 

+ r sen 0 cos 9 — + cos 0 

8y 


8y 


ñ rOS o (IL _ tL) + r(cos 2 9 
r sen 0 cos 0 

Bf ñ Sf 

— sen 0 — + cos 0 ■ 

8x oy 


— sen 2 0) 


aV 

dxdy 


Pasamos ahora a otro tipo de problemas. Deseamos demostrar que, 
bajo ciertas condiciones, las ecuacones 

n f(x, y, u, v) = 0 y G(x, y, u, v) - 0 

i prse nara dos de las variables en términos de las otras dos, 
pueden resoWe se para d^ Qbtendremos también expres.ones para 

Ífrfvadís íaróales de/y V ™ términos de las derivadas parcales 

de F y °- , nue F v G son funciones de R 4 en R que pertenecen a la 

ci as S e U c'enTn conjunto abierto i y que para algún punto P„ - (*o. >’o- «o • w) 

en<f ’ D 3 F(P 0 ) D.F(Po) 


F(P 0 ) = °- G(Po) = °. y D 3 G(P 0 ) D 4 G(P 0 ) 


# 0. 


EsIe de.ermin.nu d. d.riv.d.s P.KÍ*. - »*"» i*'» bi *"” > “ 

g(F.G) Como el j ac obiano es distinto de cero en P 0 , podemos suponer 

analogo si D fff 4 f “eorema de la función implícita) para funciones 

d.V- en R. vemos que .rnste - ^ 
heC' sobre M tal que v 0 = h(x 0 ,y 0 , u 0 ) y r /. 
todo (x, y, u)eM. Además, para todo (*, y, u)eM 


5.12 D¡h(x,y,u) D 4 F(x,y,u,h(x,y,u)) 

si hacemos ««, P, -) - <««.)•. «• *<*• *» ““ Para '' 

= D¡G(x,y,u,h(x,y,u)) 


D¡F(x, y,u, h(x,y,u)) . = 12 ,3 


— D,G(x, y,u,h(x,y,u)) 


D¡F(x, v ,u,h(x,y,u))_ 
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y c on las variables omitidas por brevedad, 

DjGD 4 F — D 4 GD¡ F 


5.13 


D¡H = 


D.F 


i = 1,2,3. 


Como HeC sobre Jí, H(x 0 , y 0 , u 0 ) = 0, y D 3 //(x 0 , y 0 , u 0 ) =£ 0, el 
teorema de la función implícita, pág. 229, implica la existencia de una 
vecindad t de (x 0 , y 0 ), una vecindad < [u 0 — c, u g +c) de u 0 , y una función 
feC' sobre Jí tal que la región cilíndrica 

| {(x. y, u) | (x, y)eJF, ue <« 0 - c, u 0 + c )} <= M, 

u<¡ = f(x 0 ,y 0 ). 


y, para todo (x, y)c.A' 

f(x,y)e(u 0 — c, u 0 + c) y H(x, y, f(x, y)) = 0. 
Además, para toda (jc, y)eA r , 


5.14 


DJ(x, y) 


O, H (x, y, f(x, y)) . = 

D 3 H(x,y,f(x,y))’ 


Haciendo g(x,y) = h(x, y, f(x, y)), tenemos para toda (x,y)eJÍ 
F(x, y, f(x, y), g(x, y)) = 0 y G(x, y, f(x, y), g(x, y)) = 0; 


es decir, u - f(x, y) y v = g(x, y) son soluciones de 5.11 en alguna vecindad 
de^o.Fo). Por 5.13 y 5.14 


5.15 


D J(x, y) 


D,GD 4 F-D 4 GD,F 

d 3 gd 4 f-d 4 gd 3 f’ 1 


Adem' laS funCÍOnes a la derecha estan evaluadas en (x, y, f(x, y), g(x, y)). 


D¡g(x,y) = D ¡ h(x,y,f(x,y))+D 3 h(x,y,f(x,y))DJ(x,y), i = 1 , 2 . 
Usando 5.12 y 5.15, obtenemos 


5.16 


D¡g(x,y) 


D¡F_ + DjF D,GD 4 F-D 4 CD,F 

d 4 f d 4 f d 3 gd 4 f-d 4 gd 3 f 


D,FD 3 G-D 3 FD,G 

d 3 gd 4 f-d 4 gd 3 f 


|° las funeiones a la derecha están evaluadas en (x, y, f(x, y), g(x, y)). 
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« io r\‘A*r C' en un conjunto 
Hemos probado que si F y G pertenecen a 

u . d(F,G) distinto de cero en i entonces en una 
abierto & y si el jacobiano ^ ^ 

vecindad de cada punto de i las ecuaciones 

/■(x, y, u, t') = 0 y G(x, y, «, i’) t 0 



d(F,G) 


D(F,G) 

ou 

d(x,t>) 

4 

ou 

d(y,v) 

ox 

_ 0(F,G) 

c?y 

_ D(F,G) 


0(M,t ! ) 


d(y,v) 


d(F,G) 


¿?(F, G) 

5» _ 

d(u,x) 

di? __ 

o(u,y) 

¿?x 

0(f,G) 

oy 

" d(F,G) 


5(u,u) 


d(u , i?) 


Resultados análogos son ^ ál ““ n ^°n a ri 3 bte ^ > «) P ueden 
;“ a r^ variab.es 

paSeTde“odo a fo e rma. a nustraremós esto en e. sigutente ejemp.o. 

5.17 Ejemplo. Supongamos que las ecuaciones 

x 2 +yw + 2z — v =0 
xf+y 2 + 3 zm 2 — 5 = 0 

de x, yyz- Determínense > 


pueden resolverse para u y u en térmmos 


s» lción Suponiendo “ * » »• 

S+ * •» “ n r ' sp ' cl ° 


tomamos las 


2x + > J 


ou n. _ n 
- 2u- u 


dv 


dx 


dx 


íl) OU A 

X— + v + 6zu — = °- 

5x 
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Resolviendo estas ecuaciones para — y , obtenemos 
* <?x " c?x 

—2x —2u 


du 

— V 

X 

n X 2 + V 2 

dx ~ 

y 

— 2t? 

~ xy + 1 2 2 


6zw 

X 



y 

— 2x 


dv _ 

6zw 

— t? 

12.xzu — yr 

dx ~ 

y 

-2« 

* 

xy + I2zwt' 


6zw 

X 



Problemas 


1. Si (x, = g(u, ¡¿j y z = /(x, j) = /(g(u, t\ i¿0), desarrólíense las 

| , cz dz cz . . , 

formulas para —, —, y — de acuerdo con la regla de la cadena. 

du dv dw 


,- 2 


2. Supongamos g(w, i\ w) = (uu , r+3w ), /(x, y) = x — y 
z — / (g(u, v, w)). Encuéntrense —, —, y — por cálculo directo y lambién 


du dv 


cw 


aplicando la regla de Ia cadena. 


3. Si g(w, u, w) = (w sen w, w* 2 , u 2 w),f(x , z) = x^z, y J = /(g(w, t?, w?)), 

^ dt dt dt .. 

encuentrense —, —, y — por calculo directo y tambien por aplicacion 

du dv dw 

de la regla de la cadena. 


4. Si / es una función diferenciabíe y F = J+> g donde g(p, 0, tp) = 
(p sen cos 0, p sen (p sen 0, p cos q >), encuéntrese una relación entre las 
derivadas parciales de F y las de /. (F es la función en que/se transforma 
bajo el cambio de coordenadas rectangulares a esféricas.) 

5. igual al problema 4, salvo que g(r, 0, z) = (r cos 0, r sen 0, z). 
(Este problema ocurre cuando cambiamos de coordenadas rectangulares 
a cilíndricas.) 


Determínense las derivadas parciales de F = / g cuando 

a ) 8(u, i?) = (w cos w cos t;, w cos w sen r, w sen w) 

/(-V, 7?, z) = x 2 +>> 2 

g(w, i?) = (u cos t*, w sen f, 3w 2 ) 


/U,y,z) = 


xy —z 
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7. Supongamos que / tiene derivadas parciales continuas de segundo 


>2 
C U 


oni». Si . -./(x.,),entonws + g - » «lto» 

e„ Oos dimensiones. Demoístreí qnc s¡ cembiamos a eoorden.etas polnicn 
de modo que u = /(r cos 0, r sen 0), entonces la ecuacion de Laplace 

toma la forma 

d 2 u 1 cu 1 d 2 u 


dr‘ 


+ -- + ^ = 0- 


r cr 


d6‘ 


8. Supongamos que / tiene derivadas parciales continuas de segundo 

d u 2 o u 


orden y u= Demuéstrese que la ecuación de onda 


— a 


^ 2 
ox 


= 0 


toma la forma — = 0 bajo el cambio de variables: 

drds 


r = x + al, s = x-at. 


9. Demuéstreseque u 
arbitrarias con derivadas 
de onda 


_ /r( x _ a t) + G(x + at), donde Fy G son funciones 
parciales segundas continuas, satisfacen la ecuación 

g 2 u 2 d 2 u _ Q 
dt 2 a dx 2 


du du du _ n 

10. Si u = F(x-y, y-z, z-x) demuéstrese q ue J x + J y + dz ~ U ’ 


11. Demuéstrese que la ecuación 

:2 


2 d z u 2 5 u 

x 2 —- + y — 


dx á 


2 ■■ du cu 
+ x-1- y-—1-0 

dy z dx dy 


toma la forma _ 2 


+ ÉJÍ = 0 bajo el cambio de variables: x = e r , y 
5s 2 


= e . 


12. Si w. r, x y y están relacionadas por las ecuaciones 
xyu-yv 2 + x 2 = 0 4u 2 + 2v 2 —x 3 y = 0 


encuéntrense: 

8u du dv 3v 

a) — - T 1 y 7" 

dx dy dx 3y 


ox 8x 8y 8y_ 

t>) — t » •> y ~ 

du £7U ot? 


13. Si las variables u, v, x, y y z están relacionadas por las ecuaciones 
x;u;+xzv+y; — 0 yzw+xytv—3x = 0 
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, ¿íu du ou dv dv dv 

encuentrense —, 

cx dy cz dx fiy dz 


6. SUPERFICIES 

En el estudio de las superficies nos enfrentamos con un problema análogo 
a uno con que nos encontramos al discutir las curvas: una superficie, 
¿qué va a ser?, ¿un conjunto de puntos o una función? En conformidad 
con nuestro tratamiento de ías curvas elegimos definir una superficie como 

una función o, lo que es equivalente, un conjunto de puntos descrito 
de una forma particular. 

6.1 Definición. Una superficie en R n ex una función cominua de un sub- 
conjunto conexo de R 2 en R”. 

Nosostros aquí vamos a considerar tan solo superficies en R 3 y, por tanto, 
el término “superficie" significará una función continua de R 2 en R 3 . 

Asociado a una superficie f siempre tenemos un conjunto de puntos 
en R : el rango de f. Podemos considerar la superficie como este conjunto 
de puntos descrito en la forma particular determinada por f. Denotamos 
por ello a una superficie por por ejemplo, y decimos que & es la 
superficie descrita por f. Si $f está descrita por f, entonces la ecuación 
x = f(w, v) se Ilama ecuación paramétrica de £f. 

Por ejemplo, si f tiene como dominio 

S = {(«, v) | we[0, 27r], ve < — oo, oo)} 

y de correspondencia 

f(w, v) = (a cos w, a sen w, v ), donde a > 0, 

entonces la superficie descrita por la transformación f de i es el cilindro 
con ecuaciones paramétricas 

x = a cos w, y = a sen w, z = v; ue[ 0, 2 n), re<-oo, oo>. 

Eodemos ver que es un cilindro circular de radio a con el eje Z como eje 
servando que la distancia del eje Z a cualquier punto (x, y, z) en £? es 

fe fx 2 + y 2 = yj a 2 cos 2 u + a 2 sen 2 u = a. 

en 5 aj ° ^ tiansl?ormac ión f de la faja vertical <f, cada recta vertical u = u fí 
® se tra nsforma sobre la recta vertical 

= {(« c °s Uq , a sen u 0í v) | i>e<-oo, oo>} 
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en r3 (fignra 2); éstos son los orÍ'atóbÍe la circunferencia 

rectilíneo horizontal v - i 0 ae <5 ^ 

<£ v = ((i a cos u, t> sen w, t’o) I ue[0, 

en R 3 . Vemos eíirfhasÍS longkud 2™ y se 

formacion f de la laja venicai . J n 2n se unen. 

enrolla para formar el cilindro; los borde y 





En secciones an.eriores h.nros consider.do conjnnlos de pnn.os de I» 

ic.,,rt|a-»0sr)) y ((-./.«Uft'.yr')-» 1 

co„o snperdcies. P.ra 

- ÍX*A* - £É “ —•* “ 

paramétricas 

X = w, >’ = r, z = g( u > í 1 ); ( w > ¡ 

Además sifeC' jladerivadade Fesdistinradeceroen ""''“'''“'““"S 

tSL’TJ»^ dj. digamos . - 

esla vwindad el conjunto de pnnios {(a, y> r) r(a, d. r) I 

la superficie descrita por f = (/,, 4. taneente a una sup er ' 

En la sección .2 del capítulo 4 defimmos el P ^^ano tanget el p!a no 
.. . .y, t/.. „\\ t ~~ nÍY v\\ en el punto >. o» o 
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que pasa por (x 0 ,y 0 ,z 0 ) con normal (D,g(x 0 ,y 0 ), D 2 g(x 0 ,y a ), -1). 
Haciendo f = (/,, / 2 , g) vemos que 

V 

D x f(-^o> - v o) x D 2 f(eY 0 , ^o) = (U 0. D\ g(x 0i 7 0 )) x (0, I, D 2 g(x 0 , y Q )) 

EKr ; ' = -( D )0( x o>yo)> D 2 g(x Q ,y 0 ), -I). 

Así pues, en este caso D x i(x 0 , y 0 )x D 2 í(x 0 ,y 0 ) es una normal aí.plano 
tangente en el punto (x 0 , y 0 , z 0 ). 

Consideremos ahora el caso general de una superficie descrita por 
|a transformación f de $ donde feC 1 . Sea % Uo la curva en R 3 con ecuación 
paramétrica x — f(w 0 , u), ( u 0 , u)ei y VQ la curva con ecuación .\ = f(w, i? 0 ), 
(w, v 0 )eé (figura 3); C Uo suele Ilamarse curva K-coordenada sobre y <é Vo 
curva ¿/-coordenada sobre Sf. EI vector D x i(u 0 , v 0 ) es un vector tangente 
a la curva ( € Vo en el punto f(w 0í v 0 ) y D 2 Í(u 0 , r 0 ) es un vector tangente a 
^ao en f K,í’o)* Si D x i(u 0> u 0 ) x D 2 i(u 0 , r 0 ) ^ 0, entonces £> t f(w 0 ,r 0 ) 


Z 




u 


y D 2 f(w 0 , i7 0 ) no son paralelos y, por tanto, estos vectores determinan un 
Pano que pasa por f(w 0 , i? 0 ). E1 plano que pasa por f(« 0 , r 0 ) con normal 
1 ( w o> ^o) x D 2 i(u 0 , v 0 ) se Ilama plano tangente de la superficie Sf en el 
Ptinto f(« 0 , i? 0 ). Si fe C 1 y D , f x D 2 í es distinto de cero sobre 8, entonces 
le ne un plano tangente en cada punto y se Ilama superficie lisa. 

I eniOStramos ^ ue Sl ^ es recta tangente a una curva lisa situada en 
^superficie lisa ff que pasa por x 0 entonces se encuentra en el plano 
^gente a ff en x 0 . Supongamos a Sf descrita por la transformación f 
jp^ y sea una curva en 8 descrita por la transformación g de / que 

curv a P ° r Cl punto (“o>v 0 ), digamos que g(^ 0 ) = (« 0 , r 0 ). Entonces la 
f/g/ descrita por la transformación f g de / se encuentra en Sf y 
°)) = x 0 . Por la regla de la cadena 

I D[f o g] (/ 0 ) = Df(g(/ 0 )) Dg(t 0 ) = Di(u 0 , v 0 ) Dg(t 0 ). 
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Omitiendo los puntos en que estas 


D\_ fog] = 


¡DJí DJ ,\ 

í^l /2 ^2./2 

\£>1 /3 D 2/3Í 


derivadas son evaluadas, tenemos 



¡Dj.Dg.+D^f.DgA 

DxfzDgi + DífzDg^ 

^DifsDgx + DzfsDg^l 



¡DJÁ 


IdjA 

Dg 1 

DJ 2 

+ Dg 2 

, D 2 fz 


\Dif¡i 


\D t ft) 


Así pues 


D[ f o g] (í 0 ) = Dg¡{t 0 ) £>if(«o. «k>)+^*( f o) *("<>• 


Esto demuestra que el vector D(f . g) (f 0 ) «1« es tangente a la curva <T en x. 
^mhinarión lineal de los vectores D x f(u 0 ,v 0 ) y D 2 \yu 0 ,v 0 ) que 

■■rs: ”í"'=. 1« s"p««* í- »>• p°' “»■5 * 

—*• "" l se encuentra «" «I pl.«" ..»*•»'= » * » 

6.2 Eiemplo. Eucuéntre.e el ptoo t»»ge»_te al otllndro clreul.r d. r.dl. 1 

í -J 2 _ \/2 . qA 

con eje el eje Z en el punto I — ^ ’ 2 / 

Solución. E1 cilindro está descrito por la transformacion 

f(«, v) = (cos u, sen u, v). 

f 

E1 punto x = f - ^^ • 1°) se corresponde con u = ^ >' » 
Como D, f(u, v) = (—sen u, cos u, 0) y D 2 i(u, v) = (0, 0, 1), 

D , . ,°) X . 1°) - (# • - f • °) » «>• °' » 

= (1.1.0). 

2 


= 10 . 


/ f2 _V2 

Así pues, el plano tangente al cilindro en ^ ^ * 2 

72 normal (1,1,0). Una ecu 


que 


/ l0 

pasa por I-—» 2 ’ 


10 1 es el P lan0 
ación 


con 
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6] 


¡mplícita de este plano es 

jjj' (U 1 , 0 ) •£(x, i y > z) - 


V2 

2 




x + y 4* yj2 = 0. 
Una ecuación vectorial del plano tangente es 


x = I - 


72 


/2 


, 10 +s(l,-l,0) + f(0,0,l) 


y las correspondientes ecuaciones paramétricas son: 


V 2 

x = - + 5, 

2 


72 

y = - — 
2 


5 , 


2 = 10 + r. 


Una clase importante de superficies son las superficies de revolución 
Sea ^ una curva en el plano XZ dada por las ecuaciones paramétricas: 

x = g(v) y y = 0, z = h(v), donde vef. 



FIGURA 4 


Entonces, para cualquier fijado. la circunferencia obtenida al hacer 
girar el punto x 0 = (^(t’ 0 ), 0, h(v 0 )) alrededor del eje Z (figura 4) tiene 
c naciones paramétricas: 

x ~ 9(v 0 ) cos w, y = g(v 0 ) sen w, z = h(v 0 ), donde we[0, 2 7 r]. 

I^ parámctro u es ei ángulo de rotación alrededor del eje Z medido desde 
^ ,r ección positiva del eje X (u = 0 corresponde al punto x 0 ). Haciendo 
ar todos Ios puntos de ^ airededor del eje Z, obtenemos la superficie 
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, nnr r Las ecuaciones paramétrtcas de esta 
de revolución generada por «• . ■ 

superficie son: x = g (v) cos u 

z =Í¿), Se "é[ 0 , 2 ^], ve/. 

■ l0 si es la recta vertical con ecuaciones parametr.cas 
Por ejemplo, s. « ^ = ^ donde te <-co, co>, 

x - a ' y ’ ^ v es e | cilindro con ecuaciones 

la superficie de revolución generada p 

paramétricas x = a cos u 

v = a sen u x 

\ = u, M6[0,27t], f6<-<». c0 >- 

, nr i gen con ecuaciones parametncds, 

a * eS la re l la que T" z °= • donde 

, su X rfi eie de revolución generada por el giro de <6 alrededor 

deUje'Z es el cono de ecuaciones parametncas. 

x = av cos u 

v = av sen u x 

* [0 2 7 í 1 t? g ^ — co , oo / * 

- r: 

superficies. Si la superfic.e t.ene 
implícita, también la damos. 

Elipsoide (figura 5): 

x = a cos u cos u 


x 2 + = \ 

1 + U 2 r 2 

(i b c 


v = b cos ü sen u 
z = c sen v 


i sen u n 

U e[0,24 


si a = b = C, entonces tenemos una esfera. 

(0,0,c) 


\ / 


(a,0,0) 


p 1 

i 

% 

\ 

V 

_ ^ I 

1- *R- 

) ! 

/T° 

\ / t 


( 0 , 6 , 0 ) 


X 


FIGUBA 5 
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tfiperboloide de una fwja (ñgura 17, pág. 224) 
.v = a cosh v cos u 



y = b cosh v sen u 
z ~ c senh i\ u e [0,2 tt], v e < — 
Hiperboloide de dos hojas (figura 6) 
x = a senh v cos u 


00 , 00 > . 





= -1 


y = b senh v sen u 

z = c cosh tJ, M6 [0,271], c e < — oo, oo> . 



FIGURA 6 


Paraboloide elíptico (figura 18, pág. 186) 

X = flü cos u 
y = bv sen u 

W&, z = v 2 , «g[0, 27ü], ug[ 0, oo>. 

o = b tenemos un paraboloide circular. 
p araboloide hiperbólico (figura 24 b, pág. 238) 

x = av cos u 

y = bv sen u 

z = v 2 cos 2u, ¿/e[0, 27rl, pt[0, oo>. 



.x 


2 


a 


2 


y 


2 


b 


2 
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Cilindro elíptico recto 

x = a cos u 
y = b sen u 

2 = v, «6[ 0,2n], «6<-oo, oo>. 
S¡ a = b, tenemos un cilindro circular recto. 

Cono elítico recto 

x = av cos u 
y = bv sen u 

2 = u, u 6 [ 0 , 2 n], D6<-oo, oo> 
Si a = tenemos un cowo circular recto . 

Z 


FIGURA 7 


Toro (figura 7) 

x = (¿> + £7 COS f) COS U 

y = (6 + a cos t') sen u 
z 


£.£ 
2 ' j 2 

fl D 



í! + ¿ - 2 2 = 0 

2 l2 

a b 



= \p-\-a cos y; scn m 

= a sen v, «610,2*1, ve[0, 2n], d°nde a<b 






> 


Problemas 

1. Considérese el cono circular recto descrito por 
de $ donde 

f ( M> o) = (v cos m, y sen m, v) 


la transformación 


f 


á = {(«, v ) | «e[0, 2*], t¡e<- =o, =o>} 
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a) Determínense las curvas K-coordenadas <# Ho y las curvas C/-coor- 
denadas <g ü0 . 

¿) Dígase cómo se forma ei cOno por la transformación f de 

c ) Encuéntrese el piano tangente dei cono en ei punto (0, 1,1). 

d) ¿Tiene ei cono un plano tangente en (0, 0, 0)? 

2. Determínese el plano tangente a la superficie ¥ en el punto x 0 cuando 

a) £f es el cilindro circular de radio 10 alrededor dei eje Z; x 0 = (5 /2 
5^2,0). 

b) es la esfera de radio N /2 airededor del origen; x 0 = (l,£ i 

\2 2 

c) ¥ es ei paraboloide hiperbólico de ecuaciones 

x = v cos u 
y = v sen u 

z = v 2 cos 2 m, mg[0, 2tt], t»e[0, oo) 
y x 0 = (yj2, yjl, 0). 

d) ¥ es el elipsoide de ecuaciones 

X = 2 COS V cos M 



y = cos v sen u 
z = sen u, u6[0,2ji], ve 



y x 0 = (0, 1,0). 

3. Demuéstrese que una esfera es la superficie de revolución generada 
por la rotación de un círculo airededor de un diámetro del círculo. 

4. Demuéstrese que un toro es la superficie de revoiución generada por 
la rotación de una circunferencia alrededor de una recta que no intersecta 
a circunferencia. 


5. Determínense ecuaciones paramétricas para las superficies generadas 
por la rotación de: 

a ) una elipse alrededor de su eje mayor, 

b) una parábola alrededor de su eje, 

c ) una parábola alrededor de la recta que pasa por su vértice y es 
paralela a su directriz, 

una parábola alrededor de su directriz. 


^etermínese la curva que es la intersección de las superficies dadas 
^ *as ecuaciones: 

x 3 -y + 3 = 0 



y 
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7. multiplicadores de lagrange 

? 0 ;"^ 

variables, d.gamos a hora otro método para 

fa 6 £ tlfeí problemas, debido ai matemático frances fose 

Luis Lagrange (1736-1813). sa bemos (teorema 14.3, pág. 236) 

Cuando no hay resmcuo ^ j ' co njunto abietto S titnt 

,» autv, * =t cer0 ' - 
D[F o f] (f 0 ) = DF(x 0 ) • f Oo) - °- 

Consideremos ahora el caso en que deseamos^ e " e ™ trar . '° S ,. k) 

extremos de F sobre 6 sujetos a <ts res rlcc quere mos determinar los 
donde DG¡ es distinta de cero sobre 1S . “ “ C 'L' ¡ la in tersección de los 
valores extremos de F cuando restr.ng.mos F a 

C0I1J y. = {x | xeg, G¡(x) = 0} 0' k) - 

Si x 0 e^, y la curva lisa « descrita por f se encuentra en S',, entonces 

G|(f(/)) = 0 y, por ello, 

?1 DG¡(Xo)-f'(/o) = °- 

Así pues, si Df(x 0 ) es una combinación lineal de DG¡(x 0 ) (/ = 1. 

digamos k 

DF(x 0 ) = ¿ ( —Á¡)DG¡(x 0 ), 

1= 1 


entonces 7.1 implica que 

D[Fo f] (Í 0 ) = Df (x 0 ) • r ('o) = 0 e 

es decir, la derivada de Fa lo largo de cualquier curva lisa quc se encuentre 
en f) .^¡seráceroenx 0 . „ n valor 

Asi pues, desde un pun.o de „»a f 1 ocutti, « 

esttemo de F suje.o , l.s tes.ticciones 0,(») - " P 

un punto x 0 Q ue 

DF(xo) + I Á¡DG,(x 0 ) = 0. y C¡(x 0 ) = 0. 

1 = 1 


7.2 
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$ 


* 




c¡ Jefinimos una función H de R” * en R por 

m 

H (x j > * ■ •» Á ¡ , ..., ) F (x j, ..., ,x„) ^ ^¡G¡ (.X j , - ■, * ) 

i= 1 

* * * 

donde (x,,.... x n )e£ y X¡eR, entonces 

( k k 

O.F+ I AjDjC; , £> n F 4- X ÁiD„G it 0^, G k 

_ ¡ = l I = I 

y p 0r tanto, ías relaciones 7.2 se verifican si y sóio si D H(\ 0 ) = 0. Asi 
pues, parece que un vaior extremo de F sujeto a las restricciones G¡(x) = 0 
puede ocurrir solamente en un punto x = (jc, s ..., x„) solamente si 

( Xi _, x„ y A,. ; ,...» A. k ) es un punto crítico de H para algunos valores 

Á¡(i = 1 ,... 9 k). Los parámetros se llaman multiplicadores de Lagrange. 

Demostraremos que este método es válido para el caso especial en 
que n = 3 y k = I. 



7.3 Teorema. Supongamos que Fy G sonfunciones de R 3 en R quepertenecen 
a la clase C 1 en un conjunto abierto S y D6 es distinta de cero en é’. Si 
x 0 — (x 0 , y Q , Zq) es un punto en 6 en el que F tiene un ualor extremo sujeto 
a la restricción C(x) = 0, entonces , para algún ualor de (-X 0 , >’ 0 , z 0 . X) 
es un punto crítico de 

H(x , y, z, X) = F(x , y, z) + XG(x, y,z). 


Prueba. Supongamos que F restringido a la superficie SF descrita por 
C(x) — 0 tiene un valor extremo en el punto x 0 . Como DC(x 0 ) # 0, una 
de las derivadas parciales de G es distinta de cero en x 0 , digamos 
^3 C(x 0 ) # 0. De acuerdo con el teorema de la función implícita, pág. 229, 
existe una vecindad JF de (x 0 ,> 0 ) y una función geC ] sobre tai que 
> 0 ) = z 0 y, para todo (x, y)e.AT, 


y 


G(x,y,g(x,y)) = 0 


D x g(x,y) 


DiG(x,y,g(x t y)) 
D 3 G(x, y,g(x,y)) 


Sl f(*> y) 


D 2 g(x>y) 


^2C(*,y>g (**>')) 

D¿G(x, y,g(x>y)) 


F(x, y, g(x, >)), entonces / tiene un valor extremo en (.x 0 ,>’ 0 ) y 


DlJ ( x o> yo) = D { F(x 0 , y 0 , z 0 ) + D x g(x 0 , y 0 )D 3 F(x 0 , y 0 , 



= D, F (x 0 . > 0 , z 0 ) - 


D i C (.x 0 , >’ 0 , z 0 ) 
D 2 G(x o, > 0 , z 0 ) 


D y F(x 0 , >‘o, 


z 0 ) = 0 


> 
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0 2 /(xo, y 0 ) = D t F(x o, J-o. Zo) + o 2 g(x 0 . y 0 )D 3 F(x 0 , y 0 , zo) 

D 2 G 2 o ) 


= DiFÍXQi yoi 2 0 ^ 


D 3 G(x 0 , y 0 , r 0 ) 


D 3 F(x 0 , y 0 , z 0 ) = 0 


. , _ DyFjx q, V'o. ¿o) tenemos 
Lueg °’ ' D 3 G(x 0 , yo. z o) 


D, H(x 0 , y 0 , z 0 , A) = D 1 F(xo.y 0 ,z 0 )+AD I G(x 0 ,y 0 . -o) = 0 
D 2 H(x 0 , y 0 , Z 0 , A) = D 2 F(x 0 , y 0 , z„)+AD 2 G(x 0 , y 0 , z „) = 0 
D¡H(x 0 , y 0 , Z„, A) = D¡F(x 0 , y 0 , z 0 )+AD 3 G(x 0 , y 0 , z ») = 0 
D 4 H(x 0 ,>-o,Zo,A)= G(x o ,>-o,Zo) = 0. 

Así pues, (xo, zo, A) es un punto crítico de «. Lo que completa la prueba. 


-7 < Comnin íVéase oáe 243.) Una caja rectangular sin tapa ha de tener 

lí ri: Encuémrense ,a, d»c»,i.n=s dc 1. «¡a „ 

darán cl volumcn máximo. 

SOLUOÓN. Supongamo, ,u, la c.j. ticuc dimcnsioncs *y>*£*¿£ 
la altura. Deseamos encontrar el valor max.mode x^cuando 
está sujeta a la restricción 2xz + 2yz + xv S 

H (x, y, z, A) = xyz + Á( 2 xz + 2yz + xy — S). J 

Para encontrar los puntos críticos de H debemos resolver las ecuaciones 

D, H (x, y, z, A) = yz + 2Az + Xy = 0 
D 2 H(x, y,z,X) = xz + 2Az + Ax = 0 
7,5 D¡H(x, y, z, A) = xy+2Xx+2Ay = 0 

D,H(x,y, z, A) = 2 xz + 2+z + x_y —S = 0. 

De la primera ecuación obtenemos 

7 6 2Az = -yz-Xy. 

Sustituyendo esto en la segunda ecuación tenemos 

xz — yz — Xy + Xx — 0 

(A + z) (x—y) = 0- ijca 

o: i _ _ 7 pntonces la ecuación 7.6 ^tnp 

“ « pl. 0 /-*-, oo d.7ug.rvaior ca.rcmo «gg» „ 

’p^rr» rr. s.,„. 
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de 7.5 toma la forma 3x 2 = S y, por lanto, x = /-,>>= -,z = - /-. 

B ! V 3 V 3 2 V 3 

5 stas son las dimensiones de la caja de volumen máximo. 


7.7 Ejemplo. Determínese el valor mínimo de z para puntos sobre la curva 

que es la intersección de la superficie descrita por z = yjlx 2 + %y 2 + 4 y 
e l plano de ecuación x + 3 y-z = 0 (figura 8), 



FIGURA 8 


Solución. Deseamos encontrar el valor positivo mínimo de la función F 
efinida por F(x, y, z) = z sujeta a ias restricciones 3x 2 + 8y 2 — z 2 +4 = 0 
y x+3^-z = 0. Sea 

¡+ y, z, A t , A 2 ) = z + Xj (3x 2 + 8y 2 — z 2 + 4) + A 2 (x + 3y — z). 

p 

ra eterminar los valores críticos de H debemos resolver las siguientes 

^uaciones: 

DjH (x, y, z, Xj , X 2 ) — 6 xX j + á 2 = 0 
7 g ^2 7^(x, y, z, Xj , X 2 ) — 16 yXj + 3 X 2 = 0 

¡ D iH(x,y,z,Xj,A 2 ) = \ —2zXj— X 2 = 0 

^ 4 -H(x, y, z, Aj, X 2 ) = 3x 2 + 8y 2 — z 2 +4 = 0 
» 5 H(x,y, z,Xj,X 2 ) = x + 3y-z = 0. 

Müiti^i * 

y sutrio lc f n “° tres primeras ecuaciones por x, y y z, respectivamente, 
IIla ndo, obtenemos 

2 Ai(3x 2 + 8y 2 -z 2 ) + ;. 2 (x + 3.y-z) + z = 0. 
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Usando las últimas dos ecuaciones de \ “ 

U tprrpra eCUaClOn de 7.0, ODiencmua 2 
esto en la tercera ciuaviv nilP 

según las dos primeras ecuaciones ie * v 

48 A i 2 — 3 


[Cap, 5 

SA,. Sustituyendo 
1 — 16 A v 2 . Luego, 



y = 


16A, 


1 He r V v Z e n ía última ecuación de 7.8, 

Sustituyendo estos valore ^ solamente e stamos interesados en 

obtenemos - ± 4*V . Basán( j os e en consideraciones 

: Í— 

T"la 0m nse ,o, «alores ea.renros * Us si e «i«n» •«»"“ 

a las restricciones que se indican. 


a) F(x,y,z) = x-+y* + z 


b) F(x,y, z) = x 2 + y 2 + z 


2 ... 2 _2.í! + ^-^+l=0 


, 2 

1 


2 . X 2 • >' 2 • - 2 


, y . _z = i 
4 9 


c) F(X y,z) = x + y + z; x^ + Z + z 2 - 1 ■ 

2. úseñse los multiplicadores de ¡£^„27- 0 

distancia más corta desde el punto (x 0 . r. z o) al p'ano « . 

es la distancia perpendicular. 

1 , rertanzular de volumen maximo co 

3. Determínese el paralelepiped « - 

superficie de área igual a 48. 

4. Determínese el paralelepípedo rectangular de t o umen 

x 2 y = i 

puede inscribirse en el elipsoide — 2 + ^ ~ 

geométrica dc rr.s núm.ro, no n.g.rM 

STr»o,V« »mediaarirnrftica,«,d»r, que 

\ixyz ^ + v + z ) • 

/. i n ) son no negato 

6. Demuéstrese que si todos los x¡ 
entonces n 

[fl x ' 


'* 1 v x 

^ — L x i ■ 


n i= i 
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7. Encuéntrense los puntos más cercanos al origen de la intersección del 
hiperboloide de una hoja x 2 +y 2 -z 2 = 1 y el plano 2 x + y + z = 0. 


8. INTEGRALES CURVILÍNEAS 


En esta sección discutiremos un tipo de integral que se usa en muchas 
aplicaciones físicas. Es ésta una integral de una función vectorial de un 
vector a lo largo de cierta curva en el dominio de la función. Para simplificar 
la discusión de tales integrales, nos restringiremos a la consideración de 
funciones y curvas que son del tipo que con más frecuencia ocurren en 
las apücaciones físicas. 

Sea la curva descrita por la transformación x de [a, b] una curva 
lisa en R”; es decir, supongamos que x' es continua y distinta de cero 
sobre [a, b ]. Sea f una función de R" en R” que es continua sobre un conjunto 
abierto que contiene a 


8.1 Definición. La integral curvilínea de f a lo largo de la curva lisa ( € 
descrita por el mapeo x de [u,ó] se denota por f 'dx y se define por 


f ■ dx = 


'b 


f{x(t))'x (t)dt. 


Como supusimos que x' es continua sobre [i a , b] y que f es continua 
sobre la integral que aparece en el segundo miembro existe. 


8.2 Ejemplo. Evalúese ia integraí curvilínea (x~, 2xy)* dx donde ( é es la 

Jv 

semicircunferencia descrita nor x = cos t. v = sen t , /efO, n\. 


SOLUCIÓN. 


(x, 2xy)*í/x = 


(cos 2 í, 2 cos / sen /)•( — sen /. cos t)dt 


cos 2 / sen / dt 
o 


— — ^ COS 3 /] 0 — 3 . 


S ^ C 1 * 

Ejemplo. Evalúese la integral curvilínea 
a rco de la parábola y = x 2 desde (0, 0) hasta (2, 4). 


(y,x)-£/x donde ^ es el 
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Solución. La curva <€ (figura 9) tiene una representación paramétrica 
x = /, y = t 2 , te[ 0, 2]. 

Así pues, 


{y y x)-dx = 


% 2 

0 

2 


(í 2 , t)-(l,2í)dr 


3f 2 df = f 3 


= 8. 1 


La integral curvilínea de unajunción f = (/,,/ 2 ) a lo largo de una 

/ dx +/ 2 d)". Si hacemos ííx = (dx, dy), 


curva <é se escribe frecuentemente 
entonces es natural escribir 


i*dx = 


% 


ifi > fi)' {dx* dy) 


% 


f x dx+f 2 dy . 




Además, si la curva <t está descrita por las ecuaciones x = *(')./ "¿J' 
fe[a, 6], entonces la integral curvilínea de / a lo largo de <é esta e 

por la integral de Riemann 

Cb 


f(x(t)) m x{t)dt = 


y(t))x'(t)+f 2 (x(t), y(t))y’(t)']dt 


Así pues, en 


/j dx 4-/ 2 dy podemos considerar £Íx y ¿iy como düerenciale » 
y esta notación nos guía en una evaluación correcta de la íntegral curvilinea 

• Obsérvese que no se ha probado la independencia de la representación paramétr.ca- 
IN. del T.l 
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Así en e * e J ern P* 0 8.3 deseamos evaluar la integral curvilínea 
donde <€ está descrita por x = t, y = t 2 , re[0, 2]. 


y dx + xd y 


r 2 


ydx-\~xdy = 


(*2 


(t 2 + 2t 2 )dt = 


3 t 2 dt = 8. 


De la definición de integral curvilínea y de las propiedades de la integral 
de Riemann es fácil deducir que 


cf'dx = c 


f *dx 


(f+g )*dx = 


<6 




f * dx + 




g-dx. 


Si <6 es la curva lisa descrita por la ecuación x = g(í), te[a, ti\, entonces 
denotamos por —<€ la curva “recorrida” en dirección opuesta a la de la <6 ; 
es decir, -<€ está descrita por x = g(-f), te[-b, -a]. Entonces, 


f’dx = — 


- <6 




-b 


f(g(-t))-g'(-t)dt 


Haciendo u — —t obtenemos 


f-dx = 


- 


rb 


f(g(“))*g 'Wdu = - 


f(g(w))*g (u)du 


f • dx. 




Además, si la curva <€ está compuesta de las curvas <€ x y <é 2 (es decir, 
si <€ se traza primero <€ x y después <é 2 ), entonces 

r 


f • dx = 


f*üx + 


f * dx . 


«2 


1 Quizá convenga precisar un poco más. Si V es la curva dada por g: [o.é]—>-R", 
entonces - V es la curva dada por h: [-6, — a] —> R" tal que h(r) = g(-r). De acucrdo 
c on las definiciones dadas y el cambio de variable r: [ — b t — a]—► [¿3, b] tal que r(/) = —t, 

tiene: 


-<e 


'dx = j f(h(r))*h'(r)£Ír = — 




~b 


í: 

rb 


f(g(0)-g'(0(-<(0 = 


f(g(0)-g'(Odí = - 


f(g( — r))- g'( — r)dr 


f(g(0)'g'(t)dt 


f • dx. [N. del T.J 


<6 
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Supongamos que <6 está descrito por la transformación x de [a. b] y <6\ y 
están descritos por la transformación x de [a, c] y [c, ¿>], respectivamente, 
donde c€(a, b >. Entonces 


f • dx = 






f(x(í))* x'(r)t// 


f(x(/)) * x'(/) í// + ’ f(x(/))-x'(í)í/í 

J f 


f*dx+ f 'dx 

J«1 J«2 


Extendemos ahora la definición de integral curvilínea a una trayectoria 
compuesta de cierto número de curvas lisas que no necesariamente han de 
formar una curva lisa. Una trayectoria consistente en un numero Hnito 
de curvas lisas se llama curva /isa en trozos. Si la curva lisa en trozos <é se 
compone de las curvas lisas entonces definimos 


m 

f • dx 




% 



f * í/x . 


8.4 Ejemplo. 


Evalúese ia integral curviíínea 


2 xy clx + x 2 cly donde <$ es 

<$ 


la frontera del triángulo con vértices (0,0), (3,2) y (1,5) recorrida en 
dirección levógira (figura 10). 



Solución. Sean <S } , <é\ y <S 3 los segmentos rectilíneos de (0, 0) a (3, 2). e 
(3. 2) a (1, 5), y de (1, 5) a (0, 0), respectivamente. <€ es lisa en trozos 


2xy dx + x 2 clv 


V 2 xydx+x 2 dy. 

k= 1 J '¿k 


8 ] 
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<$ x tiene como ecuación y ~ jx donde x va dc 0 a 3. Fodemos usar como 
un parámetro para esta curva: .x = .x, y = jx, xe[0, 3J. Entonces 


2xy dx + x 2 dy 

•é t 


* 3 

(fx 2 + jxVx = 18. 


La curva — tiene la representación paramétrica: x = x, y = 5 — i(x—)). 
xe[1.3J. Entonces 


2xy dx + x 2 dy = — 


'C: 


2xy dx + x 2 dy 




{2 x [5 - f(x -1)] + x 2 (-1)} ¿/x 


(13x — f x 2 )dx — — 13 


# 3 tiene como ecuación y — 5x donde x va de I a 0. Por tanto 


ro 


* 3 


2 xydx + x 2 cly = 


(10x 2 + 5 x 2 )í/x = -5. 


Luego 


2 xydx + x 2 dy = 0 . 


% 


Probaremos ahora un teorema para integrales curvilíneas que es análogo 
al segundo teorema fundamental del cáiculo. 

8.5 Teorema. Supongamos que f es continua sobre un conjunto abierto S 
y sean x, y x 2 dos puntos cualesquiera de S. Entonces , si f = Dg sobre 
& y si <S es una curva lisa en trozos en S de x, a x,, 


<e 


f * dx = g (x 2 ) í/ (x,). 


RUeba - Supongamos que <S está descrita por la transformación x de [a, b] 
y s ea h{t) = g(\(t)y Entonces h'(t) = D#(x(/)) • x'(/) e 


/* 

f-í/x = 


'6 


D g * dx = 


'6 


'b 


Dg(x(t)) r x' [t)dt 


*b 


h'(t)dt = h(b)-h(a) = 0(x 2 )“0(x,). 


i/ 


a 
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Nom En la prueba de este teorema hemos aplicado el segundo teorema 
fundamental del cálculo a la función h' que es cont.nua a trozos 
sobre [a, b]. Decimos que una func.ón es continua a trozos sobre L a, b] 

S i la función es continua en todos, salvo en un numero fin.to de puntos 
de [a b] v en cada punto de discontinu.dad ex.sten los limites a la 
derecha y a la izquierda de la función. Aunque el segundo teorema 
fundamental se enuncia generalmente para funciones con er.vada 
continua, la extensión al caso en que ia derivada es contmua a trozos 

no presenta dificultad alguna. 

E1 teorema 8.5 enuncia que la integral curvilínea de una func.ón que 
es la derivada de alguna función g depende solamente de los valores de g 
en los extremos x, y x 2 de la curva. Así pues, la .ntegral curvilinea de una 
función tal es independiente de la curva lisa a trozos en é que una x, y x 2 . 
decimos por ello que la integral curvilínea es mdependiente de la tra\ec oria 

en S. 

Nota Definimos una curva cerrada como una cuyos extremos comciden. 
Es claro que una integral curvilínea es independ.ente de la trayectona 
en t si y sólo si la integral curvilínea a lo largo de cualqu.er curva 

cerrada lisa a trozos en S es cero. 

8.6 Ejemplo. Evalúese í y tíx + (x+ l)dy donde <¡f es el arco de la elipse 
9 X 2 + 4 y 1 = 36 desde (2, 0) hasta (0, 3). 


Solución. Usaremos el teorema 8.5 para evaluar esta integral. ' (>■ 
es la derivada de una función g, entonces debemos tener D,g(x,y) -jy 
Dig{x,y ) -x+i- Considerando D x g(x,y) = y como una ecuac.on 

diferencial en la que y es una constante, vemos que 
g .7 g(x, y) = xy+cp(y). 

Además, D 2 g(x,y) = x+ 1 implica que 

8.8 g(x,y) = xy+y+\¡t(x). 

Así pues, si tomamos <p(y) = y y *(*) = 0 y, por tanto. í/fx. y) = xy+J 
vemos que tanto 8.7 como 8.8 se satisfacen. Es facil venfi q 

esta función g 

Dfif(x,y) = (y,x +1). 

Luego 

m 

ydx+(x +1 )dy = £(0,3) —¿ 7 ( 2 , 0 ) = 3. 

Tenemos el siguiente corolario al teorema 8.5. 
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g 9 Corolario. Supongamos que f es continua sobre un conjunto abierto S y 
f = sobre S. Entonces , si es una curva cerrada lisa a trozos en S, 


1 


f*í/x — 0. 


PrUEBA. En el teorema 8.5 no exigimos que los puntos extremos x, y x 2 
fueran distintos. Si <€ es una curva cerrada, entonces los puntos extremos 
coinciden y tenemos 





í(*i)-í(*i)“ 0. 


Podemos usar este corolario para demostrar que 2 xydx + x 2 dy — 0 

donde <€ es la frontera del triángulo con vértices (0,0), (3,2) y (1,5) 
(ejemplo 8.4). Si (2 xy, x 2 ) es la derivada de una función g , entonces 
D v g(x,y) — 2xy y D 2 g(x,y) ~ x 2 . La ecuación D Y g(x,y) = 2 xy implica 

que 

g(x,y) = x 2 y+tp(y) 
y D 2 g(x, y) = x 2 implica que 
E, 9 (x,y) = x 2 y+\¡/(x). 

Si tomamos<p(y) = 0 = \¡j(x), entonces^(x, y) = x 2 y. Severifica fácilmente 
que ia derivada de g es (2xy, x 2 ), Por tanto 


2 xy dx + x 2 dy = 0. 


No toda función continua de R" en R” es la derivada de una función 
de R" en R. Consideremos, por ejemplo, la función f definida por 
y) = (2xy, x 3 ). Si f fuera la derivada de una función g , entonces 

1 9(x,y) ~ 2xy y D 2 g(x,y) — x 3 . La ecuación D x g(x, y) — 2xy implica 

que 

8.10 , x 2 

g(x,y) = x 2 y+(p(y) 

^ ^ 2 9( x > y) = x 3 implica que 

8.11 

g(x,y) = x ó y+\¡/(x). 

no ^ unc ^ n aíguna que pueda satisfacer simultáneamente a 
í La ^° r tant0, ^ no es derivada de función alguna. 
de se llama diferencial exacta sobre un conjunto abierto S 

m¡'- Sl na ^ una función g de R" en R tal que f = T>g sobre S, y, por tanto, 

f(x) * dx = D^(x) • dx = dg(x; dx). 
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EI teorema 8.5 muestra que s¡ i'dx es una diferencial exacta sobre 


entonces la integral curvilínea 


í* • dx es independiente de la trayectoria 


en S. 

Si feC 1 sobre S y existe una función g tal que f = D# sobre S, entonces 
geC 2 sobre & y, por tanto, de acuerdo con el teorema 10.3, pág. 214. 

D itj g = D jti g sobre S{iJ= !,•..»«) 


o, !o que es equivalente, 

8.12 DJ) = Djfi sobre S{iJ = 1,...» «)- 


Esto nos da una condición necesaria para que f • clx sea una diferencial 
exacta sobre S. Así pues, si DJ){x) # Djffx) para algún xeé y algún / yy, 
entonces f no es Ia derivada de una función sobre Por ejemplo, s¡ 
f(x, y) = (2 xy> x 3 ), entonces 

>0 = y D 2 fjx,y) = 2x. 


Como estas derivadas parciales no son iguales no hay función alguna g tal 
que D^ = f, es decir, f * dx no es una diferencia! exacta. 

La continuidad y la igualdad de las derivadas parciales (8.12) no son 
suficientes para poder asegurar que f • dx es una diferencial exacta sobre 6. 
Debemos poner algunas restricciones sobre el conjunto abierto S (véase 
el teorema 13.8, pág. 679). 

Además, el recíproco del teorema 8.5 no se verifica a rnenos que se 
establezcan algunas restricciones sobre S. Decimos que un conjunto 6 es 
arcoconectable s¡ para cualesquier dos puntos x x y x 2 de S hay una curva 
íisa a trozos en S con x t y x 2 como puntos extremos. Se puede demostrar 
que si un conjunto es arcoconcctable, entonces es conexo (problema 10, 
pág. 254). E1 recíproco no es en general cierto. Sin embargo, si S es abierto 
y conexo, entonces S es arcoconectable. Para una discusión del concepto 
de conexidad véase Ia referencia (2) o la (7). 


8.13 Teorema. Si f es continua sobre un conjunto abierto conexo S y 
integral de curca de f es independiente de la trayectoria en ó", entonces f 
es una diferencial exacta en 6. 

Pruf.ba. Escojamos algún punto x 0 en S. Para cualquier punto xeó, se? 

g{x) =1 f* dx 


<6 


donde # es una curva lisa a trozos que va de x 0 a x, y toda ella situ a ¿ 
en S. Como S es abíerto y conexo una curva tal existe. Además, conl0 ^ r 
integra! curvilínea de f es independiente de la trayectoria en S\ el v TB 


81 


Integrales curvilineas 


301 


g{x) no depende de ia elección de la curva ( €. Consideremos ahora un punto 
particular x en S y sea C S x una curva lisa a trozos de x 0 a x quc pasa por S . 
Como S es abierto, hay una vecindad ^T(x; J)de x contenidaen S. Entonces, 
para \h\ < <> el segmento rectilíneo 

I ^2 = {x + /Au* | te[ 0 , I]}, 


donde u A denota el vector unitario en la dirección dei eje X k , se encuentra 
en S. Sea ^3 la trayectoria compuesta de y 2 . Tenemos entonces 


g(x + hu k )-g(x) 


f • í/x 


V 


'éi 


f • dx 


f • dx 

1 


' 1 


0 


f(x + tfm k ) * hu k dt = h 


' 1 


f k (x + thu k )dt 


= hf k (x + 0hu k ) para algún (?e<0, I>, 

donde el último paso se obtuvo al aplicar el primer teorema del vaior medio 
para integrales. Así pues, como f es continua sobre S, 

L ih, 

h-> 0 h / 1-0 


es decir, D k g(x) = f k (x). Esto demuestra que Y)g = f sobre S y, por tanto, 
f * dx es una diferenciaí exacta sobre S. 


Problemas 

1 . Evalúense las siguientes integrales curvilíneas: 


a) 


(xy 2 , x)'dx donde ^ es el arco de la elipse : 
x = cos í, y = 3 sen í, t e [ 0 , 7 r] 


b) 



(y, x)*dx donde es el arco de la hipérbola : 
x = cosh r, y = senh í, t e [— 1 , 2 ] 


c ) 




(x, y) * dx donde es el arco de la parábola : 


x = í 2 , y = f, f e [ — 2 , 2 ] 




( xy , z 2 , y)-d\ donde ‘6 es el arco de ia hélice cilíndrica : 
x = cos t, y — sen f, z — t, íe[0,27r] 
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e) 


/) 


(x 2 + y, yz,x + 3y) dx donde % es el arco de la cúbica alabeada; 
x = í, y = t 2 , z = / 3 , í e [0,2] 

3 xy 2 dx + (x + 3y)dy donde <6 es el segmento rectilíneo : 
x = 3f + 2, y = t-1, fe[-l,3] 


9) 


( x 3 -xy 2 )dx donde # es la curva : 
x = t 2 , y = t 3 , <e[0,2] 


h) 


xydx + zdy + xzdz donde 'i? es la curva : 




x — t, y = U z = t 2 , íg[-3,3]. 

2. Evalúense las siguientes integrales curvilíneas: 


a) l¡ y 2 dx + x 2 dy donde es el segmento de la recta y = 2x + 3 


de (-1,1) a (2,7) 



» 

xdx + ydy donde <€ es el arco de la curva y = x 3 de (2,8) a (0,0) 

% 


C) 


(x + .y) dx + x 2 dy donde <6 es el arco de Ia curva y = sen x de (0,0) 
a (tc/2,1 ) 




3xydx + (xy 2 + y)dy donde <¡í es el arco de la curva x-/-° 
desde (1,1) a (0,0). 


3. Evalúense las integrales curvilíneas (y + 3)dx + (x-2)dy e 

J» 


xydx + dy cuando 


a) <€ es la frontera del rectángulo con vértices (0, 0), (2, 0), (2, 1) > ( > 
recorrida en dirección levógira. 

b) <€ es la circunferencia x — cos /, y - sen /, /e[0, 27t]. 


4. Determínese si sí o no f • dx es una diferencial exacta: 

á) i(x, y) = (x + 3, y-2) 

b) f (x,y) = (y- 2, 2x) 

c) í(x,y,z) - (x+y, 2z,yz) 

d) i(x,y,z) = (2xz + 2y, 2x, x 2 + 3). 
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5. Evalúese la integral 


(2xy* + 2x)dx+(3x 2 y 2 + í)dy, cuando <é es 


e l arco de la cicloide : x = /-sen /, y = 1 -cos f, /e[0,27i]. 

-y 


6. Evalúese 


% x 2 + y 2 


dx + 


x 2 + y 2 


dy cuando 


a ) <€ es la circunferencia unitaria: x = cos t, y = sen /, /e[0, 2n], 

b) es la circunferencia unitaria recorrida dos veces: x = cos/, 
y — sen /, /e[0, An], 

c) r é es la circunferencia: x — 3 + cos /, y = 2 + sen /, /e[0, 27r]. 


9. APLICACIONES A LA MECÁNICA 


Supongamos que F es un campo de fuerzas tridimensional; es decir, 
F es una función que asigna a cada punto x de alguna región £ de R 3 la 
fuerza F(x) que actuaría sobre una partícula en este punto. Deseamos 
definir el trabajo hecko por el campo de fuerzas al mover una partícula 
a lo largo de una curva <£ en £. E1 concepto básico de trabajo hecho por 
una fuerza al mover una partícula de una posición a otra es el componente 
de Ia fuerza en la dirección del movimiento por la distancia recorrida. 
Sea <€ una curva lisa descrita por la ecuación x = x(/), te[a,b]. En el 
punto x(/) el componente de la fuerza en la dirección del movimiento es 

F(x(/))* —-— donde ■ es un vector tangente unitario en la dirección 


\x'(t)\ |x'(í)| 

del crecimiento del parámetro. Así pues, si tomamos una partición 
{//1 / = 0, ...,/í} del intervalo [a,b], el trabajo hecho por el campo de 
fuerza al mover una partícula a lo largo de <€ sería aproximadamente 

n 

.Z ^íxíyj’x'í?,) donde A ( /= /,- — /,_, y /,€[/,_,,/,]. Si estas sumas 

a proximativas tienden a un número cuando la norma de la partición tiende 
a cero, entonces ese íímite es, por definición, el trabajo hecho por el campo 
fuerzas. Suponiendo que F(x(/)) • x'(/) es continua a trozos, sabemos 
que taí Iímite existe y es la integral 


F (x(/))*x'(/)¿/ = 


J o 


F* dx . 


Ací 

Pues, el trabajo hecho por un campo de fuerzas F a/ mover una partícula 

y% 

10 largo de una curva % es , por defmición, la integral curvilínea 


F* dx. 


N°ta. Para asegurarnos de la existencia de la integral curvilínea 


v 


F -dx 
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suqondremos a lo largo de toda esta sección que F siempre denota una 
función continua deíinida sobre un conjunto abierto é v <€ es una curva 
lisa a trozos contenida en S. 

Si x, y x 2 son los puntos extremos de la curva 'íí, entonces denotaremos 
la integral curviíínea de F a lo Íargo de % por F*í/x. 

J X| 

<€ 

La segunda ley del movimiento de Newton áfirma que una partícula de 
masa m sujeta a un campo de fuerza F se moverá de acuerdo a la ecuación 

m\(f) = F(x(/)) 

donde \(t) es la posición de la partícula en el instante /. Entonces 


m\(t)*\(t) = $mD t [x(/)*x(/)] = F(x(í))*x(í) 


y 

9.1 


í W |v(r 2 )| 2 — |v(í,)i 2 


Jn 


F(x(t))'x(t)dt 


rx(r 2 ) 


j 


x(r,) 


F * clx. 


La cantidad |/?t|v(/)| 2 se llama ertergía cinética de la partícula en el 
instante /. Por tanto, 9.1 nos dice: cuando una partícula se mueve a lo largo 
de su trayectoria % desde x(/¡) hasta x(/ 2 ), el cambio en energía cinética 
es igual al trahajo hecho por el campo de fuerzas. 

Un caso particularmente importante se presenta cuando el campo de 
fuerzas es conservativo. Un campo de fuerzas F definido sobre S se dice 
que es conservativo si el trabajo realizado a lo largo de toda curva cerrada 
es cero. Esto es equivaíente a decir que el campo de fuerzas F es conservativo 
si el trabajo hecho al mover una partícula de una posición a otra es 
independiente de la trayectoria a lo largo de la cual la partícula se haya 
movido. Si F es conservativo y el dominio de F es un conjunto abierto y 
conexo S , entonces el teorema 8.13 implica que existe una función real U 
definida sobre S , llamada función potenciaL tal que D U — — F sobre S- 
Además, según el teorema 8.5, vemos que si F tíene una función potencial U 
entonces F es conservativo e 


F* dx = l/(Xi)— U (x 2 ). 

Jxi 

Así pues, cuando el campo de fuerza es conservativo. la ecuación 9.1 
puede escribirse como 

i/«|t’(/ 2 )| 2 + í/(x(/ 2 )) = i«7|v(í,)| 2 +- C/(x(/,)). 
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£ S ta es la ley de la conservación de la energía: si el campo de fuerza es 
conservativo, la suma de la energía cinéüca y de la energía potencial es una 

constante . 

Si U es una función potencial para F, entonces F = —D U. Esto implica 

* * 

que en un punto x la fuerza es ortogonal a la superficie que pasa por x sobre 
la que U es constante. Tal superficie se llama equipotencial. 


9,2 Ejemplo. En un punto x la fuerza que actúa sobre una partícula de 
masa m debida al campo gravitacional terrestre, es F(x) = — m(0, 0, g). 
Demuéstrese que este campo de fuerzas es conservativo. 


Solución. Deseamos demostrar que hay una función potencial U tal 
que — DU = F. Es este el caso si y sólo si 

D t U= 0, D 2 U = 0, D 3 U = mg. 

Una solución de estas ecuaciones es U(x, y, z) = mgz. Así pues, este 
campo de fuerza es conservativo. Las superficies equipotenciales son 
planos horizontales. 


9.3 Ejemplo. Supongamos que una partícula de masa m con velocidad 
inicial (a, 0, h) y posición inicial (0, 0, 0) se mueve bajo la infiuencia del 
campo gravitacional de fuerzas F(x, y, z) = —m(0,0,g). Verifíquese en 
este caso la ley de conservación de la energía. 


Solución. La partícula se mueve de acuerdo a la ley de Newton F = wa. 
Así pues, si x(/) denota la posición de la partícula en el tiempo /, 

| x(/) = (0,0, -g) 

K x(/) = (a, 0, -gt+b) 

I x(/) = (at 9 0 9 -\gt 2 +bt ). 

En cualquier tiempo /, como U(x, y, z) = mgz , 

i"*|v(/)| 2 + t/(x(/)) = \m(a 2 +g 2 1 1 —2bgt + b 2 ) + mg( — \gt 2 + bt) 

| •= \m(a 2 + b 2 ). 

En un campo de fuerzas conservativo una partícula está en equilibrio 
e stable en los puntos donde la energía potencial tiene un mínimo relativo. 


' íjempio. En el campo gravitacional de fuerzas F(x, y , z) = — m (0,0, g) 
u ^ rm * nense los puntos sobre Ia superficie 9x 2 + 4y 2 —yz+4 = 0 donde 
Partícula de masa m estaría en equilibrio estable. 


posit ClÓN - Como Ia función potencial es U(x , y , z) = mgz donde m y g son 
Iv os, determinaremos dónde z tiene un mínimo relativo. Resolviendo 
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la ecuación de la superficie para z, vemos que lo que hemos de encontrar 

* 

son los puntos en que 

4y + -(9 x 2 +4) 

y 

tiene un mínimo relativo. Igualando a cero la derivada de /, tenemos 

D x f(x,y) = — = 0 

D 2 f(x,y) = 4 - 1(9x 2 + 4) = 0 

y 



FIGURA 11 


y, por tanto, x — 0 y y = +1. Como 

18 18x 

D U if(x,y) =—, D l¡2 J(x,y)= - r 

y y 


D 2 . 2 Xx,y) = -A9x 2 +4h 


la expresión D u JD 22 f-(D u2 ff es positiva en los puntos (0,0 ^ 
(0, — 1). Además, D ul f( 0, 1) > 0 y D ui f( 0, — 1) < 0. Por tanto, / tie ^ 
un mínimo relativo en (0, 1) y un máximo relativo en (0, — 1). P° r * a g* 
el único punto de equilibrio estable sobre la superficie dada es el (0, » 

La gráfica de la superficie aparece bosquejada en la figura 11. 
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problemas 

1 . E1 campo de fuerzas de la atracción newtoniana está definido por 

k A , 

= — —— x, donde k > 0. 

a) Demuéstrese que este campo de fuerza es conservativo. 

b) ¿Cuáles son ias superficies equipotencialés ? 

c) Verifíquese que en el punto (2, 1,2) la fuerza es ortogonal a la 
superficie equipotencial que pasa por (2, I, 2). 

d) Encuéntrese la máxima razón de cambio dei potencial en el punto 
(2, 1,2). 

e) Si una partícula sólo puede moverse sobre la cúbica alabeada 
x(r) = (L t 2 + 3, / 3 — 2), determínense lospuntosde equilibrio estable. 

2. Si F es un campo de fuerzas conservativo definido sobre un conjunto 
abierto y conexo, demuéstrese que cualesquier dos funciones potenciales 
de F pueden diferir solamente en una constante. 

3. Supongamos que la fuerza que actúa sobre una partícula de masa m 
en el punto x es F(x) = —mkx, donde k > 0. 

a) Demuéstrese que F es conservativo. 

b) Verifíquese la ley de conservación de la energía para este campo de 
fuerzas. 

c) ¿Cuáles son las superficies equipotenciales? 

d) Encuéntrese el trabajo hecho por F cuando ia partícula se mueve 
desde el punto (I, 0, 3) hasta e! punto (-2, 1,5). 

e ) Si la partícula sólo puede moverse sobre el elipsoide x 2 + 3y 2 + 4z 2 = 12, 
encuéntrense los puntos de equilibrio estable. 

4 * Supongamos que la fuerza sobre una partícula en el punto (x, y, z) es 
1 F(x, y, z) = (y, -x, 0). 

a ) ¿Es conservativo este campo de fuerzas? 

Encuéntrese el trabajo hecho al mover una partícula desde el 
P ünt o (1,0,0) hasta el (—1,0,0) a lo largo de la mitad superior 
i üe la circunferencia unitaria en el plano XY. * 

Encuéntrese el trabajo hecho al mover una partícula desde (1,0,0) 
a I, 0, 0) a Io largo del eje X. 

|s t . ■ 

s ®lo r, 1 j Una P artlcu l a ^e masa m sujeta al campo gravitacional terrestre 

Püede moverse sobre la elipse 

^ lx+yJtz ^ 2+y2 = 2x-3 y = 0, 

tn ense los puntos de equilibrio estabíe. 




















































































308 


10. RESLMEN 


Estudiamos el cálculo diferencial de funciones vectoriales de una 
variable real en el capítulo 3 y el de funciones reales de un vector en el 
capítulo 4 En este capítulo completamos nuestra discusion del calculo 
diferencial considerando el caso general de funciones vector.a es de un 
vector Corao los fundamentQS de este caso general se siguen facilmente del 
material estudiado en los capítulos 3 y 4, en este capítulo no hemos temdo 

realmente mucho nuevo que aprender. 

Después de discutir los fundamentos del cálculo diferencial, cons.deramos 

algunas aplicaciones de las funciones vectoriales de un vector. La superfic.e 
se definió corao una función de R 2 en R 3 - Con el fin de discutir la apl.cac.on 
física a los campos de fuerzas y al trabajo, introdujimos la mtegra curv.l.nea 
de una función vectorial a lo largo de una curva. Es esta esenc.almente una 
intesral unidimensional. En el próximo capítulo consideraremos mtegrales 
múltiples; es decir, integrales de funciones reales sobre conjuntos de 

dimensión mayor que uno. 


Problemas de repaso 

1. Determínense Df en x cuando 

á) f(x, y, z) = (cos xz, y 2 z), x = (2, I, 1) 
b) f(x, y) = (ln \x+y\, 2xy-3), x = (3, -5). 

2. Encuéntrense todas las derivadas parciales de primeio > segundo 
orden de f cuando 

a) f(x, y, z) = tan ^, xyzj 

b) f(x 9 y) = (y/x + y^ e * +y )' 

3. Si u, v, x y y están relacionadas por las ecuaciones 

xu 2 -y z v = -2 
2 y 2 u + xyv = 5 

du cu dv cfo 

encuéntrense — , — , r" > « * 

dx dy dx cy 

4. En la hipótesis de que / es diferenciable, exprésese 

— f(xy - x, x 2 + y) 
dx 

en términos de las derivadas parciales de /. 
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5, En la hipótesis de quc g es diferenciable, si u = g(x, y) y x = r cos 0. 
, r senh 0, demuéstrese que 


du 


[dx , 


du' 2 


Jy, 


'du x2 

3r, 


r 


1 ¡ cu 

2 W 


6. Determínese el piano tangente al parabotoide elíptico 

X = v cos u 
y = 3 v sen u 

z = l 2 , «e[0, 2n], t*e[0, oo) 

en el punto ( — 2, 0, 4). 


7. Dada la elipse 3x 2 + 2 xy+y 2 = I con centro en el origen, encuéntrense 
sus puntos más lejanos del origen, determinando así su eje mayor. 


8. 


Evalúese 


y cix + 2 x ciy cuando 

v 


a) <€ es la frontera del rectángulo con vértices (3, -2), (3, 2), (-3, 2) 
y (—3, —2) recorrida en dirección levógira. 

b) <£ es ia eiipse x = 3 cos /, y = 2 sen /, /e[0, 2 n). 


9 . Sea F un campo de fuerzas definido por F(x) =-— x, donde k > 0. 

K |x| 2 

a) Demuéstrese que F es conservativo. 

b) ¿Cuáies son las superficies equipotenciales? 

c) Verifíquese que en el punto (3, 2, 5) la fuerza es ortogonal a la 
superficie equipotenciai que contiene a (3, 2, 5). 

d) Encuéntrese la razón máxima de cambio del potenciaí en el 
punto (3, 2, 5). 

e ) Encuéntrese ei trabajo hecho al mover una partícula desde el 
punto (3, 2, 5) hasta el (I, 0, -4). 

/) Si una partícula está reducida a moverse sobre el elipsoide 
^ z 2 

+ y -I-=1, encuéntrense puntos cualesquiera en los que la par- 

ficula estaría en equilibno estable. 
















































































1. INTRODUCCIÓN 

't 

En la introducción al cálculo hemos estudiado la integral (definida) 

fb fb 


de Riemann, 


/ = 


f(x)dx , de una funaón real de variable real. £n este 


ea PítuIo consideraremos la generalización del concepto de integral a 
Va ens | 0nes altas —para funciones reales de diversas variables reales—- 

Sq Con Juntos que son más generales que intervalos. Comenzaremos primero 
soh ^ extens * on en dimensión y posteriormente consideraremos integrales 
l/ 6 Con juntos cerrados y acotados. Aunque la extensión a dimensiones 
j a a fas aumenta el problema del cálculo de la evaluación de la integral, 
ne , r ^* zac * on es directa y natural. La extensión es tanto de interés 
^atico como de importancia considerable en las aplicaciones. Comen- 
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Integrales mútiples 


[Cap. 6 


, .. Honde elcuadro geométricoescompletamente 

ttSSSSZZ- “'“«»“ tici ' ~ 

2. INTEGRALES DOBLES 

antenores capitulos encontramos 7a ción de un intervalo uni- 

esfera «-dimensional como l distancia entre 

dimensional. Nos esta bamos ocuPj ^ generalización . natural de i intervalo 

puntos y el íntenor de u nrooorciona una generalización 

en este caso. E1 interior de una de distancia de 

de la vecindad unidimensionaque es Aquí nos ocuparemos 

sjsss. rr;a: ,’sss-- -— 

intervalos son rectángulos. 

« 

e «/onceí c/ intervalo cenado [a, bj cn R « « conj 

x = (x, i'leR 2 ta/« d ue 

a, T a t *y<b 2 . 

r ,1 „ p2 P c ,in rectáneulo con vértices en los 
E1 intervalo cerrado [a b] en Los jfJ 0S dd rectángulo son 

puntos (ai,a 2 ), (^t» a 2)’ y ( »’ 2 lonsitudes de los lados 

paralelos a los ejes coordenados (hgura 1 j. Las long,tude 

de [a, b] son los números 6,-a, y b^ — a^. Si o, a, »a 2 . 
fa. bl es un cuadrado. 



X 


/4([a, 


¿5 


2.2 Deíimción. El área 


del intervalo [a, b], denotada por 
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2 ] 


definición , el producto de las longitudes de los lados , es í/é'c/r, 


Si [a, b] es un intervalo cerrado en R, definimos una partición P 
de [a, como un conjunto finito de números x 0 ,x l9 x k tales que 
a - x 0 ^ x i ^ ••• ^ Xy -1 < Xj ^ ... < x k = b. Denotamos una partición 
de [ a , b] por P = {x ; |/ = 0, 1,y definimos la «orma o wa//a de P, 
j 0 que escribimos l^i, por 

IPI = máx {xj — Xj^ ^ | j = 1,..., k }. 


Generalizaremos estos conceptos para intervalos en R 2 . 


2.3 Definición. Sea [a, b] c= R 2 con a = (a,,a 2 ) y b = (b ly b 2 ). Si 
P¡ = {Xj t I Ji = 0, 1,...» k x } es una partición de [a x , ój x ^2 = {y j2 \h = 

0, 1,..., k 2 } cs una partición de [a 2 , b 2 ], entonces 

P — Pi x P 2 = {(-Xjj, X/ 2 ) 17*i = 1 1 ; y 2 = 1, • • ■, k 2 } 

se dice que es unapartición de[ a, b ]y definimos la norma de P, escrito \P\, por 

1 |i>] = máx{|P,|,|P 2 |}. 

Así pues, una partición P subdivide aí rectángulo [a, b] (figura 2) en 
cierto número de rectángulos más pequeños. La norma de la partición 
es la mayor de las dimensiones (largo o ancho) de todos estos rectángulos 
más pequeños y mide la finura de la partición. Si la partición P t subdivide 
a ¿ 1 ] en fc t subintervaios y P 2 subdivide a [a 2 , b 2 ] en k 2 subiníervalos, 
entonces P = P { x P 2 subdivide a [a, b] en k = k x k 2 subintervalos. Los 
subintervalos bidimensionales de [a, b] obtenidos por una partición P 
de [a, b] pueden enumerarse consecutivamente y denotarse por con 
1 - Idonde k = k x k 2 . La figura 2 üustra una partición de un 
intervalo [a, b] de R 2 con k x = 5 y k 2 = 4. 



X 


FIGURA 2 
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tCg 


D 6 


Sea / una función real que está acotada sobre [a, b] de modo que ^ 
números m y M tales que m < f(x) ^ M para todo xe[a, b]. Definan^ 


2.4 




m¡(f)= ínf {/(x)|x€# f } 
M|(/) = sup{/(x)|xe^¿}. 


E1 supremo de un conjunto Sf de números reales, denotado por sup y> 
(o lub Sf), es un número c tal que para todo c y si 

entonces hay un tal que x > b\ es decir, el supremo de Sf es una cota 
superior de Sf y cualquier número menor que él no es una cota superior 
de Sf. E1 ínfimo de ínf Sf (o glb ST), se define de un modo análogo. £ s 
una propiedad básica del sistema de los números reales que todo conjunto 
no vacío Sf de núraeros reales tiene un supremo si Sf está superiormente 
acotado, y tiene un ínfimo si Sf está inferiormente acotado. j 

Como estamos suponiendo que / está acotado sobre [a, b], M¡(f) y 
m t (f) existen para todo i — 1,...» k, y 

2.5 m ^ m(f) ^ Mi(f) ^ M. 

La definición de una integral la daremos en términos de sumas de los 
siguientes tipos: 

Uf,ñ = I 

i = I 


y 

U(fP) = I M,(/)/!(•«,) j 

1= I 

donde A(@¡) es el área del i-ésimo subintervalo M¡ en la partición P- 
Llamamos a L(f,P) “suma inferior”, y a V(f y P) “suma superior 

correspondientes a la partición P. . I 

Estas sumas tienen una sencilla interpretación geométrica para funci ^ 
no negativas en un intervalo [a, b] en R 2 , aunque debemos recordar <3 u j^ 
sola restricción que hemos impuesto sobre nuestras funciones es que 
de ser acotadas. La gráfica de una función no negativa y acotada & 
un intervalo [a, b] aparece representada en la figura 3. La suma m 

k 

L(f P ) = m,(J)A(m l )+ ... +m k (f)A(M k ) = £ m t (f)A(»¡) 

. ■ I O 

es la suma de los volúmenes de los paraleiepípedos ínteriores. l- 
superior fc 

U(f, P)= M l (f)A(@ l )+ ... +M k (f)A(M k ) = ¿ M¡(f)M&i) 9 

es la suma de los volúmenes de los paralelepípedos exteriores. ■ 


b 

FIGURA 3 

De acuerdo con 2.5, si / está acotada sobre [a, b] y P es una partición 
de [a, b], entonces 

k k 

mA(l», b]) = ¿ mA(®¡) < ¿ m¡(f)A(3t¡) 

1=1 ‘= 1 

k k 

^ I M¡(f)Am^ X MA(^) = MA(í a,b]) 

i= 1 ‘ i= 1 

o bien 

2.6 mA([ a, b]) < L(f, P) ^ U(f, P) ^ MA ([*, b]). 

Sea & el conjunto de todas las particiones del intervaío [a, b]. La 
desigualdad 2.6 se verifica para cada partición P en & y nos muestra que 
el conjunto de todos los números {L(f, P) \ Pe&} —el conjunto de todas las 
sumas inferiores obtenidas tomando todas ías posibles particiones de [a, b] — 
tiene una cota superior; a saber, A//4([a, b]). E1 conjunto {L(f y P) | Pe &} 
tiene, por tanto, un supremo. Análogamente, el conjunto { U(f , P) | Pe0>) 
tiene una cota inferior mA([a> b]) y, por tanto, { U(f , P) \ Pe0>} tiene un 
infimo. Este supremo y este ínfirao son suficientemente importantes para 
introduzcamos nombres y símbolos que los denominen y denoten. 

Oefinición. Definimos 

m b / = ínf {L(fP)\Pe0>\ 


^ / = sup{t/(/, P)\Pe0>}. 




y 
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b 


/ se llama integral inferior de f sobre [a, b], y 


f se llartiQ 


integrai superior de f sobre [a, b]. 

La discusión que precede a esta definición establece la existencia 

í*b pb 

de / e / para todas ías funciones / que son acotadas en [a, b]. 

a ^ a 

Si P y P' son particiones de un intervalo [a, b], P a P' significa que 
cada punto de división de P es también un punto de división de P'. Cuando 
éste es el caso, P' se dice que es un refinamiento de P. Demostraremos que 
ningun refinamiento de una partición hace decrecer ia suma inferior ni 
aumentar Ia suma superior. Enunciado en forma precisa, probaremos que 
para toda función acotada /: 


2.8 Lema. Si P c P\ entonces L{fi P) ^ L(/, P') y £/(/, P') ^ £/(/, P). 


Prueba. Si P = P' el lema es obviamente cierto. Supongamos que 
p = />, x P 2 y P' = P x ' x /y, con P ¿ P' y P c P'. Supongamos también 
que P x # P jSea x/ el primer punto de división de P x que no está en P x . 
Entonces, para algún /, , < x/ < x¡. Definamos P x 1 por 

P 1 1 = {ZÉQí » * * * » ■*/- 1 , Xj , , . . ., -Vfcj } 


Las subregiones M t limitadas por x y x t están, cada una, divididas en dos 
partes distintas por la inserción de x/. Un caso particular de esto aparece 
ilustrado en la figura 4. 



X 


Sea M t una de las regiones que está dividida por la inserción de V 
sean M* y §t** las dos subregiones en que la M t se ha dividido. Definarnos 

m,*(/) = ínf {/(x) \xeMf} 
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2 ) 


m**{f) = ínf {/(x) | 


Qe la definición de mff) se deduce que m¡(f) < m¡*(f) y mff) </«,**(/). 

por tanto 

/«,.(/) A(M ¿ ) = m t (f) 

< m/(f) A (M¡*) + m**(f) A (M**) 


de donde 

L(f , P) — m \(f) A.(ffl/)+ ... +m i (f)A(M i )+ ... +m k (f)A(® k ) 
f ^m í (f)A(M l )+ ... +m l *(f)A(® i *) 

|, +m?*(f)A(M**)+ ... +m k (f)A(M k ). 

Hay un número finito de subregiones M¡ que están subdivididas por la 
adición de x/. Luego, por repetición del anterior argumento un número 
finito de veces, tenemos 

■Kf ' L(fiP)^ L(fiP l ). 

Repitiendo todo el proceso un número finito de veces, podemos añadir todos 
lospuntosdeP!' que no están en P x y en la misma forma podemos añadir los 
puntos de P/ que no están en P 2 . Así obtenemos L(f, P) ^ L(f , P ). 
De una forma análoga —con todas las desigualdades que aquí aparecieron 
invertidas— obtenemos que £/(/, P) ^ U(f, P'). 

Aplicamos ahora el íema 2.8 junto con 2.6 para obtener ia siguiente 
importante propiedad sobre integrales superiores e inferiores. 


2.9 Lema. Si f es acotada sobre [a, b], entonces , para cualquier partición P 

de [a, b] f 


rb 


L(f P) ^ 


/< 


/^ U(fiP). 


Prueba. Como 


b 


Análogamente, 


?b 


/ = sup {L(fi P)\PeM, se sigue que L(fi P) ^ 

rb 


/ ^ U(fi P). Queda, pues, por mostrar que 


/< 


/■ 


/ 


Sea P = p } x P 2 y Q = Q\^Qi un par cualquiera de particiones de 
I a > b] y sea P' = (P { kj Q x )x(P 2 u Qi)- Ls claro que P a P' y Q c P\ 
es decir, que P' es un refinamiento tanto de P como de Q. Luego, de acuerdo 
c °n el lema 2.8, 


: L(fi P) ^ L(fi P') y U(fi P') U(fi Q). 

^°mo, según 2.6, L(/, P’) ^ £/(/, P’ ), tenemos 


L(fi P) < U(fi Q) 
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* • . 

para cualquier par de particiones P y Q de [a, b). Asi pues, para toda 

r b 


partición Q, U(fi Q) es una cota superior de {L(f; P) \ Ptf). Como 
elsupremo de {L(/, P) | Pe&>} , 


/e s 



C/( / 6) para todo 


/es una cota superior de { U{f Q)\Qe&>}. Como 

dt{V(f>Q)\Qe0>}, 


■i> 


/es el supremo 



Esto completa la prueba. 

Definimos ahora las funciones integrables y la integral definida de 
una fxinción integrable sobre un in tervalo. 


2.10 Definición. Una función f yobre [a, b] se dice quees (de Riemann) 
integrMe sobre [a, b] si f es acotada sobre [a, b] e 



Si f es integrable sobre [a, b] entO'nces la integral defimia (de Riemann ) 


de f sobre [a, b], escrita 


b 


J 


fi estú definida por 





/• 


Puede también usarse para denotar la integral de/la notación f(x) dx- 

J a 

La integrai de una función / sobre un intervalo [aJjcR 2 se llama 
integraldoble . E1 término “doble” se refiere a la dimensióntfelintervalo [a, b]> 
Las notaciones 


b 

(%/% 


b 


f(x, y) dx dy e 


a 


f(x,y)dA 


a 


se usan a veces para denotar la integral doble de / sobre'a, b]. 
EI siguiente resultado es una con secuencia directa del lema 2.9. 
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5 / / es integrable sobre [a, b] c: R 2 y P es una partición 

^l T* 01 * fa m entonces 
r^lquiera de 1 «, 


rb 


L(fi P) < 


f< V(fiP). 


r «cuerdo con el Iema 2.9, para cualquier partición P de [a, b], 

huEBA- uc a 


L(fi P) < 


b 


/< 


f< V(fiP). 


b 


(uno/es integrable sobre [a, b], 


b 


/ = 


/ y el teorema sigue. 


Este teorema muestra que cualquier suma inferior es una cota inferior 
pra la integral definida y cualquier suma superior es una cota superior. 
hstraremos el método para la aproximación al valor de la integral mediante 
ecálculo de las sumas superiores e inferiores. 



■ I * = f{x,y) = 5-|(jc 2 +^ 2 ) 

FIGURA 5 

212 F* 

<,b re r^ ei ??*°* Supongamos que /(x, y) = 5 — }(x 2 4-y 2 ) es integrable 
a ’ * ^onde a = (0, 0) y b = (4, 3) (lo que más adelante sabremos 

K. Calcúlese en forma aproximada /. 

&o«*tá ilust a * = P ' * Pz d ° nde = {0, U 2 ’ 3 ’ 4} y Pl = { °’ U 2) 3} * 
rado en la figura 5. Como la función es monótona decreciente 
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tanto respecto a x como respecto a y, y A(9$¡) = 1 para todo i, tenemos 
L(/,P) = I m i (/)^(^=/(lvl)+/(2,l)+/(3,l)+/(4,l)+/(l,2) 

i — 1 

+/(2,2) + /(3,2) +/(4,2) +/(1,3) +/(2,3) +/(3,3) +/(4,3) 

= ¥ + 2 f + T +f+ T + T + T +T+ T + T +T+ 0 

= 30.8 


U(f,P) = I M,(/) A (á?¡) = /(0,0) +/(1,0) +/(2,0) +/(3,0) + /(0,1) 
¿=1 

+/(1,1) + /(2,1) +/(3,1) +/(0,2) + /(1,2) + /(2,2)+/(3,2) 
= 47.6. 

Entonces aproximamos 


( 4 , 3 ) 

(•/* 


( 0 , 0 ) 


[5 -|(x 2 + y 2 )]íix(iy por ±[L(/, P)+t/(//>)] = 39.2. 


Como L(/, P) < j / < U(f P) implica 


i[L(/,P)-l/(/P)]< 


/ ■- i [L(/ P) ■+ U (/, P)] < i [ ¡U (/, P) - L(/ P)], 


vemos que 


2.13 




/— i [L(/, P)+U(/,P)] 


<i[l/(/,P)-L(/P)]. 


al 

E1 número i[í/(/, P)-L(/, P)] es una cota superior del error cometido 

’ / por i [L(/ P)+1/(/ P)]. Así pues, en nuestro ejemplo el 


aproximar 

error al tomar como valor de la integral el de 39.2 es menor que o ^ $ 
a ^(47.6-30.8) = 8.4. La aproximación es —como el aspecto de la 
nos sugiere— mucho mejor que esto. En realidad, el valor de la integra e ^ 
A continuación demostraremos que una función acotada es inte ®. f y 
sobre el intervalo [a, b] si y sólo si la diferencia entre una suma su P e 
la suma inferior correspondiente puede hacerse arbitrariamente p e 

2.14 Teorema. Una función acotada f es integrable sobre [a, b] sí 
si para cada e > 0 existe una partición P de [a, b] con la propie a 
U(fP)-L{f P) < e. 
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23 


neamos que para cada e > 0 una tal P existe. De acuerdo 

PrüEBA* Su P° q 
con el l erna 2 ' y ’ 


0 < 


/- 


/^ t/(/P)-L(/P). 


rb 


/ = 


f y f cs integrable 


u(f P)-L(fP)<£> se sigue que 

Como c U* * v _ , 

r 1_ "l 

S ° b Redprocamente, supongamos que/es integrable sobre [a, b]. Entonces 

/= sup{L(/, P)} = ínf{(/(/P)}. Luego 


/ = 




/. Por tanto 


para 


cada e > 0 existe una partición P 1 tal que 


J 


/—L(/ P 1 ) < - 


y una partición P 2 tal que 


rb 


(/(/, p 2 ) 




Añadiendo estas dos desigualdades obtenemos 

U(fP 2 )-L(fP l )<e. 

Luego, para todo refinamiento común P de P l y P 2 , 

■ t/(/, / > )-¿(/, P) C í/(/, /> 2 )“¿(/, O < 

Y esto completa la prueba. 

De acuerdo con el teorema 2.14, vemos que siempre es posible aproximar 
‘ntegrables definidas por medio de sus sumas superiores e inferiores tanto 

como deseemos. 


^mblernas 

+1- Encuéntrese el área del intervalo [a, b] si 

a J a = (1, 2), b = (3, 5) b) a = (0, 0), b = (3, 4) 

> a = (-2, -1), b = (1,3) d) a = (-3, 1), b = (2, 1). 

y uif S ¿ an a = (°>°)» b = (1,2), y f(x,y) = 2 x+y. Encuéntrense L(/, P) 
)cuandoP= P, x P 2 si P, = {0,¿,i,|, l}yP 2 = {0,|, 1,|,2}. 

SllTT 

ap arece pon Samos —como es el caso— que ías funciones que a continuación 
s ^n integrables sobre los intervalos dados. Demuéstrese que: 

^ ^ ^ si a = (0,0), b = (1,1), f(x , v) = x + v 







































































































322 


Integrales múltiples 


[Ca 


P. 6 


b) 1.5 < 


/ 4.5, si a — (0,0) r b = | ^ J, f(x r y) = sen x + cos y 


4. Para cada uno de los intervalos de una cierta partición P de [a. b] 
sea jc ( un punto de ffl { . Demuéstrese que cualquiera que sea la selección 
de los x¡ r 

k 

m P) « X /(x,)^(a,)^ i/(/,/>). 

i- 1 


De eüo se concluye que si/es integrable sobre [a, b], entonces 


"/- ¿ /(x,)¿(*,> 


« u(j;p)-L(f,p). 


3. PROPIEDADES BÁSICAS DE 


/ 


Estableceremos ahora algunas propiedades básicas de la integral 

'•b 

doble 

J a 


unidimensional 


f que son anáíogas a las propiedades básicas de ía integral 

'*b 

/• 


3.1 Si la función f es integrable sobre [a, b] y c es una función constante 


de R 2 en R, entonces la función cf es integrable sobre [a, b] e 


'*b 


cf = c 


J a 


/. 


3.2 Si c es una función constante de R 2 a R, entonces para todo intervalo [a, b] 

/*b 

en R 2 , c es integrable sobre [a, b] e c = c/l([a, b]). 

J a 

3.3 Si las funciones f y g son integrables sobre [a, b], entonces la función 


f+g es integrable sobre [a, b] e 


b 


(/+*) = 


Pb 


/ + 


3.4 La función f es integrable sobre [a, b] si y sólo si las funciones f*yf 
definidas por las reglas 

0 si /(x) S? 0 
-/(x) si /(x) < 0 


/ + (X) = 


/(x) si /(x) ^ 0 


y /"(x) = 


0 si /(x) < 0 
son ambas integrables sobre [a, b]. 

3.5 Si la función f es integrable sobre [a, b], entonces f 2 es integr&^ e 
sobre [a, b]. 









9 
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3 6 Si l as funciones f y g son integrables sobre [a, b] entonces el producto fg 
es integrable sobre [a, b]. 

'i'j Si las funciones f y g son integrables sobre [a, b] y /(x) ^ g(x) para 

19 f b f b 

todo xe[a,b], entonces /< g. 


3.8 Si función f es integrable sobre [a, b], entonces f es integrable 


sobre [a, b] e 


f 


1/1 - 


Prueba de 3.1. Sea P una partición cualquiera de [a, b] y denotemos 
por el z-ésimo subintervalo de la partición P. Si c ^ 0, entonces para 
todo i tenemos 

m¡(cf) = ínf {c/(x) | xsáfj = c ínf {/(x) | xeá?,} = cm¡(f) 

de donde 

k k 

L(cf, P) = X m¡(cf)A(í%¡) = X cm¡(f)A(Stj) = cL(f P). 


Í — 1 


i ~ 1 


De donde se sigue que 


’b 


Cb 


cf = c 


/■ 


Análogamente, para c ^ 0 


*b 


b 


cf = c 


f 


Como / se supone integrable sobre [a, b], 


b 


b 


Cf = C 


f = c 


b Tb 

f=c\ f 


-í: 


cf 


y cf es también integrable sobre [a, b] con 




b 


cf = C 


/• 



Si c < 0, entonces 

m M) = ínf (c/(x) | xe^fj = csup {/(x) | xe^J = cMff) 
MiW) = sup {c/(x) | xe&¡} = cínf {/(x) | xe^J = cmff). 
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[Cap. e 


En este caso 


(*b 


b 


cf — C 


f e 


’b 


cf — c 


f. 


De nuevo, como / se supone integrable sobre [a, b], 


b' 


cf = c 


f - C 


f = C 


/ = 


*f 


J a 


y en este caso cf es también integrable sobre [a, b] con 

r b rb 

cf = C f. 

I J II 

Prueba de 3.2. Para cualquier partición P de [a, b], L(c, P) = cÁ([ a, b]) 
= V( Ci P). 


De donde, según eí lema 2.9, 

cA(l a, b]) ^ 


rb 


fb 


C ^ 


C ^ cX([a, b]) 


y vemos que c es integrable sobre [a, b] con 


c — cA(\_3í , b]). 


Antes de probar 3.3 estableceremos el siguiente lema. 
3.9 Lema. Si f y g están acotados sobre [a, b], entonces 


rb 


rb 


(J +g) ^ 


rb 


/ + 


rb 


9 e 


/ + 


9 ^ 

a J a 


(/ +9)’ 


Prueba. Sea P una partición cualquiera de [a, b] y denotemos por M¡ el 
/-ésimo subintervalo de la partición. Para todo / tenemos 

m Áf+9) = ínf {/(x)+#(x) | x eM¡} 

^ ínf {/(x) | xeM¡} + Inf {^(x) | xeMj = mff^+mfg) 


Mi(f+g) = sup {/(x)+#(x) | xeMf} 

^ sup {/(x) | xeM¡} + sup {^(x) | xeM t } = A/,(/) + ^í(* ) - 

De estas desigualdades se sigue que si P l y P 2 son particiones de [*» 
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I un refinamiento común de P 1 y P\ entonces 

y 

¿(/, f‘)+í-(í> < U/ p ) < L (/ +3 > p ) ^ 


rb 


(/+ 9 ) 


e • ' ' . 

|v ^ U(f+g, P) < v(f, P)+U(g, p) «S u(f, P')+ U(g, P 2 ). 

í Qotno estas desigualdades se verifican para P', P 2 ^ arbitrarios, tenemos 


(f+g) > 


/ + 


9 e 


(/+ff)<‘ / + 


0* 


Prueba de 3.3. De acuerdo con el lema 3.9 tenemos 


rb 


/+ 


9 < 


(/+9) < 


rb 


(/+9) < 


rb 


/+ 


Como / y g se suponen integrables sobre [a, b], en esta relación debe 
verificarse la igualdad y f+g es integrable sobre [a, b] con 


"*b 

J 


rb 


(/+9) = 


/ + 


9 


Prueba de 3.4. Probaremos que 

3.10 U(f,P)-L(f, P) = [U(f + ,P)-L(f*,P)]+[U(f ,P)~ L (f > p »- 
La propiedad 3.4 se sigue entonces de 3.10 por una aplicación del 

teorema 2.14. . , 

Sea P una partición de [a, b]. Probaremos pnmero que sobre cada 

intervalo 

3.11 M¡(f)-mi(f)= M í (f*)-m,(f*) + M i (J~)->» i (f )• 
Consideraremos tres casos: 

Caso l. miif) ^ 0. Aquí 

M¡(f + ) = M¡(f), m¡(f + ) = m¡(f), M,(f~) = m¡(f) = 0 

y 3.11 se verifica. 

Caso 2. M¡(f) sS 0. Aquí 

M¡(f + ) = m¡(f + ) = 0, M¡(J~) = —m¡(f), m¡(f~) = -M¡(f) 


y 3.11 se verifica también en este caso. 
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[Cap. 6 


Caso 3. m { (f) < 0 < En este caso 

M¡(f + ) = m¡(J + ) = 0, M¡(f~) = -m¡(f), m¡(f~) = 0 

de modo que 

M¡(f) — m¡(f) = M¡(f*) + M ¡(f~) = Mi(f*)—m¡(f + )+ M¡(f~) — m¡(f~} 
y, de nuevo, 3.11 se verifica. 

Vemos pues que en !os tres casos se verifica 3. 11 . Si multiplicamos 3 | j 
por A(3#¡) y sumamos sobre /, obtenemos 3.10. 

Cada una de las diferencias U(f,P) — L(f,P ), U(f + ,P)—L(f + P) y 
^í/ - » /> )-¿(/“\ ^)es no negativa. Si /es integrable sobre [a. b], entonces 
según el teorema 2.14 para cada s > 0, hay una partición P tal q U e 
U(fr_P)-L(f y P)<s. Luego, por 3.10, U(f + , P) - L(f + , P) < E y 
U(f . P)~L(f \ P) < g, y, de nuevo según el teorema 2.14, f + y f~ son 
integrables sobre [a, b]. 

Recíprocamente, si f + y f~ son integrables sobre [a, b], entonces, 
P°r el teorema 2.14 para cada s > 0, hay particiones P 1 y P 2 tales que 

U(f\P')-L(f + ,P')<si2 y U(r,P 2 )-L(f\P 2 )< £ /2. Sea /> un 
refinamiento común de P 1 y P 2 . Entonces 

U(fr P)—L(f , />) = t/(.r, P)~L(f + r P)+U(f\ P)~L(j\P) 

< í/(/ + , /> l )-L{/ + , í /(/“,/> 2 )-L(/-, /> 2 ) 

< sfl + e/l = £ 

y, de nuevo, según el teorema 2.14, /es integrable sobre [a, b]. 

Antes de probar 3.5 en el caso general, lo probaremos para un caso 
especial. 


3.12 Lema. Si f(x) ^ 0 para todo xe[a, b] y f es integrabie sobre [a, b], 
entonces f 2 es integrable sobre [a, b]. 


Prueba. Sea P una partición de [a, b]. Para todo subintervalo 

M¡(f 2 ) = sup {/ 2 (x) | xeáf,} = (sup {/(x) | xeá ?,}) 2 = M¡ 2 (f) 

y 

m¡(f 2 ) = ínf {/ 2 (x) | xe^,} = (ínf {/(x) | xe «,.}) 2 = m 2 (f). 
Por tanto, 

U(f 2 ,P)-L(f 2 ,P)= Í lM¡(f 2 )-m¡(f 2 )-]A(®¡) 

í — 1 


= I 

I — 1 


[M t (f) + m¡(f)) lM¡(f)-m t (f)\A(0¿ 
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■ ^ 2M X [M¡(f)-m¡(f)\A(M¡) 

i — 1 

1 p. = 2M[t/ (f,P)-L(f,P)\. 

r nn / es integrable sobre [a. b], según el teorema 2.14 ha de haber para 
C T /> 0 una partición P de [a, b] tal que el segundo mtembro de la 
^nterior desigualdad es menor que e. Luego, de nuevo según el teorema 2.14 
ji es integrable sobre [a, b]. 


P ruebade 3.5. Tenemos 

p 1 y-2 = (y + _y-) 2 = (/ + ) 2 - 2 / + / - +(/"') 2 =(/') 2 + (/ ) 2 

nuesto que al menos uno de los dos, / + (x). o /*(x), es cero para todo 
pU r bl p or 34 / + y f~ son integrables sobre [a, b], luego, segun el 

fema’3 12, (f *) 2 y (f~f son integraWes sobre [a, b]. La integrabihdad 
de / 2 se sigue entonces Je 3.3. 


Prueba de 3.6. Según 3.3 y 3.2, f+g y f~9 son integrables sobre [a, b]. 
Luego, por 3.5, (. f+9 ) 2 y (/~^) 2 son mtegrables sobre [a, b]. La tnte- 
grabilidad de fg se sigue entonces de 3.3 y 3.2 observando que 

m. fg = W+gf-W-gf- 


Prueba de 3.7. Es claro que /(x) sS g(\) para todo xe[a. b] implica 


Al 


/< 


'b 


y 


/< 


*b 


Como/y él se han supuesto integrables, de 


cualquiera de las anterior.es desigualdades se sigue que 




9 


Prueba de 3.8. Como para todo xe[a, b],/’ (x) 5 = 0 y / (x) > 0, tenemos 
I , /(x) = f* (X)- /- (x) « f* (x)+/-(X) = |/(x)| 

y 

-f(x) = -/ + (x)+/-(x) < / + (X)+/"(X) = |/(x)|. 

Por 3 . 4 , / + y /' son integrabies sobre [a, b], y por 3.3 1/1 es integrable 
sobre [a, b]. Por 3.7 tenemos 


r b 




/ ^ l/l e 


Tb 


/< 


l/l- 


Combinando estas dos desigualdades tenemos 
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4. INTEGRALES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS EN R2 

En esta sección extendemos la definición de integral de / a conjuntos 
acotados más generales len R 2 . 


4.1 Defínición. Si f es una función definida y acotada sobre un conjunto 
acotado £ c R 2 , definimos la función f s por la regla 


/¿W = 


f(x) para xe£ 

0 para \eW 


donde <££, el complemento de £, es el conjunto de todos los puntos de R 2 
que no están en £. 


Nota. Recuérdese que hemos usado anteriormente Ia notación f, para 
denotar ia restricción de una función / a un conjunto £ c: es decir, 

fs( x ) - f( x ) P ara xe <^- En este capítulo usamos Ia misma notación para 
denotar la función que es igual a/sobre £ y cero en cualquier otro punto. 


4.2 Defínición. Si £ es un conjunto acotado en R 2 , si [a, b] es un intervalo 


en R 2 tal que £ c: [a, b], y si 


f s existe , entonces definimos 


fb 


/ = 


s 


fs- 


E1 valor de / no depende de la elección del intervalo [a, b]. Si así no 

J s 

fuera esta integral no estaría definida. Para mostrar esto necesitamos 
primero probar que la intersección de dos intervalos es o un intervalo o el 
conjunto vacío. Sea 

IV, b 1 ] = {(jf,^)| a, 1 < x < V, a 2 l «S y < ¿ 2 1 } 
y 

[a 2 . b 2 ] = {(*,y)K 2 < x b¿,a 2 2 < y < b 2 2 }. 

Entonces 

[a 1 , b 2 ] n [a 2 , b 2 ] = [a 3 , b 3 ] 

donde los componentes de a 3 y b 3 están definidos por 

af = máx {fl, 1 , üí 2 } y b¡ 3 = mín {¿J, b¡ 2 } (i = 1, 2). 

Si bf < af o bf < af , entonces [a 3 , b 3 ] = (j>. 

Sean [a 1 , b 1 ] y [a 2 , b 2 ] dos intervalos que contienen £. Entonces 
£ cz [a 1 , b 1 ] n [a 2 , b 2 ] = [a 3 , b 3 ]. Esta relación está ilustrada en lafigura 6. 
Como f s (x) = 0 para aquellos puntos de [a 1 , b 1 ] que no están en [a 3 , b ] 
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. 


0 



0 


[a 1 ,b 1 ]n«’([»%b‘]) 
[a 2 ,b 2 ] n V ([a'.b 1 ]) 

FIGURA 6 


2 * 2, 


y para aquellos puntos de [a 2 , b 2 ] que no están en [a 3 , b 3 ], 


fe • 


4.3 Ejemplo. Sea<? = {x | xe[0,1], >e[0,1], y x, y racionales}. Demuéstrese 



r *» 3 r 

ii 

ii 


o 3 j 

* V 1 


que 


1 no existe. 


s 


Solución. Tomemos a = (0, 0) y b = (1, 1). Entonces £ es el conjunto de 
todos los puntos en [a, b] con ambas coordenadas números racionales. 
La función está definida por 


h( x ) = 


1 xe^ 

0 x e <6 £ 


Sea P una partición de [a, b]. Como todo subintervalo á?, en la partición P 
contiene puntos con ambas coordenadas racionales al igual que puntos 
c °n, al menos, una de las coordenadas irracional, 

p m¡ = ínf (l*(x) | xe^J = 0 

y 

| M¡ = sup {l*(x) | xe&i) = 1. 


donde 


b 


L = 1 e 


\ s = 0, Por tanto. 


J» 


1 no existe. 


^'4 Ejemplo. Sea / la función con regla de correspondencia 
B' Ax.y) = Jl-(x 2 + y 2 ) 




































































































X 


y dominio la región limitada por la circunferencia unitaria 

S = {(x,y)\x 2 +y 2 ^ 1}. 

Suponiendo que / sea integrable sobre S (más adelante veremos que tal 
cosa es cierta), demuéstrese que 

1 < / < 3 . 

J<? 

Solución. Como tanto<í como/son, ambos, simétricos con respecto a los 
ejes X y Y. es suficiente estimar Ia integral sobre )a parte de é situada 
sobre el primer cuadrante y multiplicar este resultado por 4. El rectángulo 
más pequeño que contiene esta parte de S en el primer cuadrante, es el 
cuadrado fS = [(0, 0), (1, I)] (figura 7). 

Tomemos la partición P del cuadrado ¿S = [(0, 0), (1, 1)] donde 

p, = P2 = {o.LLL 1} 

y numeremos las 4 x 4 = 16 subregiones M¡ como se muestra en !a figura 7. 
Los valores de m¡ y M¡ se exhiben en la siguiente tabla. 


i 

m¡ 

M, 

i 

m¡ 

M, 

1 

0.935 

1.000 

9 

0.613 

0.867 

2 

0.830 

0.969 

10 

0.434 

0.830 

3 

0.613 

0.867 

11 

0.000 

0.707 

4 

0.000 

0.662 

12 

0.000 

0.434 

5 

0.830 

0.969 

13 

0.000 

0.662 

6 

0.707 

0.935 

14 

0.000 

0.613 

7 

0.434 

0.830 

15 

0.000 

0.434 

8 

0.000 

0.613 

16 

0.000 

0.000 
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4] 


'fenemos 

L(f, P) = 4 X f= T? Z m t(f) =i(5.396) = 1.349 


16 


16 


(=1 


i= 1 


U(f P) = 4 M,(f)A{a,) =¿ X M,(f) = -¿(11.392) = 2.848.. 

1=1 i=I 


Como L(/ P) ^ 4 


'n,n 


( 0 , 0 ) 


J's = 


f hemos establecido la 


desigualdad. 

Podríamos esperar que \[L(f, P)+U(f, Z 5 )] = 2.098 sería una buena 


aproximación a 

pág. 357] 


/ En realidad, como veremos más tarde [probiema (c). 


f = | n » 2.094. 


6 


E1 cálculo deí ejemplo 4.4 es realmente largo. Sin embargo, con las 
modernas calculadoras, conseguir una gran exactitud en el cálculo de taíes 
integrales es una tarea sencilla. 

4.5 Oefinición. Si S es un conjunto acotado en R 2 y [a, b] es un intervalo 
en R 2 tal que S c [a, b], entonces 1 


A(Sj = 


U y Mé) = 


4 


se llaman , respectivamente , área interior y área exterior deS . Si A(S) = A (Sj, 
entonces el valor común, denotado por A(S ), se llama área de S. 

Puede probarse fácilmente que A(Sj y Á(Sj no dependen de la elección 
^el intervalo [a, b] que contiene a S. 

Como demostraremos a continuación en el teorema 4.6, si S tiene área, 

e ntonces 


b 


A(Sj = 


!#• 


a ^unción \ ¿ se llama función característica del conjunto S. 

Cuando S es un intervalo, la definición 4.5 concuerda con la previamente 
ac ^ a P ar u el área de un intervalo, pág. 313. 


•as 


Co m ° es corni j n denota el interior de é, y ¿ denota la cerradura de Véanse 

Páginas 164 y 166. 
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FIGURA 8 


El área interior de S, como integral inferior que es, es el supremo de 
sumas inferiores. Si P es una partición de [a, b] y 0tj denota el y-ésimo 
intervalo de P, entonces = 0 para cada subintervalo 0tj que contiene 

puntos de S b u S e y, por tanto, 

k 

L(\ í¡t P)= X 

j~ 1 

es la suma de las áreas de aquellos subintervalos de P que son subconjuntos 
de S¡. Por otra parte, el área exterior de S es una integral superior y como 
tal es el ínfimo de sumas superiores. Ahora bien, = 0 soíamente 

para aquellos subintervalos de P que no contienen ningún punto de S, 
es decir, Mj(\j) = 0 para aquellos subintervalos que contienen solamente 
puntos de S e , luego 

UO j.p)= ÍmjIwa&j) 

j= i 

es la suma de las áreas de aquellos subintervalos de P que contienen puntos 
de S. Vemos pues, que la suma inferior se aproxima al área óeS por el área 
de un conjunto inscrito de rectánguios y las sumas superiores se aproximan 
al área de S por el área de un conjunto circunscrito de rectángulos. En la 
figura 8 las sumas superior e inferior están ilustradas para un conjunto S 
en R~ donde S es el conjunto de todos los puntos en el interior y sobre la 
curva cerrada que allí se muestra. Los subintervalos que aparecen a la suma 
inferior están sombreados y !os que se encuentran en el interior de la 
poligonal gruesa son los que pertenecen a la suma superior. 


4.6 Teorema. Si un conjunto acotado S en R 2 tiene área y [a, b] es un 
intervalo tal que S c [a, b], entonces 


A(S) = 


b 


J ® 
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4.7 


Como 


0 4 A(S) = 



'b 

'b 


~~ 




«1 

a * 

a 

a « 


*b 


1 j = A(S). 


S tiene área, A(S) = A(S ), y por tanto 


A(S) = 


nemostraremos que el área tiene las siguientes propiedades fundamen- 
tales: si S y & son conjuntos en R 2 que tienen area, entonces 

A(S) ^ 0; 

íf si S <= entonces A (S) < A (F ); 

| si A(S n íF) = 0, entonces A (S u !F) = A (S) + A (F )■ 


4.8 Teorema. Si un conjunto acotado g en R 2 tiene área, entonces 0 « A (Aj. 
Prueba. E1 teorema se sigue inmediatamente de la desigualdad 4.7. 

4.9 Lema. Si S y & son conjuntos acotados en R 2 y g = entonces 

| A{g) A(&) y Á(g) Á(&)- 


Pruhba. 
S c: 


Sea [a, b] un Íntervalo en R 2 tal que F 

l íf (x) < l„(x) y lj(x) < ly(x) P ara 


d [a, b]. Entonces, como 
todo xe[a, b]. De donde 




o bien 

A(S) ^ A(&) y A(S) ^ A(SP). 

4.10 Teorema. Si dos conjuntos acotadosS y 3? en R 2 tienen área fíc/, 

entonces 

A(S) < A(SF). 

Prueba. La desigualdad del teorema se sigue inmediatamente de cualquiera 
de tas desigualdades del lema 4.9. 


4.11 Lema. Si S y & son conjuntos acotados en R 2 , entonces 

A(S n F) + A(S u &) 5= A(S) + A(F) 

y 

A(S n 3?) + A(S u &) ^ Á(S) + A(F). 
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Prueba. Sea [a, b] un intervalo en R 2 tal que ¿ kj <z [a, b] y sea P üna 
partición de [a, b]. Para cualquiera de los subintervalos tenemos 

m /(W + w /(W *£ rnj(ls in * t ) + mj{l¿ tu ? ( ) . | 

^ n^)j) + w^)() 

como ¿i n 8P¡ = (£ n J 57 ),- y <£, u ^¡c (<£ u J^), . Así pues, si P 1 y P 2 Son 
particiones cualesquiera de [a, b] y P es un refinamiento común de P ] y p* 
entonces 

L(l gi , P‘) + L( P 2 ) L{\ Sr P) + L{ 1,„ P) 

^ L( l(rf n^),» P) + L( U- ^J ( , P) 

De donde resulta que para todo P 1 g J 3 , /|(<£ n u J^)— L(l¿¿, P 1 ) 

es una cota superior de {¿(I^, P 2 ) | P 2 eJ^} y como /[(JH es el supremo 
de este conjunto, tenemos 

A{&) ^ A{& n ^) + á(¿ u ^)-L(l, |f P 1 ) 

o bien 

L(l ¿i , P l ) ^ .4(<£ n .^) + y4(íf u &) — A{&). 

Luego A{& n J^J + dí^ u,^)-d(^)6S una cota superior de 

{L(\ gl ,P')\P'e&l 

y como A(¿) es el supremo de este conjunto, se tiene por ello la primera 
desigualdad del lema. Análogamente tenemos 

+ > Mj(\j n y) + Mj{ lj^) 

^ Aí/0 ¿a^) + Mj(\j\T&) 

ya que 8 n ^ <z 8 n 88 y 8 \j S? — u $P. De donde se obtiene la 

segunda desigualdad del lema. 

4.12 Teorema. Si dos conjuntos acotados 8 y 88 en R~ tienen áreas, 
entonces 8 n íF y & u W tienen área y 

A(8 n F) + A(8 u P) = A(8)+A(P). 

Prueba. De acuerdo con el lema 4.11, como Á(8) = A(8) y A(8F) = A (&)» 
tenemos 

A(8 n3P) + A(8\j P) ^ A(8) + A(P) > Á(8 n P) + Á(8 u F)- 
Ninguno de los términos de la izquíerda es mayor que el correspondiente 
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5 *T(*v*) = M8u¿P)y 
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Á(8 n P) 


1 t'i r nrolario. Si dos conjuntos acotados 8 y S8 en R~ tienen área y 
L. A (S u 88) = A (8) + A (^). 


Hemos probado las propiedades fundamentales del área: si 8 y P son 
conjuntos en R 2 que tienen área 7 entonces 

( 4.8 ) A(SjZ 0 ; 

si 8 c: entonces A(8) ^ A(88 ); 

(4.13') si A(8 n 88) = 0, entonces A(8 u 88) = A(8) + A(^). 


Es decir, el área es no negativa, el área de una parte no es mayor que el 
área del todo, y si un conjunto está dividido en dos partes que no se 
traslapan, la suma de las áreas de las partes es igual al área del conjunto. 

Hacemos ahora la conexión entre área definida por integrales simples 
y área definida por integrales dobles. Si el área debe tener estas propiedades 
(4.8, 4.10 y 4.13), esto se demostró en el volumen 1, páginas 543 a 545, 
que el área bajo la gráfica de una función/no negativa e integrable sobre 

(*b 


un intervalo [a, 6] es 


/ Así pues, si una región tal tiene área en el sentido 


definido en esta sección —y probaremos en la sección 9 que la tiene 
entonces las dos definiciones de área son las mismas para estas regiones. 
Asi pues, la definición de área en términos de integrales dobles incluye la 
primera definición en términos de integrales simples. Sin embargo, 
la definición de área aquí dada, asigna área a conjuntos para los cuales la 
definición previa en términos de la integral simple no es aplicable. Es decir, 
la definición dada en esta sección amplía la clase de conjuntos de puntos 
e n el plano a los que podemos asignar un área. 

Si sd y 8$ son dos conjuntos, definimos el conjunto diferencia de sí y M, 
y denotamos por st-M, al conjunto de todos los elementos de que no 


s °n elementos de M, es decir. 


— 3$ = [x | xes 8 y x £ M }. 

No re querimos que M sea un subconjunto de sé para poder considerar la 

^iferencia s8-M. 

^ntes de probar un teorema concerniente al área de la diferencia de 
c °njuntos observemos que /4([a, b])— U(\ s , P) es la suma de ias áreas 
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de los subintervalos de P que son subconjuntos de (tfé*). (fj ei 
tanto, ' V 8Ura 8 ) p °f 

A([a, b])- U(\ 7 , P) = P). 

Usamos este hecho en la prueba del siguiente lema. 


4.14 Lema. Si £ es un conjunto acotado en R 2 que tiene área v t h) 

un intervalo en R 2 tal que £ <= [a, b], entonces [a, b]-<? = <s? W 

áreay ' " ene 

■4 (%bi<?l = á ([a. b]) -A(g). 

Prueba. Por brevedad denotaremos por <€£ a <£ [a b | S . Entonces 

á([a, b])-A(í) = A([ a, b])-ínf P) | Pe&>} 

= á ((a, b]) + sup {- í/(l?, P) | p e &} 

= sup {A([a, b])— t/(I«., P)\Pe0>} 

= sup {Í.(l,» í)it P) | Pe&} = A(<g£). 

Análogamente 

A ([a, b]) - A (S') = Á(<#S ). 

Como i tiene área, A(<gg) = Á(¿€€) y 

A(W) = A ([a, b ])-A(S). 

4.15 Teorema. Si dos conjuntos acotados S y en R 2 tienen área , 
entonces S — ¿F tiene área y 

A(S-&) = A(S)-A(S nF). 


Prueba. Tomemos [a, b] tal que S \j SP cz [a, b] . Observemos primero 
que S — SS = S r\ donde, por brevedad, hemos denotado a íf [aik] ^ 
por . Por el lema 4.14, tiene área. Como S y <€3? tienen área, 

según el teorema 4.12, S — & = S n < €$' tiene área. Ahora bien, 
(S-&) n(S nf) = 0 de modo que A((S-F) n (S n &)) = 0 y de 
acuerdo con el corolario 4.13, 

A(S) = a((S-P)kj(S n&)) = A(S-&)+A($ n?). 

4.16 Teorema. Si un conjunto acotado S en R 2 tiene área , entonces S¡ y S 
tienen área y 

A (S i) = A(S) = A(S). 


Prueba. Como 

(^í)í = S¡ cz (S)¡ y (S¡) cz S = S, 

tenemos 


A (<T,) = A(£) s? A(£) y A(¿¡) ü A(£) = A(¿). 
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Así pues 

A(S) = A(S¡)<Í A(g t )*í A(g) 

X ■ * v 

y 4W < á($) < Á(i) = Á(g). 

Como A(S) = Á(S ), tenemos A(S¡) = Á(S¿), A(S) = ^(#), y 

^(^.) = ^(#) = A(S). 

4.17 Teorema. Si un conjunto acotado S en R 2 tiene área , entonces la 
frontera de S tiene área y A (£„) = 0 . 

Prueba. Como S tiene área, según el teorema 4.16, S y S tienen área y 
A(S¡) = A(S) = A(S). De donde, de acuerdo con el teorema 4.15, tenemos 

>. A (S b ) = A(S-S¡) = A (S) -A(S¡) = 0. 


Problemas 


1. Supóngase —como es el caso— que cada una de las funciones que 
abajo aparecen es integrable en el conjunto que se indica. Demuéstrese que: 


a) 0.2 ^ 


b) 0.008 ^ 


/ ^ 1 . 1 , si f(x,y) = x + y , 

£ 

S = {(x, y) \ 0 < x, 0 ^ y, x 2 + y 2 < 1} 

* 

/ <0.421, si f(x,y) = x 2 y 2 -£ = {(x,y)\x 2 +y 2 ^ 1 } 

£ 


2. Pruébese que: 

a) 2 ^A(é)^ V 5 . si S = {(x,y)|x 2 + y 2 < 1 } 


b) | < A(S) ^ 2 . 9 , si £ = {(x, y) 


2 


— + y* < ’}• 

4 


5. EXISTENCIA DE FUNCIONES INTEGRABLES 


E 1 


nümero denotado por 




/y que se liama integral definida de/sobre S 


ha sido definido para funciones integrabíes. Pero, ¿qué son las funciones 
mtegrables? En esta sección demostraremos que si una función es acotada 
s °bre [a, b] y si el conjunto de puntos sobre [a, b] donde es discontinua 
hene área cero, entonces es integrable sobre [a, b]. Se probará en el 
^pítulo 8 (pág. 478), que si una función/es continua sobre [a, b] entonces/ 
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es acotada sobre [a, b]. De aquí podemos concluir que las ftincion es 
continuas sobre [a, b] son integrables sobre [a, b]. 


5.1 Teorema. Sea f una función acotada sobre un iniervalo [a, b] ta¡ ^ 
el conjunto ¿ de puntos de discontinuidad de f sobre [a, b] tenga área ce.oj 


Entonces la 


f existe. 


J 


Prueba. Como el conjunto ¿ tiene área cero y por tanto área exterior cero, 
para cada e > 0 hay una partición P' de [a, b] tal que la unión sí de todos 
los subintervalos de la partición P' que contienen puntos de é tiene área 
A(sé) < e. La unión de los subintervalos no en sé forma un conjunto 
cerrado y acotado M que no contiene punto alguno de S. La función/es 
continua sobre 3S y como 2$ es cerrado y acotado, de acuerdo con el 
teorema 7.6, pág. 488,/es uniformemente continua (defínición 7.5, pág. 477) 

sobre M. Así pues, hay una ó > 0 tal que x 1 , x 2 e28 y |x' —x 2 | < ^¡26 
implica |/(x 1 )-/(x 2 )| < e. 

Sea P un refinamiento de P' de norma \P\ < ó. Separando la diferencia 
entre las sumas superior e inferior correspondientes a P en las contribuciones 
de aquelios subintervalos en sé y en las contribuciones de los subintervalos 
en á?, tenemos 

U(fP)-L(fP) 

= z [M,(/)-m f (/)]-4(«,)+ I ]Mi(f)- m¿(/)] A ($,-)■ 

4¡ c: sf &íc0 

Como / es acotado sobre [a, b] supongamos m ^ /(x) < M para todo 
xe[a, b]. Entonces 

I [M,(/) — m i (/)]/4(^,) ^ Z 

^ícr c ^ 

= [M —m] A(sf) < [M-m]s. 

Como \P\ < ó, l/(x‘)-/(x 2 )| < e siempre que x 1 , x 2 e.*¡ c Est0 
implica M¡(f)-m¡(f) < e siempre que á?¡ <= 8 y por tanto 

I [M¡(/)—m,■(/)]/!(«,■) < I eA(St¡) < s/4([a, b]). 

.4¡ c » 4¡ <z4 

Por tanto 
U(fP)-L(f P) 

= I ÍM,(f)-m,(fy]A(m+ Z [M¡(/) — m¡(/)] A(¡%¡) 

4¡ c 4¡ c& 

< {M — m + A ([a, b])} e 
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segú n teorema 2.14, pág. 320 —con e reemplazada por {M — m + 


4 ([a,b])}£- se si S ue q ue 


/ existe. 


Enumeramos ahora diversos resultados que son corolarios del 


teorema 5-L E1 primer corolario demuestra que el valor de la integral • 


Cb 


f 


w 

es independiente de la elección de los valores de / sobre un subconjunto 
de [a, b] de área cero. 


5 2 Corolario. Sean f y g dos funciones acotadas sobre un intervalo [a, b] 
y CO ntinuas sobre [a, b] — S donde ¿ es un subconjunto de [a, b] que tiene 
area cero. Si f = g sobre [a, b]— ¿, entonces 


(*b 


r b 


/ = 


J 


9 . 


Prueba. Como /y g están acotadas sobre [a, b], existen números m y M 
tales que m ^ /(x) < M y m ^ ^(x) ^ M para toda xe[a, b]. Definamos 
las particiones P\ P y el conjunto sé en igual forma que en el teorema 5.1. 

Entonces, 


(f~9)> L(f-g, P) = X m¡(f-g)A(át¡)^(m-M)e 

áfj c 


(f- 9 )*íU(f-g,P)= Z M,(f-g)A(9t¡)4:(M-m)e 

áf í a. sf 


Así pues 


b 


— (M — m)e ^ 


rb 


(f~9) < (f-g)^(M-m)e 


y conio e> 0 es arbitraria, tenemos (/— g) — 0. Según el teorema 5.Í, 

J » 

V 

fy 9 son integrables sobre [a, b]. Por tanto 


/- 


rb 


9 = 


(f~9) = 0. 


pi 

1 Sl gtitente corolario es el recíproco del teorema 4.17, pág. 337. 


5 ^ 

' Corolario. Un conjunto acotado S en R 2 tiene área si la frontera de S 
Uene área cero. 
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Prueba. Sea [a, b] un intervalo que contiene a S. Las funciones y ^ 
son continuas e iguales en todos los puntos de [a, b]— S h . Luego, segújj 
el corolario 5.2, 

' b f b 


áw 


-r 




\¿ = Á(S) 


5.4 Corolario. Sea $ un conjunto acotado en R 2 que tiene úrea. Si f 


es 


acotada sobre S y continua en el interior de <f, entonces 


f exxste. 


s 


Prueba. La función es acotada y puede tener puntos de discontinuidad 
solamente en puntos de la frontera de S. Sea [a, b] un intervalo en R 2 
tal que ¿ cz [a, b]. Entonces el conjunto de puntos de discontinuidad 
de f¿ sobre [a, b] está contenido en la frontera de S y como, según el 
teorema 4.17, esta frontera tiene área cero, de acuerdo con el teorema 5.1 


/ = 


fi 


s 


existe. 


La pequeña generalización siguiente, del corolario 5.4, resulta a veces útil. 

5.5 Corolario. Sea S un conjunto acotado en R 2 que tiene área. Si f es 
acotada sobre S y continua en el interior de S, excepto sobre un conjunto F 


de área cero , entonces 


f existe. 


s 


Prueba. Los puntos de discontinuidad de f s están contenidos en S b u F. 
Como F y S tienen, ambos, área cero, su unión tiene área cero. Sea 
[a, b] c: R 2 tal que S <=. [a, b]. Entonces, según eí teorema 5.1, 


/ = 


*b 


fs 


existe. 


5.6 Corolario. Sea S un conjunto cerrado y acotado en R 2 que tiene área. 


Si f es continua sobre S\ entonces 


f existe. 


s 


Prueba. Como S es cerrado y acotado, / continua sobre S implica que/ 


está acotada sobre S (teorema 7.7, pág. 488). Luego conforme 


al 


corotario 5.4, 


f existe. 


Problemas 

1. Pruébese que los siguientes conjuntos tienen área cero: 
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s 


\ un número finito de puntos, 
h) un segmento rectilíneo, 
j un número finito de segmentos rectilíneos. 

2 pruébese que un disco circular tiene área. 

*3 Supongamos que / es diferenciable sobre [a, b] y que |D/'(x)| ^ K 
ara todo xe[a, b]. Aplíquese eí teorema 6.10, pág. 194, y dedúzcase que: 
^ para toda partición /\ U(f, P)-L(f, P) ^ x /2 1^1 KA ^ b Wí 2 ) / es 

integrabie sobre [a, b];y3) 


f- l -{V{J\P) + L(f,P)) 
2 


£\p¡ KA([a,b]). 
2 


♦4. ¿Cuán pequeño tendría que hacerse \P\ para poder estar seguro 
de que el error en la aproximación de cada una de Ias siguientes integrales 
por sumas superiores e inferiores era menor que 0.0005 ? 


(UD 


fl) 


(x + y)dx dy 


( 0 , 0 ) 





b) 


(sen x -f cos y)dx dy. 


( 0 , 0 ) 


6. PROPIEDADES BÁSICAS DE 


/ 


Estableceremos ahora algunas propiedades básicas de la integral 


doble 


/donde S es un conjunto acotado en R . Estas propiedades son 




generaiizaciones de las propiedades de /dadas en la sección 3. 

J » 

«•I Si la función f es integrable sobre un conjunto acotado S y ces una 
función constante de R 2 en R, entonces la función cf es integrable sobre é 


s 


Cf = c 


f. 


<>*2 Si c es una función constante de R 2 en R y S’ es un conjunto acotado que 
hene área , entonces c es integrable sobre é e c = cA(S). 


g * 

Si las funciones f y g son integrables sobre un conjunto acotado S\ 
e,u °uces la función f +g es integrable sobre S e 


(f +g) = 


/ + 


y 
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6.4 La función f es integrable sobre un conjunto acotado S si y sólo si l Qs 
funciones f + y f~ definidas por las reglas 

° y /-(*)-} ° A ' í/(x)>0 

■ } \ 0 si f(x) < 0 - * ]-/(*) si /(x)<0 

son , ambas, integrables sobre S. 

6.5 Si la función f es integrable sobre un conjunto acotado S, entonces f 1 
es integrable sobre S. 

6.6 Si las funciones f y g son integrables sobre un conjunto acotado S, 
entonces el producto fg es integrable sobre S . 

6.7 Si las funciones f y g son integrabies sobre un conjunto acotado S y 


f(x) ^ g(x) para toda xeS, entonces 




s 


e 


6.8 Si la función f es integrable sobre un conjunto acotado S, entonces la 


función |/| es integrable sobre S e 


f 


8 


l/l. 


8 


Prueba. Estas propiedades se siguen directamente de las propiedades 3.1 

rb í* 

a 3.8 de 


/ pág. 323, y de la definición 4.2 de 
un intervalo en R 2 tal que S <= [a, b]. 

(6.1) De acuerdo con ia propiedad 3.1, 


j\ pág. 328. Sea [a, b] 


€ 


cf = 


Cb 


Cb 


c fs ~ C 


(cjj s = 

(6.2) Reemplazando/por 1 en 6.1, tenemos 

f* {• 

1 = cA(S). 


ft = c. 


/• 


8 


C — C 


S 


(6.3) Según la propiedad 3.3, 


(f+g) = 


s 


U+g)s — 


Cb 


(fe + gf) = Js + 


gs 


f + Ú' 
s J* 


(6.4) Como /, =(/ + -/■)*=//-/*', P°rla propiedad 3.4 
integrable sobre [a, b] si y sólo si fV y f g son integrables sobre [a, 


) — Js — 


(//“/#") = 


Js + ~ 


Cb 


JV = 


r 

r - f 

S J s 


(6.5) Según la definición 4.2, / es integrable sobre S si jg es integrab 
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/ 


s0 bre b ]* Por la P ro P ieda d 3.5, f 4 integrable sobre [a, b] implica fV 
i níe grable sobre [a, b], y de aquí, de nuevo, por la definición 4.2, resulta 
ue f 2 es integrabie sobre S. 


(6 6) Según la definición 4.2, f y g son integrables sobre S si f s y g s son 
integrables sobre [a, b]. Según lapropiedad 3.6esto implica que f#g 6 = (fg)s 
es integrable sobre [a, b] y, de nuevo, por la definición 4.2 esto, a su vez, 
implica que fg es integrable sobre S. 


(6.7) f( x ) ^ #( x ) P ara tocto X6í ^ iuiplica /¿(x) ^ #¿(x) para toda xe[a, b]. 
De donde, de acuerdo con la propiedad 3.7, tenemos 



/*b Tb 






g> 


(6.8) Según la definición 4.2, / es integrable sobre S si f é es integrable 
sobre [a, b]. Pero \f¿\ = \f\ s y, por tanto, de nuevo, según 4.2, tenemos 



/ 





6.9 Teorema. Si f es integrab/e sobre un conjunto acotado S que tiene área, 

entonces 

/« 

|| / = NA(S) 

J* 

donde N es algún nümero entre m — ínf {/(x) | xeS} y M — sup f(x) j xeS}. 


Prueba. Conforme a las propiedades 6.2 y 6.7 


mA(S) = 

m ^ 

f* 

%> 

$ m 

e J 


M = MA(S). 


De donde el teorema 


se sigue. 


Nota. Si /es continua sobre S , f(x) > m para todo xe^, y A(S) > 0, 
e ntonces se verifica la desigualdad estricta 


mA(S) < 



/ 


y b/ > m. De modo análogo, si /(x) < M para toda xe^ y A(S) > 0, 
e ntonces N < M. 


6.10 


Corolario. (Teorema del valor medio para integrales). Si fes continua 
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y acoiada sobte un conjunto S <jue tiene área y S¡ es conexo y entonces existe 
un punto x 0 sS tal que 

I f = J\x 0 )A(S). 

Prueba. Como S tiene área, A(S b ) — 0 y A(S) = A(S¡). Sea [a, b] c R 2 
un intervalo que contiene a S. Por el corolario 5.2 



'b 

'b T 

/ = 

ii 

> 

ii 

> 

J<? J 

a 

a J 


Según el teorema 6.9 

i f=NA(Sd 

donde N se encuentra entre m = ínf {/(x) | xetf,-} y M — sup {/(x) | xe^,}. 
Entonces, existe un punto ügS tal que /(a) — m o, en otro caso, y(x) > m 
para todo xeS¡ y, según la observación anterior, existe un punto tal 
que m < /(a) ^ N. Análogamente, existe un punlo heS { tal que N ^ /(b). 
Luego, de conformidad con el teorema del valor intermedio (pág. 187) 
existe un punto x 0 eS¡ tal que /(x 0 ) = N. De donde 


/ = 




/ = NA(S t ) = f(x 0 )A(S). 


Antes de proseguir estableciendo nuevas propiedades de 
el siguiente lema. 


/ probamos 


6.11 Lema. Sifes acotada sobre un conjunto S y A(S) = 0, entonces f es 


inlegrable sobre S e 


/ = o. 


Prueba. De acuerdo al corolario 5.5/es integrable sobre S. Como j es 
acotada sobre S, hay un número M tal que |/(x) < M para todo xe 
Según las propiedades 6.8, 6.7 y 6.2 






f 


s 


|/| < M = MA(S) = 0 


Para las integrales simples sabemos que si una función / es integrabíe 
sobre los intervaíos [a, b] y [6, c] entonces / es integrable sobre [a, c\ 

r _ f + r Probaremos ahora que las integrales dobies satisíacen 


Ja Ja J 

una relación análoga. 

6.12 Teorema. Si f es integrable sobre los conjuntos acotados S x 


y Si y s * 
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/ menos uno de los conjuntos S ly S 2 , o S\ nS 2 tiene área y entonces f es 
^integrctble sobre la intersección S , r\S 2 y \a unión S x u S 2 e 


f +, 


J & \ Ct $1 


r 


/ = 


£ j v £ 2 


/+ 


s i 


/. 


PrüHBA. Sea [a, b] un intervalo en R 2 tal que<f x u S 2 c= [a, b]. C’laramente, 
IIr “ //i * -//>•!/,“ // 2 * 1/,. Como/es integrable sobrecf, 

v , 2 fói y f *2 son inte g rables sobre í a ’ Por otra P arte > al men °s una 
de las funciones l^ tft / a , 1/ 1# o 1^ 2 es integrable sobre [a, b]. De donde, 
por la propiedad 3.6, / /|n / 2 es integrable sobre [a, b]; es decir,/es integrable 

sobre S x nS 2 - 

probamos a continuación que 

j S \ S 2 j S i + j S 2 f & 1 A &2 * 

Si xeS] ^ S 2y entonces xgS x o xe¿ 2 . Pero xgó^ implica /r^yijW 
/(x) = /¿"j(x) y /* 2 (x) = // in / 2 (*) míentras que xg<T 2 implica /^«^(x) = 
/(x) = )> 2 (x) y /r/x) = /r lft r 2 (x). Así pues, si xe^ul 2 , entonces 
/ #iu / a w ■A I W+//,W-//,^W* Si. x^í, kj£ 19 entonces //,(x) = 
/r a (x) = // iU / 2 (x) = // Irt / 2 (x) = 0 y de nuevo la fórmula se venfica. 

Como f éí , f# 2 y /<f,n<r 2 son integrables sobre [a, b] de acuerdo con las 
propiedades 3.3 y 3.1, tenemos 


J 


/ = 


S i U ^2 


j&X 


U <? 2 


(/?, + jS 2 ft i 0^2) 


/*b 


/í, + 


m b 

'b 

f * 


fs z ~ 

j & , r\ S 2 

/ + 

/- 

d J 

3 

s, J 

íj j 


/• 


t n <? 2 


6.13 Corolario. Ó7 f es integrable sobre los conjuntos acotados S x y 6 2 y 
si A(S X n <f 2 ) = 0, entonces f es integrable sobre S x u S 2 e 


/ = 




/ + 


/• 


¿T 2 


Rrueba. Según el teorema 6.12 / es integrable sobre S x nS 2 y y por tanto, 

f* 

acotada sobre S x n S 2 - Luego, por el Iema 6.11, / = 0 y el corolario 


8 \ A S 2 


se sigue del teorema 6.12. 

Usaremos para probar un recíproco parcial el teorema 6.12. 

^•14 Corolario. Si S x y S 2 son conjuntos que tienen área y la función j es 
\ntegrable sobre S x u S 2y entonces f es integrable sobre S x ,S 2 yS x nS 2 e 


/ + 


8 j 


/- 


/= 


£• A £% 


/• 



é I 8 2 
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Prueba. Sea [a, b] un intervalo en R 2 tal que u^ 2 c [a, b]. "Tenemos 

/<?i = ./<?i w g 2 ' y ft 

y, como 1 í t > y 1 <? 2 son integrables sobre [a, b] por lapropiedad 3.6 

/^j y /<?> son integrables sobre [a, b]; es decir,/‘es integrable sobre S , y <f 2 . 
Los conjuntos S x y S 2 tienen área, de forma que eí teorema 6.12 es ahora 
aplicable con lo que se prueba el corolario. 


7. INTEGRALES ITERADAS 


Una integral de la forma 


rb 


7.1 




g(x) 


J (x, y)dy dx 


se llama integral iterada. La integral 7.Í se interpreta como 


F(x)dx 


donde para cada xe[a,6], F(x ) = 


'h(x) 




f(x,y)dy. 


Si / es continua sobre {(x, y) | a ^ x ^ b, g(x) < y ^ h(x)} y C es 
cualquier función tai que D 2 G(x,y) = f(x, y), entonces, según el segundo 
teorema fundamental del cálculo 


F(x) = 


'h(x) 


f(x,y)dy = 


g(x) 


'h(x) 


g(x) 


D 2 G(x,y)dy = G(x,h(x)) — G(x,g(x)). 


Pueden también presentarse integrales iteradas en dos dimensiones en 
que la integración deba efectuarse en primer lugar respecto a x con límites 
que dependen de y y luego con respecto a y entre límites constantes. 


7.2 Ejemplo. Evalúese 


o J 




(x 2 + y 2 )dy dx. 


SOLUCIÓN. 

rjx 


.2 . - I I D 2 (x 2 y + $y*)dydx 


(x 2 + y 2 )dydx = 


81 
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= r^r 7/2 4--2_v 5 /2_i Y s_^_ 7-.1 

L 7 * ' 1 5 ■T 5 * 21 X J0 


_ - 2 . ¡ 2 1*1 
“7+15 ~í~ 2T “ 

problemas 

Evalúense las siguientes integrales iteradas. 


6 

3 5 


rs 


rx 2 


a) 


c) 


e) 


9) 


0 


o J 


2x 


2 (*2 y 


(x + y)dy dx 


x dx dy 


/*osenfí 


rdrdO 




x dy dx 


i 


rx 2 


J ® * 


é> lx dy dx 


3 r 2 x 


b) 


d) 


f) 


h) 


j) 


f* | /* 


0 J 


0 

y 


(x 2 ~y 2 )dy dx 


(x 2 + y 2 )dxdy 


Jy 

/'csenO 


'ii ra 

0 Jo 


r a ry^. 


r 2 cos OdrdO 


y dy dx 


l*r 2 


ln ydydx. 




8. TEOREMA FUNDAMENTAL PARA LAS 

INTEGRALES DOBLES 


En esta sección probaremos un teorema que establece una relación 
fundamental entre las integrales dobles y las integrales iteradas. Este 
teorema nos da un método importante de evaluación de las integrales dobles. 


8.1 Teorema. Si 


r b 


r*>2 


f(x)dx exisie y si F(x) = 


J'(x,y)dy existe para 


c ada xe[ü l5 6,], entonces 


ffn 


a i 


'b 2 


«2 


f(x,y)dydx = 


«2 


F(x)dx existe e 


01 


Tb 


f(x)dx = 


a t 


'b 2 


f(x,y)dydx. 




PRUeba. Primero demostraremos que para cualquier partición P = P¡ x P 2 

de [a, b] ( 

L(f, P) < L(F, P t ) < U(F, P t ) ^ U(f, P). 
n esta desigualdad L(/, P) es la suma inferior correspondiente a la 
P^rtición P de [a, b] para la integral doble f(x)dx y L(F, P x ) es la suma 
In íerior correspondiente a la partición P x de [a x , b x ) para ía integral simple 
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/**>! 


úi 


F{ X )dx. U(f P) y U(F , P t ) las correspondientes sumas superiores. La 


existencia de la integral iterada 


"b, 

'í>t 

F(x)dx = 

J Ol 1 

0) * 


fb 2 


f(x,y)dydx y l a 


<*2 


igualdad de la integral doble 


f(x)dx y la integral iterada es consecuencia 


* 

de esta desigualdad. _ 

Sea P = P ,x F, una partición cualquiera de [a, bj y sean 


Wijif) 
m y (/; x) 
M l7 (/> 
Mj-(/; x) 


ínf {/(x,y)|yeO i _ 1 ,y i ]} 

sup {/(x,y)| xe [x¡_ i , xJ, ye[yj- 1 , 

sup {/(x, y) | y e [>;- 1 , yf \} * 


Entonces, para cada xetx,-!, x,], 

y {y¡— y¡- 1) < I «j(/; x ) iyj-yj-i'* = L(/> x) 

j=i j '“’ 

« f(x,y)dy 

J 02 

« U(J,P 2 ;x)= I M¡(f\x)(y¡-yj-i) 

Í= 1 

< ¿ M¡j(f)(y¡-y¡-i)- 

j=i 

Es decir, para cada xg [x, _ j, x ¿ ], 

£ m¡j(f)(yj—yj-i) ^ ^( x ) ^ I M¡j(f )(yj-y¡-i)- 

Como la anterior desigualdad se venfica para todo xe[x ¡-1 > c° nclu 
que 

8.2 X m t7 (/)(>’;->>- 1 ) < < Mi(f) < Miil/)(yr>i ' l] 

i= 1 

donde, como habitualmente, 

/ít/E) = ínf (F(x) ¡ xs[x¡_i, xj} 

y 


M¡(F) = sup {F(x) | xe[x¡_,, x¡]}. 
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Mult ipli ca nd° las desigualdades 8.2 por x¡-x¡_, y sumando desde / - 1 
hasta i = ^i > obtenemos 

L(J\P)=t I m l 7 (/)(y J -y J --i)(^”^¿-i ) . 

■ ¿=1 j -1 

^ X m¡(F) (x¡ —x¡_ ,) = E(F, F,) 

i= 1 

<£) 






o bien 
8.3 


< U(F,P¡) = Y. M¡(F)(Xj-x¡-,) 

i — 1 

*tt M¡j(f)(yj-yj-¡)(x-x¡.¡)=U(f,P), 
i=l y = 1 


L(/, F) <£ L(F, F,) ^ t/(F, F,) ^ (/(/, F). 


Como 


f(x)dx existe, según el teorema 2.14, pág. 320, dada € >0 
existe una partición P tal que £/(/, P)-L(f, P) < e. De 8.3 concluimos que 
í"' U(F, P¡)-L(F, P¡) ^ U(f, P)-L(f, P) < s 

y esto implica, por el análogo del teorema 2.14 para integrales simples, que 
b ' - - ■ 1 f(x)dx < U(f, P) y L(F,P¡) 


* 

J 1 


0 1 
£ 


F(x )dx existe. Además L(f P) ^ 
F(x)dx ^ t/C/ 7 , Pi) de modo que 

/*b fbi 


JíJi 


f(x)dx - F(x)dx 


a i 


$ U(f, P)—L(f, P) < s 


Por tanto 


['í’! 

f(x)dx = 


F(x)dx 


bi (*b 2 


ai 


m bi 

J Oi v 


j(x,y)dydx. 


a 2 


Y esto completa la prueba. 

Si intercambiamos x y y en el teorema 8.1, obtenemos 


8*4 Teorema. Si 


/(x)dx existe y F(y) = 


rb¡ 


a I 


f(x,y)dx exisie para 


toda 3>e[a 2 ,6 2 ], entonces 


rbi fbi ' bl 


02 


f(x,y)dx dy = 


f(x)dx = 


ai 

J a 2 


F(y)dy existe e 


«2 


'bt 

J i 


f(x,y)dx dy. 
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"U.S) 

8.5 Ejemplo. Evalúese f ~ 2 


{x ¿ +y 2 )dx. 


Solución. Como 


C(2.5) 


( 0 . 0 ) 


( 0 , 0 ) 

2 , _2 


f 5 


(x +y )dx existe y F(x) = 


(x~ + y 2 )dy existe 


para todo xe[0,2], por el leorema 8.1, 

r(2,5> C2 r 5 


( 0 , 0 ) 


(x 2 + y 2 )dx = 


(x 2 + y 2 )dy dx 


o J 
2 


lx*y+iy 3 lldx 


0 

r 2 


[5x 2 -t--^-^] dx 


= |x 3 +^x ] 2 = 


2 9 0 


Probaremos ahora que Ia integral simple está contenida en la teoría de la 
integral doble como un caso particular. Supongamos la función F definida 
y acotada sobre un intervalo [a, b] en R. Definamos la función / sobre el 
intervalo [a, b] en R 2 donde a = (a, 0) y b = (b, 1) (figura 9) por la regla 
de correspondencia: 

/(x) = F(x) para toda x = (x, >>)e[a, b]. 



y 



1 



b=(6,l) 

JL 



O 

a « (cr,0) b 


FIGURA 9 


Según el teorema 8.1, si/es integrable sobre [a, b], entonces 


8.6 


rb r i rb 


f(x)dx = 


F(x)dydx = 


F(x)dx . 


a 

r i 


Nótese que hemos usado el hecho de que F(x) = F(x)dy está defini^ a 

J° 

para toda xe[a, b}. 

De los teoremas 8.1 y 5.1 (págs. 347 y 338) obtenemos el siguient e 
teorema de existencia para las integrales simples como un caso partícul ar 
de 8.6. 


Teorema fundamental para las integraies dobles 


351 


8 ] 

7 Teorema. Si la función real de una variable real F está definida y es 
j a s obre [a, b) y eS coritinua sobre [a, b), excepto en un número finito 


de puntos , entonces 


F(x)dx existe. 


PrUEBA. Sean X!,...,x n los puntos de discontinuidad de F donde 
< x ^ %2 ^ *** ^ x n ^ Definamos / sobre [a, b] donde a = (a, 0) 
\ (b, 1) por la regla de correspondencia f(x) = F(x) para toda 

* - (x,y)e[ a, b]. La función / es continua sobre [a, b] excepto sobre 
los segmentos rectilíneos desde (x ¿ , 0) hasta (x,, 1), / = 1,..., n . Como estos 
segmentos rectilíneos son finitos en número, su unión tiene un ^área cero 

(problema lc, pág. 341). Entonces, por el teorema 5.1, pág. 338, f(\)dx 

F(x)dy también existe para todo xe[a,b~], por 


t 


existe. Como F(x) = 
el teorema 8.1, 


F(x)dx = 


i 


fb 


F(x)dydx = 


f(x)dx 


existe. 

Damos a continuación condiciones suficientes para asegurar la existencia 
de las integrales del teorema 8.1. 

8.8 Teorema. Sea f una función acotada sobre un intervalo [a, b] en R 2 y 
continua sobre [a, b], excepto sobre un conjunto de área cero con la propiedad 
de que toda recta paralela al eje Y intersecta a $ en cuando más un número 
finito de puntos. Entonces 


'’b pbi 

f(x)dx = 

a „ i J 


' b 2 


«2 


f(x,y)dy dx. 


Prueba. Según el teorema 5.1, pág. 338, f(x)dx existe. Además, toda 

J 

rec ta paralela al eje Y entre x = a x y x = b¡ intersecta a S en cuando más 
Un número finito de puntos, de modo que / tiene cuando más un número 
finito de discontinuidades sobre una tal recta. De donde, según el teorema 8.7, 


F(x) = 


'b 2 


f(x,y)dy 


a 2 


ex iste para todo xe[a¡,b x ). Luego según el teorema 8.1, 


r b\ 


f(x)dx = 


Cb\ 


F(x)dx = 


'b 2 


f(x, y)dy dx. 











































































































Problemas 


rb 


1. Encuénirese 


f(x)dx para cada una de las siguientes tunciones. 


a ) f(x) = x + 3 y, a = (0, 0), b = (1, 2) 

b) /(x) = x 2 sen y, a = (ai,a 2 )> 15 = (^ 11 ^ 2 ) 

c) / (x) = 2x+y— 3, a = (1, — 1)» b = (4, 2) 

d) f(x) — xy 2 , a = (0, 0), b = (2, 3) 


e) /(x) = -y ,x , a = (1,0), b = (3,2) 

X 


/) f(x) = y sen x + xe^, a = (0, — 1), b = (tü/2, 1). 


2. Encuéntrese 


'b 

f(x)dx para cada una de las siguientes funciones. 


a) f(x) = 3x —y + 4, [a, b] acotada por x = 2, x = 0, y = -1, y = 1 

¿>) /(x) = x + y - xy , [a, b] acotada por x = 0, x = 2, y = 0, y = 3 

c) f(x) =- 1 [a, b] acotada por x = 1, x = 2, y = 0, y = 1 

xVx 2 -? 

d) f(x) =-!-, [a, b] acotada por x = 1, x = N /3, y = 0, y =1. 

x(x 2 +r) 


9. INTEGRALES SOBRE REGIONES EN R 2 

En las secciones anteriores consideramos integrales sobre conjuntos 
acotados 8 en R 2 . Aquí consideraremos un tipo particular de conjunto S. 
Pero antes introduciremos alguna terminología. 

Recordemos (pág. 187) que un conjunto abierto 8 en R 2 se dice que 
es conexo si no puede representarse como la unión de dos conjuntos abiertos, 
ajenos y no vacíos. Un conjunto en R 2 se llama región si es la unión de un 
conjunto abierto conexo junto con algunos, ninguno o todos sus puntos 
frontera. Nosotros usaremos el término región en un sentido más restringido. 
Supondremos que todas las regiones consideradas en esta y las siguientes 
secciones son la unión de un número finito de regiones de la forma 

0t x = {(x, y) | a ^ x < ó, g(x) ^ y h(x)} 

o bien 

0t y = {(x, y) | a < y ^ b, g(y) ^ x ^ h(y)} 

donde g y h son ftmciones continuas sobre el intervalo cerrado [a> b\ erl 
con g(x) ^ h(x) para todo xe[a, b\ (o g(y) ^ h(y) para todo ye[a, b\). 
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0 



a 


FIGURA 10 



X 


Una región del tipo 0t x está ilustrada en la figura 10, y una región 
del tipo 0t y está ilustrada en la figura 11. En la figura 12, la 
región 0t = 0t x u 0t 2 \j ,^ 3 , donde cada una de ías regiones (i = 1 , 2, 3) 

es del tipo 0t x . 



Probaremos primero que las regiones (del tipo de las que aquí hemos 
considerado) tienen área. Por el corolario 5.3 (pág. 339) sabemos que un 
c °njunto acotado 8 cz R 2 tiene área si su frontera tiene área cero. 
Uonsideremos una región M x . Como g y h son continuas sobre [¿7, b\, son 
ac otadas sobre [a,b\. Por tanto, 0t x es un conjunto acotado en R 2 y es 
suficiente demostrar que la frontera de P0 X tiene área cero. Ahora bien, 
{ a ^ r °ntera de $ x consiste en las gráficas de g y h sobre el intervalo [¿ 7 , b\ y 
, 0s segmentos rectilíneos desde (a,g(a)) hasta (a, h(a)) y desde (b,g(b)) 
^ a sta (ó s h(b)). Los segmentos rectilíneos tienen área cero. Por ejemplo 
^ segmento entre (a,g(a)) y (a, h(a)) puede encerrarse en un rectángulo 
ea ltura h(a)—g(a) y de ancho £¡[h(a)—g(a)+ I]. Este rectángulo tiene área 


Íh(a)~g(a)li 


h(a)-g(a)+l 


< £. 











































































FIGURA 13 



Así pues, sólo queda por demostrar que la gráfica de una función coníinua 
sobre un intervalo [a, b] en R tiene área cero en R 2 . 

9.1 Teorema. Si la función f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b] 
en R, entonces la gráfica de f tiene área cero en R 2 . 

Prueba. (Figura 13.) Como/es continua sobre [ a, b],f es uniformemente 
contínua sobre [a, b] (teorema 7.6, pág, 478). Luego, dado una e > 0, 
podemos encontrar una ó > 0 tal que \f(x)— f(y)\ < e siempre que 
x,ye[a,b] y \x—y\ < S. Sea P = {a = x 0 < x { < ... < x k = b } una 
partición de [a, b] de módulo |P| < Ó. Como / es continua sobre [jC|_ x , xj 
para todo i = 1,..., k, existen números x¡' y x¡" en [jc ( - _,, x¡] tales que 

W,(/) = f(x¡) f(x) < f(x¡ ,f ) = M¡(f) 

para todo xetx,-.,, x¡\ (teorema 7.9, pág. 479). Así pues, Ia porción de la 
gráfica de / entre y x¡ está contenida en el rectángulo [(*,_ ¡,/(*/))» 
(x¡, f(x ¡"))\. Luego si Á(f) denota el área exterior en R 2 de la gráfica de/ 
tenemos 

Á(f) ^ X [/(V)-/(*í')](xí-X|-,)< X «(JC|-x,-,) = e(b-a). 

i= 1 i— 1 

Luego, para todo e > 0, Á(f) < e(b~a ); de donde se sigue que la gráfica 
de / tiene área y que A(f) = 0. 

9.2 Corolario. Si 0t es una región, entonces M tiene área. 

el 

Prueba. Si M es una región de tipo ffl x , entonces de acuerdo con ^ 
teorema 9.1 con / reemplazado por g y h y por la discusión precedente 


9] 


Integrales sobre regiones en R 2 


355 


teorenta 9.1, la frontera de M x tiene área cero. Del coroíario 5.3 (pág. 339) 
s e sig 116 Q ne ^ x ^ ene area * Una re S*ó n del tipo M y se reduce a una región 
áe\ tip° s * intercambiamos x y y. Si M es la unión de un número finito 
de regiones del tipo M x y M y , podemos aplicar el teorema 4.12 (pág. 334) 
sobre el área de la unión de conjuntos. 

Probaremos ahora que si / es continua sobre una región M x entonces 

f puede expresarse en términos de una integral iterada. 


9.3 Teorema. Si f es continua sobre una región 0t x — 
g(x) < h(x)}, enionces 


r 



m b Ch(x) 
o Jg(x) 


f(x,y)dydx. 


{(x, y)\a < x ^ b. 


Prueba. Sean a 2 y b 2 números tales que a 2 ^ g(x) y h(x) ^ b 2 para toda 
xe[a, b] y sea a = (a, a 2 ), b = (b, b 2 ). Entonces f Ax está acotada sobre [a, b] 
excepto posiblemente sobre las gráficas de g y h que tienen área cero. 
Por otra parte, cualquier recta paralela al eje Y entre x = a y x = b 
intersecta las gráficas de g y h sólo una vez cada una de ellas. De donde 
según el teorema 8.8 


/% 

■*h 

m b 

/ = 

3* x * 

í*x = 

a J 



fajx,y)dydx 


gix) 


rb rh(x) 


0 dydx + 


«2 


%) & v 


f(x,y)dydx + 


sM 


rh 


a J 


b 2 


h(x) 


0 dy dx 


rb rh( X ) 


a ^ 


f(x,y)dy dx. 


gix) 


Si intercambiamos x y y en el teorema 9.3, obtenemos 


9.4 Corolario. Si f es continua sobre una región M y = {(x, y) \ a ^ y ^ b 
9(y) < x ^ h(y )}, entonces 


II 

-b ' 


Q ^ l 


'h(y) 


f(x,y)dx dy. 


Nota. En la evaluación de una integral doble sobre M x por medio de la 
mtegral iterada deí teorema 9.3 nótese que integramos primero respecto 
a \&y desde la frontera inferior a la frontera superior, y luego respecto a 
* a x sobre la proyección de 0t x sobre el eje X. Para una región M y , 
en la integral iterada del corolario 9.4 primero integramos respecto a x 
óesde la frontera izquierda a la frontera derecha y luego con respecto 
a y sobre la proyección de M y sobre el eje Y. 
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9.5 Ejemplo. Evalúese 


t c ap. 6 


(x 2 + y 2 )dx donde M es la región en R 2 limitada 


& 


por las parábolas y = x 2 y x = y (figura 14). 

Solución 1. 3t es el conjunto M—M x — {(x, j>)|0^x<I,x 2 ^}>^ y*} de 
modo que según el teorema 9.3, tenemos 


i 


(x 2 +y 2 )dx — 




(x 2 + y 2 )dy dx . 



Esta integral iterada fue evaluada en el ejemplo 7.2 (pág. 346) donde se 
encontró que 

(x 2 +y 2 )d\ = xs. 


3t 


Solución 2. En este caso M también es una región del tipo 
M = 0t y = {( Xy y) | 0 ^ y ^ 1, y 2 ^ x ^ x /y}. De donde, según el corolario 9.4, 

tenemos 

* 1 Jy 

(x 2 + y 2 )dx = (x 2 + y 2 )dxdy = . 


at 


o J 


Supongamos que M puede expresarse como la unión de un conjunto 
finito de regiones ajenas {M x \ i = 1, n} del tipo M x y M yi es decir, 


n 

M = U M¡ donde A(M¡ r\Mj) = 0 para i&j. 

t= i 

Si / es continua sobre M , como cada una de las M { tiene área, según e 

/ existe. Luego conforme al corolario 6.13. 


corolario 5.6, pág. 340, 
pág. 345, 


3ti 


3t 


/= I 

1 ¿ 


/• 
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problemas 

gncuéntrese | / para las siguientes funciones si M es la región limitada 

por las curvas dadas. • - 

á) /(x, y) = y\ $ limitada a la izquierda por y 2 — x y y a ia derecha 
pof x 2 +y 2 = 2. 

b) /(x, y) = x; M limitada por y 2 = x y x 2 — y. 

c) /(x, y) = y 2 ; M limitada por y = sen x, y = cos x, xej^O, ^j. 

d) f(x,y) = x + 2y-5;.^ limitada por y 2 = xy x 2 = y. 

e) /(x, y) = v '’i _x 2 —>‘ 2 ; limitada por una circunferencia de radio 1 
y centro en el origen. 

/) f(x,y) = y; M limitada por x 2 +y 2 = 2 por arriba, y por abajo 
por x 2 = y. 

g) f(x,y) = e? ix ; M limitada por x = 0, x = 1, y = 0, y = x 2 . 

h) /(x, y) = y 2 sen x; M Iimitada por x = 0, x = n, y = 0, y = 1 + cos x. 

i) f(x,y) = x+y; M limitada por x 2 ++ 2 = a 2 . 

y 

j ) f(x, y) = senh - cosh x; M Iimitada por x = 0, x = 1, y = 2x, y = 2. 

k) f(x,y) = 4 — x 2 ; M limitada por 2x + y = 6, y = x, x = 0. 

/) f(x,y) = 2 —2^ 2 — ^x 2 ; limitada por x + 2y = 2, x = 0, y = 0. 


10. ÁREA Y MOMENTOS DE REGIONES PLANAS 

La determinación del área de las regiones del tipo M x se considera 
usualmente en el cálculo de funciones reales de una variable real. Si 

M x = {(x,y) | a x ^ b, g(x) ^ y < h(x)}, 
entonces el área de M r es 


A (M x ) = j [h(x)-g (x)] dx. 
De acuerdo con el teorema 4.6, pág. 332, tenemos 




A(M X ) 




p or el 


teorema 9.3, 


r 

*b 


i = 


dydx = 


a . 

9<x) J < 


[h(x)-g(xy] dx. 
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Así pues, para regiones del tipo M x estos dos métodos de detc- 
del área son acordes y esencialmente el mismo. 



10.1 Ejemplo. Encuéntrese el área de la región limitada por 
y — x 2 + 2 y la recta y — jc + 4. 


Ia Parábola 


Solución. (Figura 15.) Los puntos de intersección de la parábola 
recta se encuentra que son (— I, 3) y (2, 6) y la región 

M x = {(x,y) | -1 ^ X 2, x 2 + 2 ^ y ^ x + 4}. I 

Enton.ces 


Á(m x ) 


f* 

* 2 

f*x + 4 r 

1 = 


dydx = 

^ %r 

-I * 

* 2 + 2 


{x + 4 — x 2 — 2)dx 



Definimos ahora el primer momento y el segundo momento 
región plana con respecto a una recta. 


ée una 


10.2 Definición. (Figura 16.) Sea <£ una recia con normal n y s , ea .)fi a 
punto fijo de . El (primer) momento y el momento e g # 
(segundo momento) 1& de una región M en R 2 con respecto a la rec 
definen por 



Comp n (x — x 0 )dx 
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[Comp n (x —X 0 )] 2 dx 



ivamcnte. 


respectn'*— n . r v — v 'l 

número Comp„(x-Xo) =-—— es la distancia dirigida del 


E1 numci^ -- |n| 

la recta !£■ Así pues, es la integral sobre M de la distancia 
püíito * <£ % los puntos de M e es la integral sobre M del cuadrado 

dirigi'da . g? a los puntos de M. EI signo de depende de la 

, ón de n ya que Comp_„ (x-x 0 ) = -Comp (x-x 0 ). 
e e< í' a x+bv+c = 0 una ecuación de la recta í£. E1 vector n = (a, b) 

es una normal a ££. Si x 0 = (x 0 ,y 0 ) es un punto de S£ y x = (x, y) es un 

punto de », entonces 

n * x 0 = ax 0 + by 0 - -c 


(10.3) 


Así 


Comp n (x-x 0 ) = 


n • (x — x 0 ) n * x— n *x ( 


|n| 


yja 2 + b‘ 


n| 


(ax + by + c). 



FIGURA 16 


M Pues, el 

de for m . ^ nnrier m oniento y el segundo momento pueden expresarse 


M# = 


\ ! a 2 + b : 


(ax + by + c)dx 


2* 


\ 
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tc 


a P-6 




1 


a 2 + b 2 J 


(ax + by + c) 2 dx. 


10.4 Ejemplo. Encuénntrense los momentos primero y segundo con 


a la recta : ax+ by+-c - 0 de la región M x ümitada por la recta 
y la parábola y — (x— l) 2 . 


res Pect 0 
*+l 


Solucíón. (Figura 17...) 


= 


* j r3 r jc+i 

Comp„(x — x 0 )dx = 

3*x \Ja 2 + b 2 


o ^ 


<*“ 1)2 


( ax+by + c)dyd j 


I 


\ a 2 + b : 




x + I 


1 í. 2 

auxy + -by +cv 

2 J ( x-iP 


dx 


= _J_í 3 

\fa 2 + b 2 J° 


3 1 
{ai[-x 3 + 3x 2 ] + -Z)[(x+ l) 2 —(x- I) 4 ] 


+ c[-x 2 + 3x]}dx 


VT 7 T 


27 36, 9 

— a + — b + — c ?. 


= 


^3 


[Comp n (x—x 0 )] 2 dx = 


« 2 + ¿ 2 


'JC+ l 


(ax + by+cfdydx 


(jt-i) 2 


1 


a 2 + b 2 


423. 2 9 2 513 


243 2 . 

- a 2 _l-£> + + —ab + 

20 28 2 20 


27 72 1 

— ac H - bc . 

2 5 J 



FIGURA 17 
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Hefinición de y en la de / y . cuando if es el eje X , es habitual 
Fn lH Oe _v c:--- 


En 
escogcr 


o en la dirección positiva del eje Y. Entonces 
Comp n (x —x 0 ) = j *(x x 0 ) = y 


M x = 


£ 


ydx , I x = j y 2 dx. 


C ando es e ^ e -¡ e ^bitual es esc °ger n cn ia dirección positiva 

deTeje X. Entonces 

Comp„(x-x 0 ) = í-(x-Xq) = x 


y 



xdx, I y 

st 


x" dx . 


& 


Además del momento de inercia con respecto a rectas, se define también 
el momento de inercia con respecto al origen. A éste se le llama momento 
polar de inercia y está definido por: 



| x | 2 dx = 


0 t 


dt 


(x +y )dx = I y + I } 


10.5 Ejemplo, Encuéntrense íos momentos primero y segundo con 
respecto a los ejes Xy Y y el momento polar de inercia de la región ümitada 
por Ja parábola y = x 2 + 2 y la recta y = x + 4. 


Solución. La región es la misma que ia del ejemplo 10.1 y aparece en la 
figura 15 . M = {(x, y) | — 1 ^ x ^ 2, x 2 + 2 ^ y ^ x + 4}. 


M x = 


ydx = 


& 


ri 


-1 


rx+4 


x 2 + 2 


ydydx = 81/5 





'x + 4 

xdydx = 9/4 

x 2 + 2 


rx+4 


J x 2 + 2 


*x + 4 

Jx 2 + 2 


y 2 dy dx = 8667/140 
x 2 dydx = 63/20 


h + Iy = 2277/35. 
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10.6 Definición. El punto 

■ . x= (x, >0 = 

se llama centroide de una región M. 

10.7 Teorema. Si ££ es una recta que pasa por el centm¿e de una reg l ón 
plana entonces M# = 0. 


• My M y \ 

A(%y A(mJ 


Prueba. Sea n = (n t , n 2 ) una normal unitaria a 5£ . Entoaces, como x es 
un punto sobre <£, tenemos 




Comp n (x-x 



n*(x-x)¿x 


= !| [n 1 (x-x) + n 2 0'-> ; )]£/x 

Jáf 

= /i, (M, - 3L4 0*))+/1 2 {M x —yA (í*)) =0. 


10.8 Teorema. Si i?, y JS? 2 son rectas paralelas de rrnal n, x, y x 2 
puntos fijos de if, y J¡? 2 respectivamente, y á? es una regikmtonces 


/*, = /< ?J + 2[CompOx 2 -x 1 )]M^ 2 + [Comp n (x r x 1/ ] 2 /l(‘%) 

= I !e2 + 2dM ¡ei + d 2 A(St) 

donde +(á?) es el área de M y d = Comp„(x 2 -x,) es k&stancia dirigida 
de ££ x a $£ 2 * 


Prueba. Como x —x^ = (x —x 2 ) + (x 2 -X!), tenemos 


-1 


[Comp„(x-x,)] 2 dx 


f í~ n-(x —x,) 

J* L |n| . 


dx 


Tn'íx-x 

~ J* L [ñ| 


— x 2 ) ■•(x,-*, 


|n| 


- 


| [Comp n (x —x 2 ) + Comp n (x 2 — x^)] 2 ¿/x 


[Comp n (x — x 2 )] 2 í/x + 2 Comp n (x 2 -Xi) 


Conp n (x-x 2 )^x 


+ [Comp n (x 2 — x t )] : 


= I# 2 + 2dMy } + d z A(0t). 


dx 








(d< 0) 


FIGURA 18 


Un resultado análogo para los primeros momentos se da en el problema 9. 

10.9 Corolario. (Teorema de los ejes paraleios.) Si J £ 2 es una recta que 
pasa por el centroide de M y <£ x es una recta paralela a -S? 2 , entonces 

f' /*, = l* 2 + d 2 A {»). 

Prueba. Según el teorema 10.7, M # 2 = 0. 


Problemas 

1. Encuéntrense los centroides de las regiones limitadas por los 
siguientes conjuntos de curvas: 

a) x l/2 +y U2 = a 1/z y los ejes coordenados 

b) la hipérbola y — 4/(4 — jc) y la parábola y — (x — l) 2 

c) por la parte superior por la elipse 25x 2 + I6>’ 2 = 400 y por la parte 
inferior por el eje X 

d) Ia región del primer cuadrante limitada por y = x 5 y x — y 3 

e ) y 2 = x 3 y y = x 

m x 2 y 2 

J ) la región del primer cuadrante en el interior de la elipse — + — = 1 

y fuera de la elipse x 2 + — = I. 

■ 9 

2. Encuéntrense los momentos de inercia con respecto a cada uno de 
. 0S e J e s coordenados de las regiones limitadas por los siguientes conjuntos 

de curvas: 

fr d) y = 2x~x 2 y y = x 
b) y = 2x — x 2 y x+y = 2 
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c) a la izquierda por y 2 = 4x , a la derecha por^+T 2 = 32 y en l a 
parte inferior por el eje X * 

d) y 2 — \+xyy 2 = \—2x ■ 

1 X 2 y 2 , 

e ) ~i + 7i = 1 1 

a b 

/)- + - = 1 y los ejes coordenados. 
a b 

3. Encuéntrese el área, M y , I x , I y y el cenioide de cada una de 
las siguientes regiones: 

a) limitada en la parte de arriba por x 2 +y 2 — 2}en la parte de abajo 
por y = x 2 

b) íimitada a la izquierda por y = x 2 , a la dereáa por x 2 +y 2 = 2 y 
debajo por el eje X 

c) iimitada por y = x 2 y x = y 2 

d) limitada por y = sen x, y = cos x, xe[ — n/4, r4] 

e) limitada por y = x 2 + 2y y = x + 4 

f) limitada en la parte superior por x 2 +y 2 = ¿ry en la parte inferior 
por el eje X. 

4. Sea 0t la región limitada por y = x 1 y y 2 =i. Encuéntrese: 

a) M& cuando JSf es la recta y = 1 

b) M# cuando S£ es la recta x = — i 

c) M% cuando S£ es la recta x+y = 0 

d) M t cuando S£ es la recta x—y = 0 

e) l<f cuando S£ es la recta y = — 3 

/) I<¿ cuando S£ es la recta x = 2 

g) I# cuando S£ es Ia recta x+y + 5 = 0 

h) I# cuando S£ es ia recta x—y = 0. 

5. Demuéstrese que el centroide de un triánguíoestá a un tercio de la 
distancia de un lado al vértice opuesto. 

6. Demuéstrese que si una región M tiene un ejide simetría, entonces 
el centroide se encuentra sobre este eje de simetría. 

7. Demuéstrese que el área de una región limitada por una parábola 
y una cuerda ortogonal al eje de la parábola es igual a dos tercios e 
área de un rectángulo circunscrito. 

8. Encuéntrese el centroide de la región del probiema 7 y los momentos 
de inercia de esta región con respecto a los ejes quepasan por el centroi 
paraielo y perpendicular al eje de Ia parábola. 
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11 ] 


P 


' 

o pruébese q ue s i S£ x y S£ 2 son rectas paralelas de normal n, x, y x 2 
untos fij° s s °bre S£\ y S£ 2 respectivamente, y M es una región, entonces 

M*, = A/i ? 2 + [Comp„(x 2 -x,)] A(&). 


10. Pruébese q ue s i los ejes de coordenadas son elegidos de modo que 
j or igen esté e n e l centroide de una región entonces para una recta 
cua Iqui era & QUe pase por ei centroide con ángulo de inclinación a, 

\2 = I y sen 2 oc — 2I xy sen a cos a + /* cos 2 a 


donde I xy — 


xydx. A1 número I xy se le llama producto de inercia. 

4 


Sugerencia. Tómese el punto x 0 = 0 sobre S£ y n = (sen a, — cos a). 


11 . Encuéntrese el momento de inercia de un rectángulo de base w y 
altura h con respecto a ia recta S£\ ax + by + c = 0. Especiaiícese el 
resultado para obtener el momento de inercia con respecto a: 

a) la base 

b) una recta que pasa por el centroide paralela a la base 

c) una diagonal. 


11. VOLUMEN BAJO UNA SUPERFICLE 


En esta sección consideraremos el volumen de una región en R 3 de un 
tipo muy especial. Suponemos que el volumen tiene propiedades similares 
a las del área. Si £ es un conjunto de puntos en R 3 con volumen, denotaremos 
el volumen de £ por K(^). Para aquellos conjuntos de puntos 
... para los que el volumen está deftnido suponemos 

V(£) > Q. 


11*2 Si £ e entonces V(£) ^ V(S£). 


U.3 


Si <§ = £ u & y V(£ n/) = 0, entonces V(<£) = V(£)+ V(&). 


U.4 


volumefl de un paralelepípedo 
l°ngitudes de los lados. 


rectangular es el producto de las 


S U rfi° n ^ am ° S 9 Ue una región en R 3 está lateralmente limitada por una 
jjj^ c ^ e oilíndfica con un generador paralelo al eje Z, iimitada superior- 
re °í e P° r una su P er ficie z = /(.v, y ), y limitada inferiormente por una 
e n Cerr ada y ac °tada : j A del plano XY (figura 19). Sea [a, b] un intervalo 
tul que $ 0 [a, b] y sea P una partición de [a, b] en subintervalos 0t x . 
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Definamos 

= inf {/n(x,y)|(x,y)6á* ( } 

Afií/á,) ** sup{fs,(x,y)\(x t y)€@¡}. 

z 



FIGURA 19 


Entonces, el volumen V¡ del cilindro de base 'M¡ acotado superiormente por 
z = y) es una cantidad intermedia entre mff#) A (M¡) y M¡(f¿) A (M¡) 

donde A(M¡) es el área del subintervalo M¡: 

™¡(fa)A(&¡) M¡(ff) A(M¡), 

De donde 

L(f a , P) = I m,(f a )Á(m,)4 V*Z I = ^(/». **)• 

í = 1 ¡ * 1 

Por tanto, si / está acotado sobre 






'b 




y / es integrable sobre M 


V = 


/. 




Por el teorema 9.3, pág. 355, si M — M x — {(*, y) \ a < x ^ ^ 
g(x) ^ y ^ /?(x)} y / es continua sobre M, luego 




/- 




0(X) 


f(x,y)dydx 


11.5 


K = 


11 ] 
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y por el corolario 9.4 si M = M y = {(x, y) \ a ^ y ^ ¿,^(y) ^ x ^ h(y)} y 
/ es continua sobre entonces 


11.6 


K = 


II 

''b p 

J áí * 

a J ¡ 


'h(y) 


f(x,y)dx dy. 


11.7 Ejemplo. Encuéntrese el volumen limitado en la parte superior por 
el paraboloide de revolución z = x 2 +y 2 , inferiormente por el plano XY, 
y lateralmente por el cilindro circular x 2 +y 2 = 4. 



FIGURA 20 


Solución. (Figura 20.) La región M en el plano XY sobre la que integramos 
es la base del cilindro: 


M = M x = {(x, y) | -2 ^ x ^ 2, - v /4-x 2 ^ y ^ j4-x 2 }. 

De donde 


V = 


(x 2 + y 2 )í/x = 


r2 


-2 




(x 2 + y 2 )dy dx = 871 . 




Como tanto el integrando como la región M son simétricos con respecto 
a ^os planos XZ y YZ , podemos escribir 


2 


V = 4 




(x 2 + y 2 )dy dx. 


Podí 


amos haber descrito nuestra región M como 


M = My = {(x,y) ¡ -2 ^ y ^ 2, -j4-y 2 ^ x < v ; 4-y 2 } 
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y en este caso habríamos obtenido 

* 2 

V = (x 2 +y z )dxdy = 8 7 r. 

J - 2 J -v'4-p 

11.8 Ejemplo. Encuéntrese el volumen del sólido limitado por el plano 

-+- + -= 1 (a, b t c todos positivos) y los planos coordenados. 
a b c 


Solución. (Figura 21.) La región base M es 


3t x = {(x,y) 10 ^ x^ a,(K y^-(fl-x)}. 

a 



FIGURA 21 


De donde 


V = 


c { 1 - 


X -- y -\dx = 
a 


'a r a 


b 

- la — x) 


abc 


J u J 


1 - - - - )dydx = 
a b/ 6 


Problemas 

1 . Encuéntrese el volumen del sólido que está sobre la región M y ti ene 
la gráfica de / como su superficie superior. Dibújese una figura. 

a) M es el triángulo limitado por los ejes de coordenadas y la recta 
x+y = 1; f(x,y) = l-x 2 . 

b) M es el rectángulo limitado por los ejes de coordenadas y las rec 
x = 2, y = 3;/(x,y) = x 2 +>' 2 . 

c) M está limitada por la circunferencia x 2 +y 2 = 1; /(x, y) — F' 

d) M está ümitada por la circunferencia x 2 +y 2 = 1 ; ffay) = 3x + 


123 
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2 . Encuéntrese el volumen de un hemisferio de radio la unidad. 

3 . Encuéntrese el volumen de la región en R 3 limitada superiormente 
por z = 1 — x 2 — y 2 y debajo por el plano XY. 

4 . Encuéntrese el volumen de la región en R 3 limitada arriba por 
z -= 4 — x, lateraímente por x 2 +y 2 = 1, y debajo por el plano XY. 

| 12. VOLÜMENES DE REVOLUCIÓN 

Y EL TEOREMA DE PAPPUS 

En la sección 11 consideramos el volumen de un tipo muy particular de 
región en R 3 —regiones limitadas Iateralmente por una superficie cilíndrica 
con un generador paralelo al eje Z, arriba por una superficie z = /(x, y) y 
debajo por el plano XY. En esta sección consideraremos el volumen de un 
sólido de revolución generado aí hacer girar una región plana alrededor de 
una recta del plano. 



La región en R 3 (figura 22) que se encuentra sobre = {(r cos 0 , 
r sen 0) ¡ 0 ^ 0 < a, r, < r < r 2 } y está limitada superiormente por el 
plano z — h tiene volumen <xr(r 2 — r x )h donde r = i( r i+ r 2 )- Esta región 
puede imaginarse que está generada por el giro de un rectángulo de lados 
r 2 — r x y h un ángulo a alrededor de una recta paralela al lado de longitud h 
a u na distancia \(r x + r 2 ) del centroide del rectángulo. 

Supongamos que M es una región en el plano (figura 23). Sea [a, b] un 
l ntervalo tal que M c= [a, b] y sea P una partición de [a, b] en subinter- 
Va ° s Si el intervalo [a, b] se hace girar un ánguio a alrededor de la 
. ect a y = c donde c ^ a 2 o c ^ b 2 , entonces el subintervalo &¡j genera 
región en R 3 de volumen: a|yy — c| A(M tJ ) donde y y - = \ (y y „, +y y ). 

P°ngamos que la intersección de esta región con el sólido de revolución 
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generado haciendo girar áf im áagulo a alrededor de y = c tiene tm 
volumen K y .. Entonces 

W*i/(íjt)flC \y/—c\ A(& (j ) < V¡j ^ Af¡y(lár)a 
donde y¡ — j si c ^ cr 2 y >>/ = y, s\ c ^ b 2 y y¡^g^¡:'ü( c < a 2 y 
y” = y si c ^ 6 2 * De a Q uí si eI sólido de revótíición generado al 
hacer girar áf un ángulo a alrededor de y = c tiene volumen F,-, entonces 

L(a |/ 2 — c| \ a , P) = ¿ £ m, J (l 3 ,)a|>-/-c|^(%) 

i=I j‘l 

^ ^ £ X ^0'0#) a l-V; “ C M(^0‘) 

l-l i=*i 

= l/(«U,-c|l a ,F). 


Por tanto 



J <x\l 2 — c\ !<, = J a|y—c|dx < K ^ J a\y-c\dx = J a|/ 2 —c|l*. 


Como & tiene área, a |/ 2 — c| es iiktcfrable sobre ^ y 
12.1 K==9I J \y-c\dx. 


Si 01 se hace girar un ángulo a alradedor de la recta x = c donde c ^ u í 
o c ^ b x , entonces puede probarse de un modo análogo que 


12.2 


V = « 


JL- 


c| dx. 


Obtenemos casos especiales partícularmente importantes de los anteriores 
resultados cuando a = 2 n. Ea los siguientes ejemplos siempre que no 


12] 
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hagamos mención del ángulo de revolución supondremos que a — 27 i y 
la región ha girado una revolución completa. 

• V 

12*3 Ejemplo. Encuéntrese el volumen generado cuando se hace girar 
alrededor del eje X la región Iimitada inferiormente por el eje X , en la parte 
superior por la curva y = x 2 y a la derecha por la recta x = 2 . 



X 


Solución. Por 12.1 


V = 2n 


ydx 


donde 9t — {(x, y)|0^x<2, 0 ^ y ^ x 2 }. Por tanto, 


ydy dx 


x 4 dx 


v -- 2 * n 

= 2 * fT¿r rfx= j 2 

J 0 L 2 Jo Jo 

x 5 ! 2 32 

— n — = —n. 

5 Jo 5 

repf' Eocuéntrese el volumen generado cuando se hace girar la 

del ejemplo 12.3 alrededor de La recta x = 5, 

^í-Ución. P or 12.2, 


tenemos 


V ~ 2n 


= 2tt 


o 

f2 


|x — 51 dy dx 


n X* 

. (5 ‘ 


x) dy dx 


(S-x)x 2 dx = 2n\-x 3 - -x 4 ] 2 = — . 

L3 4 Jo 3 
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* 

12.5 Teorema. (Pappus, 300 a.C.) Si a una región plana & la hacemos gi tQr 
alrededor de una recta del plano , y si !£ no intersecta a M, entonces e / 
volumen generado es igual al producto del área de ® por la distancia recorrida 
por el centroide de 0t. 

Prueba. Probaremos el teorema solamente para el caso especial en que <£ 

es una recta horizontal. 

Si $£ es la recta y = c, entonces por 12.1 


K = a 


\y — c\ dx. 


Bt 


Por otra parte (definición 10.2, pág. 356), 


Como 




Comp n (x — x 0 )dx. 


, n*(x —x 0 ) _ it _„ 
Comp n (x-x 0 ) = — > c 

|n| 


tenemos 


Por tanto 


\M*\ = 


(y — c)dx 


£ 


ydx — c 


dx 




= \M x -cA(&)\ = \yA(@.)-cA(®)\ 


V = a 


y — c\dx = a 


(y — c)dx 


= a|M^| 


= a \y — c| A(M) 

ionde a|>? — c\ es la distancia recorrida por el centroide de M. J 

12.6 Ejemplo. Encuéntrese el volumen de un cono circu kjjj 

altura h y radio r. ° 

SotucióN. E1 cono puede generarse haciendo 8 ir ^ r un ‘"^^'problema 5 ; 
de catetos h y r alrededor del cateto de lonptud1 A. ** , ongltu d h. & 
pág. 364, el centroide está a una distancia r/3 d 
donde, usando el teorema de Pappus, tenemos 

r rh 1 2 r, 

V = 2tt-= -tir h 

3 2 3 


para el volumen del cono. 
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lo Encuéntrese el volumen del toro obtenido haciendo girar 

12.7 EJ em P j¡ 0 a alrededor de una recta U? a una distancia b del centro 

„ circulo de raaio 

Sdrculo («<«■; 

, Como el centroide de un círculo está en su centro, usando 

* rw ™ 

V = 2nb(na 2 ) = 2n z a z b. 

Ejemplo* Encuéntrese el centroide de un semicírculo. 

óm Supongamos que el semicírculo es la parte superior del círculo 
líroitado por la circunferencia x z +y z = r 2 . E1 eje Y es entonces un eje de 
simetría y, por tanto, de acuerdo a lo visto en el problema 6, pág. 364, 
- o Ahora bien, el área del semicírculo es \nr 2 y el sólido generado al 
hacer girar el semicírculo alrededor del eje X es una esfera de volumen jnr*. 
Pero, por el teorema de Pappus 


V — 2 nyA 


luego 


y = 


4 'TrW 

■jnr 


2nA 2n}nr' 


4r 
3 7T 


Problemas 

1. Sea á? una región plana limitada por las parábolas y — x 2 y x — y 2 . 
Encuéntrese el volumen generado si hacemos girar 0t alrededor de: 

a ) el eje X b) la recta x = 1 

d la recta y = 2 d) la recta x = — 3. 

2. Una esfera de radio a tiene un hoyo cilíndrico de radio a/2 con un 
ametro como eje. Encuéntrese el volumen del material que queda. 

de 4 Un c ^* nc ^ ro ^ pulgadas de radio ha de hacerse una acanalamiento 
2 pulgada de ancho y ¿ de pulgada de profundo. Úsese el teorema de 
PP U $ para encontrar el volumen del material que ha de quitarse. 

^miei ^* re ^ e ^° r Un c *^ nc ^ r0 d e ra dio 3 a se va a hacer un hendidura 
q u ¡taj!gg Ü ^ ar ra dio a. Encuéntrese el volumen del material que va a 

9erencia. Üsese el resultado del ejemplo 12.8. 

^cuéntr 1 C *^ n< ^ r ° r ccortarse en ía forma que aparece en la figura 25. 

Tese v °lumen del material que ha de quitarse. 
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FIGURA 25 


13. CAMBIO EN EL ORDEN DE INTEGRACIÓN 


En algunos casos una integral iterada puede evaluarse más fácilmente 
si se invierte el orden de integración. Si el integrando es continuo es posible 
conseguir esto usando el teorema 9.3 y el corolario 9.4, pág. 355, para 
mostrar que la integral iterada dada es igual a una doble integral sobre 
alguna región y que esta doble integral es igual a una integral iterada con 
orden de integración diferente del orden de integración de la integral 
iterada original. Este procedimiento se ilustra en los siguientes ejemplos. 


13.1 Ejemplo. Evalúese 


CA 


J 


fA 


e x2 dxdy 


Solución. No hay ninguna función elementaí que tenga e xl como su 
derivada, luego la integración con respecto a jc no puede efectuarse en 
términos de funciones elementales. Si & = {(x, 
entonces 


o J 


x2 dx dy = 




La región á? es el triángulo de la figura 26. 



FIGURA 26 
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Tenemos también = {(x, y) | 0 ^ x < A t 0 ^ y < x) de modo que 

ca fA 

e~ x2 dxdy= | e x dx=\ \ e~ x *dydx 


í; 


= f e~ xl dx * f , * f* e~ xl 
Ja Jo Jo 

= xe- xl dx - = i[l-e- A1 -]. - 


13.2 Ejemplo. Demuéstrese que si/es coolinua sobreá? = {(x,y)\a ^y 6, 
a<x^y}> entonces 

f(x 9 y)dxdy = J* í f(x t y)dydx . 

Solución. (Figura 27.) Si & y = {(x t y)\ y ^ b t a ^ x ^y} t entonces 


f(x t y)dxdy 


í. 


f(x, y)dx 


y si = {(x, y) | a < x b, x ^ y < fr}, entonces 


fb 


f(x,y)dydx 


-f. 


f(x,y) dx. 



c °mo = <* x; 


u: 


y) dx dy 


n 


f(x t y) dy dx. 


^obl 


emas 


^ }' ^n ca da una de las siguientes integrales iteradas, inviértase el orden 
mtegración y luego evalúese la integral iterada que parezca más.sencilla. 
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a) 


c) 


e) 


1 


e>' lx dx dy 


o j 


V3 


Vy 

o 


Irvtegrales múltiples 

„2 "» 2 

1 J \ny y 


í c ap. 6 


b) 


-dx dy 


y dy dx 


r«/3 


arctan x 


l + 


1 + X á 


d) 


idydx f) 


l 


'nlA- 


(1 +x) 1/2 dydx 


^ arccos x 

1 f" l+x 


*/ *l 


dydx. 


i>* e 


2. a) Úsese la relación dei ejemplo 13.2 para demostrar que 




“ J 


f (xfdxdy = 


(b — x)f(x)dx. 


b) Demuéstrese por inducción que la integral iterada n-ésima 


m b 

'r 

* X2 


* * * 

j (^ ]) dx j * * ■ dx n _ ] dx n 


Q * 

a J 1 


(b-x.) 


n- 1 


(n-1)! 


f(x,)dx¡. 


14. INTEGRALES TRIPLES 


2 

La integral doble se introdujo en la sección 2 para intervalos en R y en 
secciones subsecuentes el concepto se extendió a conjuntos más generaies 
de R 2 . En esta sección daremos una breve introducción a ias integrales sobre 
conjuntos en R 3 , a las que llamaremos integrales triples. Ei tratamiento 
será breve porque es análogo al tratamiento de ías integraies dobles y es 
un caso especial de la discusión de integrales en R M que encontraremos 
en la sección 19, pág. 395. 

Un intervalo cerrado [a, b] en R 3 es el conjunto de todos los puntos 
xeR 3 para Ios cuales a¡ ^ x¡ ^ b¡ (i = 1,2, 3) donde a¡ < b¡. Un interva o 
cerrado [a, b] en R 3 es un paralelepípedo rectangular de voiumen 


3 

K([a, b]) = (b x — úú (¿> 2 — a 2 ) (b 3 — a 3 ) = Y[ (^¿“ a ¡)' 

¿= i 

Definimos una partición [a, b] <= R 3 de una manera anáioga a la 3 ue 
usamos para los intervalos en R 2 . Si a = (a ¡, a 2 , a 3 ) y b = ( ¿1 y 2 ’ .Y 
tomamos particiones P x de [a ly b P 2 de [a 2 , b 2 ], y ^3 y 3 ’ 3 j a 

Entonces P = P { x P 2 x P 3 se dice que es una partición de [a, bj y 

norma de P se define por 


\P\ = máx{| J P l |,|P 2 U J P 3 |}. 

Si la partición P¡ subdivide [a¡,b¡] en k¡ subintervaios umdimen$íO>^ 
entonces P subdivide a [a, b] en k — k x k 2 k z subintervalos tn 
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14] 


sionales. Los k subintervaios pueden enumerarse consecutivamente y 
denotarse por R¡ (/ = 1, k). 

Sea / una función real acotada sobre [a, b]. Como en R 2 , definimos 

* m¡{f) = ínf {/(x) | xem¡) 

M¡(f) = sup {/(x) | xe&i) 


y formamos sumas inferiores y superiores: 

/-(/, P) = £ m t {f)V(*,) 

í= i 

j ^ 

I U(f,P)= ¿ M¡(f)V(dt¡) 

1 = 1 

donde Vf&d es el volumen del subintervalo /-ésimo. La desiguaidad 
mV([ a, b]) < L(/, P) C(/, P) < MV([ a, b]), 

donde m y M son el ínfimo y el supremo de / sobre [a, b] se verifica para 
todas las particiones P de [a, b]. Como el conjunto de todas las sumas 
inferiores está superiormente acotado, tiene un supremo. Anáiogamente, 
el conjunto de todas las sumas superiores tiene un ínfimo. Tenemos así 
integrales inferiores y superiores definidas como sigue: 

| c J ” / = sup {L(f, R)| PeíP} 

y 

L r / = ínf{C/(/,P)|Pe^} 


donde es ei conjunto de todas las particiones de [a, b]. De nuevo nuestro 
maximo interés recae en aqueilas funciones para las que las integrales 
inferior y superior coinciden. Ai valor común se le llama la integral (de 


/o 


f(x)dx. La integral 


Riemann) de f sobre [a, b], y se denota por 

J a J a 

u c una función/sobre un intervalo [a, b] en R 3 se llama una integral triple. 

término integral triple se deriva de la naturaleza tridimensional del 
’ntervaio de integración. Las notaciones 


b 

/»/»/* 


b 


f(x y y y z)dxdydz e 


JJJ 

a 


Jdi 

a 


f(x y y,z)dV 


s ° n a veces usadas para denotar a la integral triple de/sobre [a, b]. * 
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Se puede mostrar que la integral triple tiene las siguientes propiedades 
básicas: 

14.1 Si f es integrable sobre [a, b ] y c es una función constante de R en R. 


entonces la función cf es integrable e cf - c 

« ^ w 

14.2 Si c es una función constante de R 3 en R, entonces para todo intervalo 

m b 

[a, b]eR 3 , c es integrable sobre [a, b] e c = cV([ a, b]). 

v * 

14 3 Si las funciones f y g son integrables sobre [a, b] entonces j +g es 

f b P b 

integrable sobre [a, b] e (f + S)-\ / + 9' 

J« J ■ * 

14.4 La función f es integrable sobre [a, b] si y sólo si las funciones f* 
y f~ definidas por las reglas 


/ + W = 


/(x) si /(x) » 0 
0 si /(x) < 0 


y / (x) = • 


0 si f(x) > o 
—/(x) si /(x) <0 


son, ambas, integrables sobre [a, b]. 

14.5 Si la función f es integrable sobre [a, b], entonces f 2 es integrable 
sobre [a, b]. 

14.6 Si las funciones fy g son integrables sobre [a, b], entonces el producto fg 
es integrable sobre [a, b]. 

14.7 Si las funciones f y g son integrables sobre [a, b] y /(x) ^ g(x) P ara 

toda xe[a, b], entonces /^ 9* 

b * b a 

L4.8 Si la función f es integrable sobre [a, b], entonces I /1 ? s integrable 

rb I ft> 


sobre [a, b] e 


f 


l/l- 


1 _ # I ¡ 1 § 

La integral de una función / sobre un conjunto acotado S c R 3 esta 
definida en términos de la función f s donde 


/íW = ( 


/(x) para xeé' 


0 para xe^ 
donde W, el complemento de S, es el conjunto de todos los puntos de 
no en S. Si [a, b] es un intervalo en R 3 tal que S c [a, b] y si f, exis 


jntonces 


/ = 


f e . La integral no depende del intervalo [a, b] escogid® 


14] 
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para contener S. Las propiedades básicas 14.1-14.8 puede demostrarse que 

son válidas para /. 

Js , 

Si S es un conjunto acotado en R 3 y [a, b] es un intervalo en R 3 tal 


que é <= [a, b]. entonces V (S’) = 


i: 


>4, vV(*)=\ h se llaman, 


respectivamente, volumen interior y volumen exterior de S. Si V(S) =7 (<$) 
entonces es integrable sobre [a, b] y eí volumen de S es, por definición, 
este valor común y se sigue que 


V(*) = 


1/ = 


1 . 


Si un conjunto & tiene volumen, entonces la frontera de $ tiene volumen 
cero (véase el teorema 4.17, pág. 337). 

Fácilmente se puede probar (problema 3) que el volumen tiene propie- 
dades análogas a las propiedades del área dadas en los teoremas 4.8, 4.10, 
y corolario 4.13 (pág. 333). 

Si <j y ^ son conjuntos en R 3 que tienen volumen , entonces 


14.9 V(S) ^ 0. 

14.10 Si S c entonces V(S) < V(W). 


14.11 Si V(S nf) = 0, entonces V(S u P) = V(S)+ V(&). 


14.12 Teorema. Si f es una función acotada sobre un intervalo [a, b] c: R 3 
y ei conjunto S de puntos de discontinuidad de f sobre [a, b] tiene volumen 

f b 


cero y entonces 


f existe. 


Como este teorema es anáíogo al teorema 5.1 (pág. 338), omitimos 
aquí su prueba. 

Del teorema 14.12 se siguen varios importantes corolarios. Estos 
corolarios son análogos a los corolarios de la sección 5. 


14.13 Corolario. Sean f y g dos funciones acotadas sobre un intervalo 
[a, b] c: R 3 y continuas sobre [a, b] — S , donde S es un subconjunto de [a, b] 
de volumen cero. Si f = g sobre [a, b] — S, entonces 


s 



0* 


14.14 Corolario. Un conjunto acotado S cz R 3 tiene volumen si la frontera 
e & tiene volumen cero. 
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14.15 Corolario. Sea $ un volumen acotado en R 3 que tiene voluni €n 

* a 

Si f está acotada sobre S y es continua en el interior de S, entonces j 

* « / 
existe. 

14.16 Corolario. Sea $ un conjunto acotado en R 3 que tiene volumen 
Si f está acotada sobre $ y es continua en e¡ interior de S\ excepto sobre 


un subconjunto & de volumen cero , entonces 


f existe. 


14.17 Corolario. Sea S un conjunto cerrado y acotado en R 3 que tiene 


volumen. Si f es continua sobre S, entonces 


f existe. 


Problemas 

1. Pruébese que los siguientes conjuntos tienen volumen cero. 

a) un número finito de puntos 

b) un segmento rectilíneo 

c) un subconjunto acotado de un plano. 

2. Pruébese que una esfera tiene volumen. 

3. Demuéstrese que el volumen tiene las propiedades 14.9, 14.10 y 14.11. 


15. INTEGRALES ITERADAS 

Las integrales iteradas en dos dimensiones se consideraron en la 
sección 7. Aquí consideraremos integrales iteradas en tres dimensiones. 
La integral iterada 


15.1 


*b 

*g 2 (x) r 

J « 

M*) J' 




M*.y) 


f(x, y, z)dz dy dx 


Cb 


se interpreta como 


F(x)dx donde para cada xe\_a,b] 


F(x) = 


'92(X) 




G(x,y)dy 


y para cada (x, y)e {(x, y) | a^x^b, g¡(x) ^ y ^ g 2 (x)} 

r h 2ix,y) 


G(x,y) = 


f(x,y,z)dz. 


15] 

£s decir 
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'*í> 


*b ( Cgzix) 


F(x)dx = 


a 


G(x,y) dy>dx 


9 lU) 


*b C r g 2(jc) 
Ja U ff|(x) 


fM*.)’) 


f(x,y,z)dz\dy)dx 


.y) 


14 


15.2 Ejemplo. Evalúese 


'a 

"f>( 1 -xfa) 

J 4. 

0 


'c(l -x/a-y/b) 


xdz dydx. 


Solucion. 


'’a 

*b( 1 -x/o) r 

Jo . 

0 . 


” c( 1 — x/a - y/b ) 


x dz dy dx — 


¿>(1 “ xfa) 




c( t — x/a — y/b) 


dydx 




tfó . * * 


= c 


x 1 


a) y 2b\o 


1 -x/o) 


dx 


= C 


bx l 1 --f-ibx^l-- 


dx 


= i bc 


= i bc 


í: *(' ■ í 


dx 


Yx 1 2x 3 x 
3 a 


^_T _ 

n 2 Jo 24 


Problemas 

Evalúense las siguientes integrales iteradas. 

"5 2 3 

O) 1 1 '~ 2 


0 J 


(x +2 yz) dx dy dz 


b) 


c) 




í> x 2 


V* 


z^dz dy dx 


’ ” */ V-* %/ 

r 2 f* 


J 


k /2 Cv 2 


Z X 

- sen - dxdydz 


0 y 


0 
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i 


d) 


e) 


f(l-x2-y2) 3/4 


í: 


(l-x 2 -/) 1 ' 4 dzdydx 


'6(1-x/a) fc{l -xfa-y/b) 


j*a rb{ 1 -x/o) p 

Jo Jo J< 


dz dydx 


/) 


9) 


h) 


í; 


'*« CbJ 1 -x*/a 2 fcVl - x i fa'í - y^/fc 2 


¿/z dy dx 


rb( 1 -x/o) rc(l-xl«-y/b ) 


í; 


z í/z dx 


2x 


* a rj¿T=7i 


0 J 


0 Jl 


r¿/z dr dO. 
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16. TEOREMA FUNDAMENTAL PARA LAS 

INTEGRALES TRIPLES 


En esta sección enunciaremos un teorema que establece una relación 
fundamental entre las integrales triples y las integrales iteradas. Este 
teorema nos muestra un importante método para la evaluación de las 
integrales triples. Este teorema es el análogo para los intervalos tridimen- 
sionales del teorema 8.1, pág. 347, para Ios intervalos bidimensionales. 

16.1 Teorema. Si 

**3 

ysiF(x,y)= /(x, y, z)dz existe para todo (x,y)e [c, d] con c = (a iy a 2 ) 
J 

y d = (b u b 2 ) y entonces 


: 


J\x)dx existe y a = (a„ a 2 , a 3 ) y b = (b„ b 2 , b 3 ) 


J 


'by 


<>3 


d 


f(x,y,z)dzdA = 


F(x, y)dA 


existe e 


b 


d 


f(x)dx = 


/(x, y,z)dz dA 


«3 


La prueba del teorema 16.1 es esencialmente la misma que la prueba 
del teorema 8.1 y no la daremos. 

EI siguiente corolario da condiciones suficientes para asegurar la 
existencia de las integrales del teorema 16.1. 


16.2 Corolario. Sea f una función acotada sobre el intervalo [a, b] en R 3 >’ 
continua sobre [a, b] excepto sobre un conjunto S de volumen cero con la 
propiedad de que cada recta paralela al eje Z intersecta a S en cuando más 


16] 
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iffl 


rtúmero finito de puntos. Entonces las integrales dei teorema 16.1 existen e 


i 


f(x)dx = 


f(x,y,z)dzdA. 


<*3 


La prueba de este corolario es esencialmente la misma que la prueba 
¿el teorema 8.8, pág. 351. 

r b 

1 63 Corolario. Si i) 


f(x)dx existe , ii)F(x,y)= í f(x y y y z)dz 

J <*3 

existe para todo (x, y)e[c, d] donde c = (a,, a 2 ) y d = (b¡ , b 2 ), e 
r*>2 rbi 

iü) G(x) = F(x,y)dy existe para todo xe[a ly b^ y entonces G(x)dx 
J° 2 J«i 

existe e 

r b fb, p, p 2 fb* 

f(x)dx = G(x)dx = f(x, y, z) dz dy dx. 

J» J<*1 J«l J «2 J «3 


Prueba. Por el teorema 16.1, la existencia 


F(x, y) = í f(x,y, 

J« 3 

de J F(x y y)dA e 

‘b 


ia dej ^ 


f(x)dx y la existencia de 


z)dz para todo (x, y)e[c, d] implica la existencia 


í'lf /*ll /*^3 

f(x)dx = F(x,y)dA = f(x,y y z)dzdA. 

J* Jc JcJ«3 


Ahora bien, según el teorema 8.1, la existencia de 


í: 


G W= I F(x,y)dy para toda x e [a i, b , ] implica q ue 

J <*2 

existe e 


F(x y y)dA y de 
G(x)dx 


r 

j«i 


í: 


f(x)dx = J F(x y y)dA = J G{x)dx 


Cbi rb 7 

J«1 J« 2 


F(x,y)dydx 


rt>i rb 2 rb 3 
Joi Ja 2 Ja 3 


/ (x, y y z) dz dy dx. 


®'4 Corolario. Si f es continua sobre [a, b], entonces 

r^i rb2 fb 3 

K /(x)dx = f(x f y y z)dzdydx . 

J* J «I J «2 J «3 

d e i £8a continuidad de /implica la existencia y continuidad de Fy G 
c ° r olario 16.3 y de ello sigue el resultado. 
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Enunciamos ahora, sin prueba, un teorema para regiones M xy que es 
análogo al corolario 16.4 para intervalos. 


16.5 Teorema. Si f es corttinua sobre la región £ xy — {(x, y, z) |- a ^ x ^ b y 

h x (x y y)^z*kh 2 (x,y)} donde g x ,g 2 son continuas sobre 
[a, b\y h x ,h 2 son continuas sobre {(x, y) \ a ^ x ^ b y g x (x) y ^ g 2 (x)} t 
entonces 


f* 

*h 

'92<x) 

f(x)dx = 

J 3t X y «J 

a * 

?|(JC) * 


Mx.y) 


/(x, y, z)dz dydx. 


Resultados anáíogos a los del teorema 16.5 pueden obtenerse para las 
varias permutaciones de *, y y z. 


Nota. En la evaluación de una integral triple sobre M xy por medio de 
la integral iterada del teorema 16.5, nótese que integramos primero con 
respecto a z desde la superficie límite inferior a la superficíe líinite 
superior y iuego con respecto axy y sobre la proyección de $l xy sobre 
el plano XY. 


16.6 Ejemplo. Evalúese la integral 

■(2,5,3) 


(x 2 + y 2 + z )dx. 

( 0 , 0 , 0 ) 

2 , / 2 , /2 


Solución. Como / = í 2 + I 2 2 + I 3 2 es continua sobre [(0, 0, 0), (2, 5, 3)], 
según el corolario 16.4 tenemos 

(*j r* /*3 

(x 2 + y 2 + z 2 )dz dy dx = 380. 
o 

16.7 Ejemplo. Evalúese la integral x 2 dx donde 0t es el tetraedro 

J» 

limitado por los planos coordenados y el plano Ix + ly + z — 6. 


r( 2 , 5 . 3 ) 

* 2 

í' 5 z' 

(x 2 +y 2 +z 2 )dx = 



J(O.O.U) * 

0 . 

0 * 



FIGURA 28 
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SoUJCiÓN. (Figura 28.) 0t está limitada hacia arriba por z = 6 —2x —3 y 
y hacia abajo por el plano z = 0. La proyección $ x de $ paralela al eje Z 
e s el triángulo limitado por la recta 2x + 3 y = 6 y ios ejes coordenados: 
x = 0 , y — 0. De donde 



* 


'*6-2jc-3>- 

x 2 dx = 



x 2 dz 

J £ . 


- t. 

0 


dA 


%/ ml 


*±<6-2x) 

0 




2 7 


x dz dydx — s 


Problemas 


1. Encuéntrese 


'b 


f(x)dx para cada una de las siguientes funciones. 


a) /(x) = xyz, a = (0, 2, 4), b = (1,6, 5) 

b) /(x) = x 2 , a = (-1,2, -3), b = (1,3, -2) 

c) /(x) = xz cos (xy), a = (0, 2, 1), b = (2, 5, 2) 

d) /(x) = sen (x+y), a = (0, 1, 1), b = (2, 2, 2) 

e) J(x) = |x| 2 , a = (0,0,0), b = (I, 1, 1) 

/) /(x) = z 2 sen y, a = (0, 0, 0), b = (2tt, n, a). 

2. Evalúense las siguientes integrales: 


«) 


£ 


dx con 'M — {(x, y, z)|0<x^£7, — x 2 , 

0 ^ z < N / a 2 — x 2 — y 2 } 


b) 


x dx con M = {(x, y, z) \ 0 ^ x ^ a y 0 ^ y < by 1-), 


0 ^ z ^ cí I — — — - 

a b. 


c) 


2 - 2 c * x con ® ~ y* z ) 1 2 ^ x ^ 3, 0 ^ y ^ x, 0 ^ z < y } 

« y +z 


<0 


£ 


yzdx con 01 = {(x, y y z) 10 ^ x < 4, 0 ^ y < x x, 0 ^ z ^ y} 


x ydx con — 


71 


(x,y, z) 10 ^ z < 0 ^ y < a, 0 ^ x ^ y cos z 

2 
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/) 


9t 


dx con $ - {(x, y, z) | 0 ^ x ^ 2, 0 ^ y ^ ^/2 —|x 2 , 

x 2 + 3 y 2 ^ z^ 8 —x 2 -y 2 } 


3, Evalúese 


xdx donde á? está superiormente acotado p 0r 


át 


z — 16 — 4x 2 —jt ' 2 e inferiormente acotada por z = 12x +y . 


4. Evalúese 


dx donde 3% es la región en el primer octante (x > o, 


2 2 2 
x y z 

y ^ 0, z ^ 0) limítada por el elipsoide H—H —7 = 1 . 

a b c 


17. APLICACIONES DE LAS INTEGRALES TRIPLES 

En la sección 14 indicamos que el volumen de un conjunto S en R 3 

es 1 para aquellos conjuntos que tienen volumen. También se señaíó 

que si & y & son conjuntos en R' que tienen volumen, entonces V(S) ^ 0 ; 
si é c &, entonces V(S) ^ V(^)\y si V(S r\ W) = 0, entonces V(S \j ?) 
= V(S)+ V(¿F). Antes, en la sección 11, se probó que si el volumen tiene 
estas propiedades, entonces, para regiones M xy , eti R 3 del tipo 

@ xy = {(*» y> z) I 0 ^ < Hx , y)> (*, y)G® x } 

donde = {(x, y) | a < x < b, g x (x) ^ y ^ g 2 (x)}> tenemos 


V(M xy ) = 


/i(x, y) dx dy. 


J 


Por el teorema 16.5, 



'6 



'6 

1 = 

J &xy J 



dzdydx = 

0 « 

0 * 


’ 02 (*) 


/i(x, y) dy dx 


9 i(Jc) 

/i(x,y) dxdy. 




Así pues, para regiones del tipo 3S xy estos dos métodos de determinación 
del volumen coinciden y son esencialmente el mismo. 

17.1 Ejemplo. Encuéntrese el volumen del tetraedro limitado por el p!an° 

- + - + - = 1 (a, 6 , c todos positivos) y los planos coordenados. 
a b c 
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SOLUOÓn. (Figura 29.) Aquí Ia región es 









( (x, y, z)\(x,y)e@ x . 


0 ^ z ^ c 






FIGURA 29 


donde 


De donde 



|(x, y) 10 < x < a, 0 < y ^ 



volumen = 





J 


£ 


xy 


*c( 1 — xfa ~y/b) 

dz\ dA 

0 J 



'6(1 ~x¡a) 

Jo 


'c(( -x¡a~y¡b) 

dz dydx 


'a rb{l-x/a) 

0 Jo 




xY . abc 

- flX = - . 

aj 6 


^ a . s definiciones de primer momento y segundo momento de regiones 

■ Con res Pecto 'a planos son análogas a las definiciones dadas en Ia 

aef intció ' ‘ * 

re ctas. 


en 

L j , * w ----- -- — — 

a r ^,,! 01011 ^56, para momentos de regiones planas con respecto 
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17.2 Defmición. Sea 0> un plano en R 3 con normal n y sea x 0 un punt 0 
fijo de El (primer) momento M<? y el momento de inercia I? de una 
región R en R 3 con respecto al plano 0> están definidos por 


Mp = 


Comp n (x x 0 ) dx 


— 


[Comp n (x — x 0 )] 2 dx 


respectivamente . 

En la definición de M ¿w e I? cuando & es el piano XY , es habitual 
escoger n en la dirección positiva del eje Z. Entonces 


Compn(x-x 0 ) = k*(x-x 0 ) = 2 


M — 

xy 


Z dx, I X y 




z 1 dx. 


& 


Cuando & es el plano YZ, se escoge n en la dirección positiva del eje X. 
Entonces 

Comp n (x-x 0 ) = i-(x-x 0 ) = x 


My Z = 


xdx , 


m 


i yz 


x 2 dx. 


9t 


Cuando &> es el plano XZ y escogemos n en la dirección positi\a del 
eje Y. Entonces 

Compn (x —x 0 ) = j*(x-x 0 ) = y 


y 



E1 momento de inercia de una región M en R 3 con respecto a una 
recta JSf puede definirse como la suma de los momentos de inercia con res^ 
pecto a cualquier par de planos ortogonales que tengan a SB como 
recta de intersección. 


17.3 Definición. El punto 

x = (x, y, z) 


( ^y z ^[zx ^[_xy ^ 

\V{£) V(&) V(m) 


se llama centroide de 
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17.4 Ejemplo. Encuéntrense Ios momentos primero y segundo con 

respecto a los planos coordenados del tetraedro limitado por el plano 

\ " 

y 2 

í + - + - = 1 y íos planos de coordenadas. Encuéntrense también el 
a b c .. • 

centroide y los segundos momentos con respecto a íos ejes de coordenadas. 


Solución. (Figura 29.) Esta es la región del ejemplo 17.1: 



*(x,y,z)\0 ^ x ^ a,0 ^ y ^ b[\ -), 0 < z < c ( 1- 


a, 


a 



De donde 


5 

V 

N 

II 

x dx = 

'a 

'*6(1 -jf /a) 

V(1 -x/a-y/b) 

xdz dy dx 


&xy « 

0 . 

o 

0 


Las integraciones con respecto azyy son exactamente las mismas que las 
dadas para el volumen en el ejemplo 17.1 excepto en que el integrando 
aparece multiplicado por x. 




*a 

(a 2 x — 2ax 2 + x 3 )íix 
o 

a 1 bc 
24 


Para encontrar M zx observamos que no es necesario efectuar de nuevo la 
integración. Si reemplazamos (x,y, z)por (y, z, x) y (cr, b , c) por (b, c, a) en 
el cálculo de M yz , obtenemos 



ab 2 c 

24 


Análogamente, 



abc 2 
24 


** ara los segundos 


momentos tenemos, 




*6(1 —x/a) f* 

* o »> 

0 J i 


f*c( 1 - x¡a~y/b ) 


x" dz dydx 


bc 

2a 2 



(a 2 x 2 — 2ux 3 + x 4 ) dx 



o 


60 
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De nuevo, como en el caso de los primeros momentos, por intercambio 
cíclico de (x, z) y (a, b , c) obtenemos, 


r ab 3 c abc : 

/« = e ¡ xy = - 


60 


60 


Como V(@) = %abc, tenemos 


a b c 

X * 4’ 4' 4 


Los segundos momentos con respecto a los ejes coordenados son 


h = 


(y 2 +z 2 )dx = 


3t 


xy 


y 2 dx + 




a 


z dx = l zx + l xy 


XV 


ab 3 c abc 3, abc xt2 2 . 


60 


+ 


60 60 


(^ + O, 


£J¿?C ^ 2 2\ 

y =_ 60 (Q +C 


/. = 


abc , 2 . 12 ' 


60 


(<C+V). 


Problemas 

1. Encuéntrese el volumen del elipsoide 

x 2 y 2 z 2 __ j 

2. Encuéntrese el cenlroide de la porción del elipsoide —; + — + - 1 

que se encuentra en el primer octante. 

3. Encuéntrense los momentos de inercia con respecto a cada uno de 
los planos coordenados de la región del problema 2 . 

4. Encuéntrese el volumen de la región limitada por los paraboloides 
z = 4 x 2 +y z y z = 4 —x 2 —4 y 2 

5. Encuéntrese el volumen de la región limitada por las superficies 
x 2 +y 2 = 4, z = 4—y 2 y z = 0. 

6. Encuéntrese el centroide de la región del problema 5. 
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7 . Encuéntxese el voíumen de la región situada en el primer octante 
ümitada por los cilindros x 2 + z 2 = a 2 y y 2 + z 2 = a 2 . 

m '* 

8. Encuéntrese el centroide de la región del problema 7. 

* 9 . Encuéntrese el volumen de la región limitada por el cono elíptico 


4 - — = — y el plano z = c. 

-2 b 2 c 


18. ÁREA, VOLUMEN Y MOMENTOS SIN INTEGRACIÓN 

En muchos casos es posible encontrar los primeros y los segundos 
momentos, los centroides, ias áreas y los volúmenes de ciertas regiones sin 
necesidad de recurrir a la integración. S¡ se conocen el área y los mo- 
mentos para los rectángulos, los triángulos y los semicírculos (y cuartos de 
círculos) entonces el área, los momentos y los centroides de las regiones 
que consistan en combinaciones de tales figuras pueden encontrarse sin 
dificultad. Además, por el uso del teorema de Pappus, pueden calcularse 
fácilmente también los volúmenes de revolución que se obtienen por el 
giro de taíes regiones. A continuación enumeramos algunos de Ios resultados 
que ya previamente se habían obtenido respecto al rectángulo, al círculo 
y al semicírculo en la tabla I. En esta tabla, CG denota al centroide (CG, por 
centro de gravedad) y J p denota al momento polar de inercia con respecto 
al centroide. ^AA » etc., representan los momentos de inercia respecto a los 
ejes AA , etc. que aparecen marcados en las correspondientes figuras. 

18.1 Ejemplo. Encuéntrense el centroide y ei momento de inercia con 
respecto a Ia base de la región en forma de L que se muestra en la figura 30. 



FIGURA 30 





























































































Tabla I 


Región Centroide Momento de inercia 
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SOLUCiÓN. La región consiste en dos rectángulos. Escogiendo íos ejes de 
coordenadas como se indica cn la figura 30, los centroides de los rectán- 
gulos ay b son ' ' ■■ 

x» = (*,, y„) = (i. 3) 


y 



= ( x t, yb ) = (?> i) 


respectivamente. Denotando las áreas por A a y A b respectivamente, tenemos 
M x = A a y a +A b y b = 1 xóx3 + 5x lxj = 18 + | = V P ul g 3 - 


Dividiendo por el área total tenemos 


y = 


41 

= — puig. 


A„ +A h 6 + 5 22 


Por simetría, x = y = pulgadas. 

Para encontrar el momento de inercia respecto a la base —el eje X — 
notemos primero que ios rectángulos tienen, ambos, sus bases sobre el 
eje X. Por tanto 



l xó 3 

-+ 

3 


5 x l 3 
3 


216 + 5 

~T 



18.2 Ejemplo. Encuéntrese el momento de inercia con respecto a Ia recta 
que pasa por el centroide y es paralela a la base de la región de la figura 30. 


Solución. Podemos usar el teorema de los ejes paralelos (coroíario 10.9, 
pág. 363). Para el rectángulo a la distancia usada en el teorema de ios ejes 
paralelos es \y a —y\, y para el rectángulo b Ia distancia usada es \y b —y\. 
Como el momento de inercia de un rectánguio con respecto a la recta que 
pasa por el centroide y es paralela a la base es bh 3 tenemos para toda la 
re gión considerada: 



1 x 6 3 
12 


+ 1 x 6 x 




+ 


5 x 1 3 
12 


+ 5 x 1 x 




2 


= 18 + 


3 750 5 4 500 

-- + — + - 

484 12 484 


51 491 
I 452 


35.46 pulg 4 . 




emas 


C Encuéntrese el centroide de cada una de las siguientes regiones. 
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2 . Encuéntrense los momentos de inercia con respecto a Ia base y a 
una recta paralela que pasa por el centroide de cada una de las regiones 
del problema I. 

3. Encuéntrese el volumen de Ia región cilindrica cuya sección aparece 
en la figura 31. 



FIGURA 31 
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19. INTEGRALES MÜLTIPLES 

gn esta sección, indicaremos cómo puede generalizarse la integral 
de Riemann a intervalos en R". Los casos particulares más importantes son 
aquellos en que n = 1, 2 y 3. Los teoremas de esta sección son generaliza- 
ciones directas de los teoremas de las secciones 2, 3, 4, 5, 6 y 8 . En general, 
no daremos sus pruebas completas, pero indicaremos cuáles son las modifi- 
caciones necesarias de las pruebas dadas para sus análogos en el caso 
bidimensional. 

19.1 Definición. Si a = (a ly a„) y b = (b í9 b„) con a¡ ^ b¡ 

(/ - L entonces el intervalo cerrado [a, b] en R n es el conjunto de 

todos los puntos xeR" para los cuales 

a¡ ^ x¡ ^ b¡ (í = 1 , 2 ,..., n). 

EI intervalo cerrado [a, b] en R 2 es un rectángulo con vértices (a ¡, a 2 ), 
(¿>i, (b\ ,b 2 ) y (fli, b 2 ). Los iados del rectánguio son paralelos a los ejes 

coordenados. Las longitudes de los lados de [a, b] son los números b x —a x 
yb 2 -a 2 . 

E! intervalo cerrado [a, b] en R 3 es un paralelepípedo rectangular de 
vértices (a lt a 2 ,a 2 ), (a lf b 2> a 2 ), (a,, ó 2 , ó 3 ), (a í9 a 2t b 3 ) t (b x , a 2 , a 3 ), 
( 6 ,, b 2 , a 3 ), (b x ,b 2 ,b 2 )y(b Xy a 2i ó 3 ). De nuevo, ios lados del paralelepípedo 
son paralelos a los ejes de coordenadas y !as longitudes de íos lados son 
b¡~a¡(i = 1 , 2, 3). 

En R, el intervalo [a, b] tiene longitud b — a\ en R 2 , el intervalo [a, b] 
tiene área (b x —a,) (b 2 — a 2 )\ en R 3 , el intervaío [a, b] tiene volumen 
(b x —a x )(b 2 — a 2 )(b 2 — a 2 ). Necesitamos un término general que reemplace 
en R rt a las palabras “longitud” para R, “área” para R 2 , y “volumen" 

para R 3 . 

19.2 Definición. El contenido del intervalo [a, b] en R n , denotado por 
c (t a » b]), es , por definición , el producto 

I c ([a,b]) = fl (bi-aj. 

i = 1 

En los ejemplos particulares en R, R 2 o R 3 , la palabra “contenido’ 
Se reemplaza por longitud, área o volumen, respectivamente. 

^■3 Definición. Sea [a, b] cz R donde a — (a j,..., a n ) y b — (b x , ...» b n ), 
JPara todo i = l tenemos una partición P¡ = [xj \j = 0, I,..., k¡} 
e t a í> b¡] 9 donde a¡ = x¡° y b¡ = x¡ ki , entonces 

P = P x x P 2 x ... x P n 
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se dice qüe es una partición de [a. b] y definimos la norma 
lo que escrihimos \P\, por 


° ™aila * p 


|P| = máx {|/>¡| / = 1 ,.... n 


\ 

) 


es decir 


|P| = máx [x f J ’-x/ l ]j = l/ = 1,...,«} 


Si la partición P¡ subdivide a [a f , b¡\ en k¡ subintervalos unidime 
sionales. entonces P subdivide a [a. b] en k = ... k n subintervalos n-ft 

mensionales. Los subintervalos de [a, b] obtenidos por una partición P 
[a. b] pueden enumerarse consecutivamentey denotarsepor^-con i = 1 

1 * 1 * * ■ } K 

donde k = A ¡ ... k„. 

Si f es una función real acotada sobre [a, b], entonces hay números 
m y M tales que m < /(x) ^ M para todo xe[a, b]. Como en la sección 2 
pág. 314. definimos 


= \nf {/(x)|x 6 ^¡} 
M¡U) = sup {/(x) | xe.«¡}. 


Las sumas inferiores y las sumas superiores se definen por 

k 

L (/, P) = X 

i — 1 


U(f P) = I M,.(/)C(«¡) 

í- 1 

respectivamente, donde c(.#¡) es el contenido del subintervalo Se sigue 
entonces que 

19.4 /»r([a. b]) ^ L(/, P) ^ U(f , P) < Mc([ a, b]) M 

para todas las particiones P de [a, b]. Como en la definición 2.7, pág. 315, 
definimos la imegral inferior y la integral superior por 

|f / = sup {L(fP)\Pe0>} M 


e 


/ = ínf {U(fP)\Pe0>}, J 

jg rj b. * 

respectivamente, donde 0 es el conjunto de todas las particiones ■ 

Si la integral inferior y la integral superior de/ sobre [a, b] son Sjj 
decimos quc / es integrable sobre [a, b]. 
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vjón. Una función f sobre [a, b] se dice que es (Riemann) 
19,5 *nhre fa. b] si f está acotada sobre [a, b] e 

integ rahu sü 


'b 


fb 


f = 


/- 


$fes integrable sobre [a, b], entonces la integral definida (de Riemann) 


_ —* / t i 






/• 




La notación 


/ (x)d\ puede también usarse para representar la inlegral 


J a 

de /. Si el intervalo [a, b] es un intervalo en R , la integral se llama 
integral doble y si [a, b] es un intervalo en R 3 la integral se llama integral 
triple. En general, si [a, b] está en R" con n > 1, la integral se llama 
integral múltiple y si n = I, la integral se llama integral simple. Algunas 
veces se usan notaciones tales como 


b 

(*{* 


b 

/*/*/* 


f( x i 9 x 2 )dx x dx 2 e 


/(*i, x 2 , x i)dx j dx 2 dxs 


para denotar a las integrales dobles y triples. 

E 1 siguientes resultado es una consecuencia directa de la desigualdad 19.4 
y de las definiciones de las integrales inferior y superior. 


19.6 Teorema. Si f es integrable sobre [a, b ] y P es una partición cualquiera 

t a > b], entonces 


L(f P) < 


b /< U(fP). 


Véase el teorema 2 . 11 , pág. 319. 

s obre S !^ Uiente teoi *enia muestra que una función acotada es integrable 
Su Perio mterva *° t a » en R" si y sólo si la diferencia entre una suma 
pequeñ^ ^ ^ corres P onc ^‘ ente suma inferior puede hacerse arbitrariamente 


19* 7 T 

si p Qra ma * Llna función acotada f es integrable sobre [a, b] si y 
L(f ^ ® hay una partición P de [a, b] con la propiedad de 


sól 
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Prueba. Véase el teorema 2.14, pág. 320. 

Las propiedades básieas de la integral / son las mismas qae 1¿ S 

J a 

de ia integral doble (propiedades 3.1-3.8, pág. 322). 

Pasamos a continuación al problema de las integrales sobre conjuntos é 
más generales sobre R". 


19.8 Definición. Si f es una función definida y acotada sobre un conjunto 
acotado S en R\ definimos la función f s por la regla 

7(x) para xeS 
* 0 para xe<SS 

donde <SS es el complemento de S —el conjunto de todos los puntos de R n 
no en S. 


19.9 Definición. Si S es un conjunto acotado en R\ si [a, b] es un intervalo 


en R" tal que S c= [a,b] y si 


f s existe, entonces, por definición, 


Cb 


f = 




Ss 


19.10 Definicion. Si S es un conjunto acotado en R n y [a, b] es un intervalo 
en R n tal que S <= [a, b], entonces 




se llaman, respectivamente, contenido interior y contenido exterior de S. 
Si c(S) = c(S), entonces 1* es integrable sobre [a, b] y el valor contún 
se llama contenido de S. 


Si S tiene contenido se sigue que 




E1 contenido interior de S, siendo una integral inferior, es el supremo 
de sumas inferiores. Si P es una partición de [a, b] y ( M } denota el /ésim° 
subintervalo de P, entonces mfi\ g( ) = 0 para todo subintervalo Mj Q ue 
contenga puntos que pertenezcan a^u^y por tanto 

L(1 #I ,P) = £ 

j- 1 


19] 


Integrales múltiples 


399 


^ la suma de los contenidos de aquellos subintervalos de P que son sub- 
onjuntos de S¡. Por otra parte, eí contenido exterior de S es una integral 
superior y, por tanto, es el ínfimo de sumas superiores. Pero Mj(\-$) = 0 
s0 i am ente para aquellos subintervalos de P que no contengan ningún 
punto de S y por tanto * • 

l f V(h,P) = X Mj(h)c(®j) 

j= i 

es la suma de los contenidos de aquellos subintervalos de P que contengan 
puntos de W'. Así pues, ia suma inferior se aproxima al contenido de S por 
e I contenido de un conjunto inscrito de intervalos y Ia suma superior 
se aproxima al contenido de S por el contenido de un conjunto circunscrito 

de intervalos. 

Podemos demostrar que el contenido tiene propiedades análogas a las 
propiedades del área. Vemos así que el contenido es no negativo, que el 
contenido de una parte no es mayor que el contenido dei total, y que si 
un conjunto está dividido en dos partes que no se traslapan, entonces la 
suma de los contenidos de las partes es igual al contenido del total. Las 
pruebas de estas propiedades son las mismas que las pruebas de las pro- 
piedades correspondientes del área (págs. 333-334). 

A continuación demostraremos que el conjunto de las funciones 
integrables sobre un intervalo cerrado [a, b] contiene ei conjunto de todas 
las funciones que son acotadas sobre [a, b] para las que el conjunto de 
puntos de discontinuidad sobre [a, b] tiene contenido cero. 


19.11 Teorema. Sea f una función acotada sobre un intervalo [a, b] en R n 
tal que S, el conjunto de puntos de discontinuidad de f sobre [a, b], tenga 


contenido cero. Entonces 


Cb 


V * 


/ existe. 


Prueba. Véase el teorema 5.1, pág. 338. Reemplácese área por contenido 

V escójase 6 de forma tal que x l ,x 2 e$$ y Ix 1 — x 2 ¡ < J7td implique 
l/(x 1 )-/(x 2 )| < e . 

Los corolarios 5.2 a 5.6, págs. 339-340, se generalizan imnediatamente 
a R al igual que todos los resultados de la sección 6. 

Es posible introducir regiones en R" y discutir integrales sobre regiones. 
0 haremos esto; en Iugar de ello estableceremos la relación fundamental 
Cntre tas integrales múltiples y las integrales iteradas. 


^.12 Teorema. S¡ 

1 


f existe, y si para cada ye[ c,d], donde [c,d] es 


P r °yección de [a, b] paralela al eje X„, F( y) = 


'b n 


f(y,x„)dx n existe. 
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entonces 
. j 


"d 


fb. 


a» 


/( y,x„) dxjdy 


*d 

• F(y)dy existe e 





f(y,Xn)dx n 


dy- 


Prueba. (Véase el teorema 8.1, pág. 000.) Probaremos primero que p ara 
cualquier partición P = P, x P 2 x ... x P n de [a, b] 

L(f, P) < L(F , n < U(F, P ) ^ U(f , P) 


donde P' = />¡ x P 2 x ... x , es la partición de [c, d] inducida por l a 
partición P de [a, b]. La existencia de ía integral iterada y la igualdad de 
la integral múltiple y la integral iterada se sigue de esta desigualdad. 

Sea P = P, x P 2 x ... x P n una partición cualquiera de [a, b]. P induce 
una partición P’ = P x x P 2 x ... x />„_, de [c, d] en /: = ... 

subintervalos Sean 

m¡j (/) = ínf {f(y,x„)\yeSl¡, x„e[xí~', x„ J ]} 
mj(f; y) = ínf {/ (y. x„) | x„ J ]} 

M¡¡(f) = sup{/(y, x„)\ye¡%¡, x„e[x J „~ x„ J ]} 

Mj(f ; y) = sup{/(y,x„)|x„ 6 [x¿' 1 , x„ J ]}. 


Entonces, para cualquier ye^¿. 


t m w (/)(x„'-x¿“ , )< I mj(f;y)(xJ-xÍ-') = L(f,P„;y) 

j=l J=l 

/ 'b n 


/(y, 




^ U(f,P„;y) = I Mj(f;y)(xj-xi-') 

j~ 1 




< I AfyCOW-xr 1 ). 

;= 1 


Es decir, para toda ye^ f 

I m¡j(f)(xj—xi~') < F(y) « E M U V) (x¿ -xi~ l ) ■ 

>=1 > =1 

Como la anterior desigualdad se veriíica para toda yeá?¡, de ello se sigue qt* 
19.13 Y mü(/)(*, i -* 1 í ‘ , )<«,(f)<Mi(í)< í M¡j(f)(xJ-xí ‘) 

7-1 - , = 1 
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donde 


m-XF) = ínf {fCy) i ye.9?,} 


H M¡(F) = sup {F(y) | yeá? f }„ 

Multipücando la desiguaídad 19.13 por c($¿) y sumando desde i = 1 
hasta i = k, obtenemos 

L(f,P)= I I m tJ (f)(xJ-xí-')c(a¡) 

¡=i j=i 
k 

< I m,(F) c(«,) = L(F, P') 

4 = 1 


o bien 

19.14 


« U(F,n = I M,(F)c(*¿ 

i= 1 

* *„ 

«II M¡j(f) (xj—xi~') c(¡%¡) = U(f, P), 
1=1 /=1 


L(f, P) s: L(L, /") ^ Í/(F, />') « U(f, P). 


/*b 


Como 


/ existe, dada una e > 0 existe una partición P de [a, b] tal 
que í/(/, P)—Z.(/, P) < g. De 19.14 se concluye que 
K í/(^, P’)-L(F , />') ^ í/(/, P)-L(/, />) < £ 


y por tanto 


/*d 


F(y)dy existe. Por otra parte L(/, P) < 


b 


/ ^ C/(/, />) y 


/* d 




de modo que 


F{y)dy^ U(F,P') 


Por 


d 


/~ 


< U(f,P)-L(f t F)<B. 


tanto 


*b 

'*d 

’d 

r 

'b„ 

f / = 

J Sk t 

f F = 

* 

c 

L v 

f(y, X„)dx„ 
a n 


compieta la pfueba. 


la« ; ? S a contlnuac ión condiciones suficientes para asegurar la existencia 
as *ntegrales del teorema 19.12. 
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19.15 Corolario. Sea f una función acotada sobre un intervalo [a, b] en d* 
y continua sobre [a, b], excepto sobre un conjunto S de contenido CetQ 
con la propiedad de que toda recta paralela al eje X n intersecta con, cuand 0 
más , en un número finito de puntos. Entonces 


/- 


1 

/(y, x H ) dxjdy 


Gn 


1 


% 

donde [c, d] es la proyección de [a, b] paralela al eje X n . 


b 


Prueba. Por el teorema 19.11, / existe. Por otra parte, toda recta 

J a 

paralela al eje X„ que pasa por [c, d] intersecta a S en, cuando más, un 
número finito de puntos de modo que/tiene cuando más un número finito 
de discontinuidades sobre tal recta. Luego 


^(y) = 


/(y, x H )dx n 


existe para toda ye[c, d]. Por tanto, por el teorema 19.12, 

rb n 

/(y, x H ) dx 


"b 


'*d 


/ = 

F = 




® « 

c 



Qn 


dy. 


19.16 Corolario. Sea f una función acotada sobre un intervalo [a, b] en R* 
y continua sobre [a, b]. excepto sobre un conjunto S de contenido cero , con la 
propiedad de que toda recta paralela al eje X¡ (i = 1,..., /z) intersecta a S en, 
cuando más , un número finito de puntos. Entonces 


f(xi , * **» x„) dx n ’ ’ ‘ dx j 



’fel f 

/ = 

t • • 


a 1 J 


On 


Prueba. E1 corolario sigue del teorema 19.12 por inducción. Sea Sf e 
conjunto de todos los enteros positivos n para los que el corolario se verifica* 
Claramente Supongamos que meSf, es decir, que 


r<i /*fei 

F(y)dy = 

c J a 1 


fb T 


F(x x , •*•, x m )dx m ”-dx x . 


Consideremos ahora n = m-\- 1. Si toda recta paralela al eje X m+l intersec^ 
con S en cuando más un número finito de puntos, entonces/tiene cuan 
más un número finito de discontinuidades sobre una tal recta. Luego 




F{ y) = FCx, , x m ) -- 


m + I 


Qm + I 


f( X l » *“» X m> X m + 1) dx m + i 
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existe para todo ye[c, d], y, por el teorema 19.12 

. . fem+i> 


/- 




) 


t »«#9 6>n) {* b m + i 


t -**i íljn) 
(&l t *■ - 9 


/(^l» “ *» X m> X m + i) dx m + j 


a m + i 


^(^1» “ *> X m) 




(®¡ * fl m) 

'fel rbr 


a\ 

/’fel 

a i 


F( X 1 » "■» x m) d(x 1 , •■■, x m ) 


F( x i> •••» x m ) dx m -dx x 


rbr 




C bm + I 


a m + 1 


/ (*^ 1 » " *» X m » X m + i ) dx m + j dx * • * dx j 


y m+ley. De donde eí corolario se verifica para todos los enteros 

positivos n. 


20. RESUMEN 

En este capítulo extendimos la teoría de la integración desde las 
integrales simples hasta las integrales múltiples. Vimos que después de 
definir los intervalos en R 2 , R 3 o, en general, R", la teoría de Ia integral 
múltiple es exactamente paralela a la de la integral simple. En realidad, 
si se desarrolla Ia teoría para intervalos en R ', obtenemos la integral simple 
como el caso particular en que n = 1. Deben introducirse algunas nuevas 
consideraciones cuando deseamos extender el concepto de la integral a 
conjuntos acotados más generales de R". La evaluación de integrales 
múltiples puede reducirse en muchos casos a la evaluación de integra- 
! es *teradas, es decir, a la evaluación de integrales simples sucesivas. Las 
mtegrales simples sucesivas pueden evaluarse a veces usando el segundo 
teorema fundamental del cálculo: si F es una función tal que F' = f 

^obre [¿?, b~\ entonces |* / = F(b) — F(a). Si el teorema fundamental del 

álculo se prueba que es inaplicable, entonces puede usarse la integración 

«ümérica. 


^blemas 

cnJ* ^ncuéntrese el área de las regiones limitadas por los siguientes 
c ° n Jüntos de curvas. 

% y 2 = 2 + 2x, y 2 = 2 —4x 
x y = 0, x = 4, y — e x 

; C j + x = 0, y = 0 

J ol rizo de la hoja de Descartes y 2 (a + x) = x 2 (3 a — x). 


































































































































404 


Integrales múltiples 


tC a 


P' 6 


2. Encuéntrese el centroide de las regiones limitadas por los siguient^ 
conjuntos de curvas. 

a) x =0, x = 1, y = senh x, y = cosh x 

b) y = 2—x 2 , y = x | 

c) x = y 2 , y = x —2 

d) y = sen nx, y = x —x. 

3. Encuéntrese el momento de inercia de -las regiones limitadas por l as 
siguientes curvas con respecto a la recta dada. 

a) y = 2 — x 2 , y = x con respecto a x = v 2 | 

b) y = 2-x 2 , = x con respecto a y = 1. ’d 

4. Encuéntrese el momento de inercia con respecto al eje Y de la región 

limitada superiormente por la serpentina (a 2 + x )y = 2a x, en la parte 1 

inferior por el eje X, a la izquierda por la recta vertical que pasa por el 

punto máximo, y a la derecha por la recta vertical que pasa por el punto 

de inflexión con abscisa positiva. 

5. La fuerza total ejercida por un fluido sobre una región plana está 
definida como la integral sobre la región de la pres.on del flu.do donde la 
presión en un punto es el producto del peso por un.dad de volumen del 
fluido por la profundidad del punto respecto a la superfic.e del flu.do 

Derruiéslrese „ue p,« un, «glé, e„ uu p.ano ver.ld U te» - 
producto del área de la región por la pres.on en el centro.de de la region. 

6. Encuéntrese la fuerza total debida a la presión del agua sobre cada 
una de las siguientes superficies verticales. Todas las dlslanc ^ S ^ 
medidas en pies. E1 peso del agua es aprox.madamente de 62.5 

por pie cúbico. . 

á) limitada por la circunferencia x 2 +y 2 = 25; el nivel del agua .. . 

b) limitada por la parábola y = x 2 -4 y el eje X ; el nivel del aguj 

c) Hrnhada'por"la elipse 16x 2 + 25y 2 = 400; el nivel del agua sobre 

d) Umitada por la elipse I6x 2 + 25y 2 = 400; el mvel de. agua sobre la 
recta y = 4. 


F1JÍ1BHÍ13S Ja BBljLflÍB 

3 iiFsgralas 

BIBltÍElaS 


1. INTRODUCCIÓN 

coít'H ^ mayoría de los cas °Sj las funciones que hasta ahora hemos 
dorn 1 era ^° tcn ^ an c °njuntos de puntos de un espacio euclidiano R/* como 
coniu ni0 ' Ahora con sideraremos funciones con una familia (conjunto) de 
Pa^f 05 COm ° dominio; tales funciones se Ilaman funciottes de conjunto . 
dec0 n r 1CU ar> nos ocu P arc mos de funciones de conjunto con una familia 
c °n a ^ Untüs en ^ como dominioy con rangoen R. Ya nos hemosencontrado 

Su bconi naS funciones de tal ^'P 0 - Por ejemplo, si es la familia de 

decorr nf ° S ^ ^ ue tienen área, entonces la función A con regla 
res pondencia 

t f* 


A(<?) = 




1 para $ e Dí 
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es una función real de conjunto (una función de conjunto valuada en el 

campo real). . , + , 

A las funciones cuyo dominio es un conjunto de puntos en K l as 

llamaremos funciones de punto para distinguirlas de las funciones de 
conjunto. 


2. ANILLOS DE CONJUNTOS 

Recuérdese que si st <= &, el complemento de st con respecto a y, 
denotado por <€ v st, es el conjunto de todos los elementos xe $r tales 
que xés¿ Cuando en una discusión determinada Sf es fijo, denotamos al 
complemento de sé con respecto a ST por <€st y hablamos s.mplemente 
del complemento de st. Si sé y á? son dos subconjuntos de un conjunto Sf, 
el conjunto diferencia st es el conjunto de todos los elementos xest 
tales que es decir, st-» = st nV0. No exigimos que 0 sea un 

subconjunto de st para que la diferencia st-SS esté definida. 

2.1 Definición. Sea Sf un conjunto, y tR unafamilia no vacía de subconjuntos 
d'e Sf. La familia 9? se llama anillo (de conjuntos), o anillo booleano, 

si i, .^e.K implica 

y t-^eX. 

Como consecuencia inmediata de la definición de un anillo, si S, PeX, 
entonces i n ^e9i ya que t n * = *-(*-*). Además todo an.llo 
contiene el conjunto vacío, 0, ya que S-S = 0 para todo SeJi. 

2.2 Ejemplo. Demuéstrese que si es un conjunto acotado en R qae 
tiene área y % es la familia de subconjuntos de 9 que t.enen area, entonces Jt 

es un anillo. 

Solución. ÍH no es vacío ya que ^eDí. Sean £ y F elementos de JR 
Entonces t u F e 9 y por el teorema 4.12, pág. 334, Sjj 9 t.en ^ 
y por tanto pertenece a 9?. Además, i — ■‘F eJ\ ya que S 9 c - ’ 

teorema 4.15, pág. 336, S — 8' tiene área. c „ hrnn j u ntos 

E1 ejemplo 2.2 se generahza mmediatamente a la familia de s 
de un conjunto acotado que tienen contenido en R". En este cap.tulo n^ 
ocuparemos exclusivamente de funciones de conjunto reales defimdas 

un anillo de conjuntos con contenido en R . «praciones, 

En álgebra moderna un attillo es un conjunto R con dos opera 

adición y multiplicación, que satisfacen las prop.edades A, a A¡, i’ jj. 
y D enumeradas en la página 37. Si la ley conmutativa para ta «n 
cación, M 2 , también se verifica, el anillo se llama amllo f onmut *T p0 r 
Si consideramos la diferencia simétrica de conjun os 
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£= {£ — ^) vj {F — S) como operación de adición y la intersección de 
conjuntos como la operación de multiplicación, entonces es fácil probar 
que un anillo de conjuntos es un anillo, y precisamente un anillo conmu- 
tativo, en el sentido del álgebra. Como para todo 0AS = el 

conjunto vacío juega el papel de 0 en el anillo de conjuntos. Si 9C = U £ 




está en Jí, entonces para todo SeDi, 3C n S = £ y 3C desempeña el papel 
de 1 ^n el anillo de conjuntos. Un anillo de conjuntos se llama álgebra o 
álgebra booleana si $e J\. 


3. FUNCIONES DE CONJUNTO 


3.1 Definición. Una función de conjunto F sobre un anillo © de conjuntos 
en R" se dice que es finitamente aditiva si 

jfc F{£ w p) = F{£) + F{£F) 

siempre que £ , 3F e© y c{£ n !F) = 0. 

Por ejemplo, la función contenido es finitamente aditiva sobre un anillo 
de conjuntos que tengan contenido. 

Nota. En lo que falta de este capitulo usaremos el término “aditiva” 
para indicar “finitamente aditiva”. 


3.2 Ejemplo. Pruébese que si/es integrable sobre un intervalo [a, b] c= R/ 
entonces la función F definida sobre el anillo 3Í de subconjuntos de [a, b] 
que tienen área por la regla 


F{£) = 



f 


es finitamente aditiva. 


£e ái 


Solución. Primero demostraremos que si / es integrable sobre [a, b], 
entonces F está definida sobre el anillo 3Í. Si ^eDi, entonces £ tiene área. 
Como [a, b] tiene también área y / es integrable sobre [a, b], por el 
COr °lario 6.14, pág. 345, podemos concluir que / es integrable sobre £. 
^ £, F son subconjuntos de [a, b] que tienen área y A{£ n 3F) = 0, 
e ntonces, según el corolario 6.13, pág. 345, 


F{Skj2F) = 


/ = 




/ + 


á 


f = F{£) + F{F) 


& 


^ ejempló 3.2 se generaliza inmediatamente a conjuntos que tienen 

c °ntenido en R n . 

^efinimos la suma de dos funciones de conjunto reales F y G corao la 
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función de conjunto F+ C de domimo n S G y regla de correspond encja 

[/•'+ O] (ff ) == f' O^) 4- G {£) $6 D F n D c . . 

Análogamente, definimos la diferencia F— G. '*■] 

Si F y G son funciones de conjunto fimtamente aditivas sobre Un 
-millo © entonces F+O y F- G son finitamente aditivas sobre ©. p." 
ejemplo 'si /. y c(é r. *) = 0, entonces *1 

[ F - C] (S cj JT) '= F{S u SFj- G(S u F) ‘fl 

= F(g) + F(SF)-G(S)-G(P) 

= (F-G\ (S)+(F- G)(P). 4 


3 3 Definición. Una funciórt de conjunlo aditiva F se dice que es monótona 
(no decreciente) si sus valores son todos no negativos. I M 

Se sigue fácilmente de La definición 3.3 que si F es una función de 
coniunto aditiva monótona d.efinida sobre un anillo 9i y 8, ¿FeX con S c F , 

entonces F(S) « F(&)\ en efect °> *> Y 8 c & lm P llca 

F(tF) = F(S o O? — <?)) = F(<S) + F(¿e —6)^ F(S). :,J| 


La función contenido es un ejemplo de una función monótona. Además, 
s¡ i a función / del ejemplo» 3.2 tiene sólo valores positivos sobre [a, b]. 
entonces, para SeD t, por la propiedad 6.7, pág. 342, ■ 


F(S) 


f> 


0 = 0 


^ ^Definimos a continuacián lo s conceptos de límite y denvada. Siemj^ 

« „». función d, :z:¿7£ 

4 nue X es un pnnto de acumulacion del dommio a 

SUP m x se dice que es un pumto de acumulación de una famiha ' 

de contenido positivo que contiene a x 0 y tiene diametro d(S) 

d(S) = sup {|x-y| | x > I 

3 4 Definición, Sea F una función real de conjunto definida 
Lilia ^ conjuntos de R"- Utfunción F se dice gue ‘ iene e ‘¡^loción 
loque se escribe: lím F - bo linn F(S) = b,six 0 esunpunto deacu j 

de la familia S f ysi para cada e°> 0 exítfc ««« ¿ > 0 m/ ? we ^ 

|F-(#)-é| < s 

toí es un conjunto de contenido positivo tal que *o 
siempre que ée¿J F cs j 

d(S) < S. 


1 
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, p existe para todo x en un conjunto ff, entonces obtenemos 
función de punto / definida sobre Sf con regla de correspondencia 

o 

puede probarse fácilmente que si lím F y lím G existen y x 0 es un punto 

de acumulación de ®, n S 0> entonces 
E lím [F + G] = lím F + lím G 


/(*) 


XA 


xa 


lím [F — G] — lím F — lím G . 

XQ Xo xo 


Si definimos el producto y el cociente de dos funciones de conjunto reales 
como las funciones FG y F/G con reglas de correspondencia 


[FG] (S) = F(fl G(#> y 



F(S) 

G(S) 


y dominios D FG = S f nS c y 0 f/G = {^e0 f n D G | G(S) ^ 0}, respecti- 
vamente, entonces los teoremas sobre producto y cociente de límites son 
válidostambién para estas funciones. 


3.5 Denmcion. Sea Sf un conjunto de puntos de acumuiación del dominio D f 
de una función de conjunto F. Una junción de punto f se dice que es el límite 
uniforme de F sobre Sf si para todo e > 0 existe un número Ó > 0 tal que 

^■1 \F(S)~f(x)\ < e 

siempre que xe¿f y £eT) F es un conjunto con contenido positivo tal que 

yd(i)<6 .. 

^•6 Definición. Ona función de conjunto F definida sobre una familia de 
c on'juntos en R" se dice que es diferenciable en el punto x y que tiene 
dertvada [DF] (x) s i el límite 

[Z)F] (X) = lím 

<? -»x C (éT) 

existe / r 

F es diferenciable sobre un conjunto ¿f si F es 
si Df es , e , ef \ CQ da punto de ¿f y F es uniformemente diferenciable sobre Sf 
ia deriiQ C ¡ a un (forme de Fjc sobre Sf. Lafunción de punto DF se llama 

Se 

^'^ er encia de ^ c4rnente * as reglas para la derivada de una suma y una 
* as regj as , C 0s f un ciones de conjunto reales toman la misma forma que 
as para el caso de funciones reales de una variable real. 
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4. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO 

En esta sección probaremos dos teoremas que son análogos al primero 
y segundo teoremas fundamentales del cálculo. Para funciones ieales de 
variable real el primer teorema fundamentai del cálculo rezaba: si / es 
continua sobre un intervalo entonces 


Cx 





-/(*) 


para a,xe/ cualesquiera. El segundo teorema fundamental nos dice: 
si F tiene una derivada continua sobre un intervalo J , entonces para 

todo a , be / 



D x [F(x)] dx = V(b)-F(a). 


Antes de considerar los análogos de los teoremas fundamentales del 
cálculo introducimos las nociones de distancia entre un punto y un conjunto 
y de distancia entre dos conjuntos. La distancia de un punto \ a un 
conjunto sé en R\ denotada por d(x , sé), se define como sigue: 

d(x,jé) = ínf (|x—y| | yesé}. 


Claramente, d(x,st) > 0 y si xesd, entonces d{x,sf) = (h Probaremos 
ahora que si sí es cerrado y xf.rf, entonces d(x,sí) > 0. Como xe_ 
y <ésd es abierto, existe una vecindad Sf (x; e) de x que está contemda en 
Luego d(x, sí) > e > 0. Si s/ no es cerrado, podemos tener d{x,s/) u ’ 
aun cuando xfsrf. Por ejemplo, si st es el disco abierto umtano [x \ |x| < J 
en R 2 y x = (1,0), entonces d{x,st) = 0. En general, si x es un pun 
frontera de st, entonces d(x, st) = 0. Para un conjunto st hjo en 
la función d„ definida por rf„(x) = d(x, sá) es contmua sobre R 
continuidad de d« se sigue de la desigualdad del triángulo: 

|x — z| < |x—y| + |y—*|. 

Así pues, para cualesquier x, yeR", 

djj(x) = ínf {|x-z| | zes/} ínf {|x-y| + |y-z| | ze.a/, 

= |x — y| + ínf {|y-z| | z est} = |x —y| + rf rf (y)- J 

Análogamente, d¿( y) < |x —y|+</rf(*). P° r tanto, 1 

l^(x)-^(y)l « |x-y| 

de modo que \d¿(x)-dj(y)\ < e siempre que |x-y| < S = c. 
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$i sé y $ son conjuntos en R n , la distancia entre sé y denotada 
por d(sé, se define como sigue: 

K d(sé, &) = ínf {dz(x) | xeséj. 

Tendremos ocasión de usar el siguiente 

4.1 Teorema. Si sé es un conjunto cerrado y acotado en R n y & es un 
conjunto cerrado en R” tal que sé n@ = 0, entonces d(sé, @) > 0. 

Prueba. Como dcg es continua sobre el conjunto cerrado y acotado sé, 
tiene un mínimo sobre sé (teorema 7.9, pág. 479). Es decir, para algún 
x 0 esé, d(sé,$) — d# (x 0 ) = d(x 0í Ú8). Como sé n ^ = 0 y ^ es cerrado, 
d(x Q ,@) > 0- Luego d(sé,3d) > 0. 

4.2 Teorema. (E1 primer teorema fundamental del cálculo.) Sea un 
conjunto abierto en R ; ' y sea f una función de punto continua en Si ¿F es 
un subconjunto cerrado y acotado de que tiene contenido , entonces la 
función de conjunto F, definida sobre el anillo D? de subconjuntos de que 
tienen contenido de acuerdo con la regla 

* 

Ki F(S) = f 

Js 

es uniformemente diferenciable sobre JF y DF = / sobre 3F. 


Prueba. Sea e > 0 cualquiera. 
número Ó > 0 tal que 

[/ F(f) 

■í ; c ($) 


Deseamos demostrar que existe un 


“/(x) 


< £ 


Sl empre y S'edi es un conjunto que contiene a x, tiene contenido 

positivo y diámetro menor que 5. 

Oüé ^ eS cerrado y ac °tado y <$& es cerrado, el teorema 4.1 implica 

Entoncec ^ °' Sea " = ^ >' sea .Jf = {x | d(x, ?) < r). 

conti ^ eS Un con J unto cerrado y acotado y ^ c c Como/es 
Pág 478 S0,Dre f es tiniformemente continua sobre (teorema 7.6, 
siemn ^ Lue ^o para cada e > 0 existe un <5, > 0 tal que |/(x)- /(y)| < £ 
x e ^ re que Xí y eJ ^ y lx-y| < ó^. Sea ahora 3 = mín {S ly r}. Entonces 

Tom e X " yl ^ ó implica y6t? f y l/W-/(y)l < e * 

eontenid 0108 y sea un con ju nt o que contiene a x, tiene 

Af ^ „ 0 positivo y diámetro menor que ó. Si m = ínf {/(y) | yeS y 
P \ f( y) I ye^}, entonces 


0 < f(x) 






































































































412 


Funcíones de conjunto e integrales múltiples 


[Cap. 7 


Además, por las propiedades 6.2 y 6.7, pág. 34í, generalizadas a R' 1 , tenemos 

r 


mc{<g) F(S) 



/ Mc(S). 




Por tanto, 


o bien 


/(x) — £ ^ m ^ 


M s( /(x) + e 

c(S) 


F(S) 

c(S) 


- /(*) 


^ e. 




Lo que muestra que F es uniformemente diferenciabie sobre & y DF=f 
sobre íF. 

Antes de probar el análogo del segundo teorema fundamental del cálculo, 
probamos dos lemas. E1 primer iema es un caso especial del teorema de 
extensión de Tietze. Una función g se dice que es una extensión de una 
función/si <= y f(x) = g(x) para todo xe<$ s . Si g es una extensión 
de /, entonces / es ia restricción de g al dominio de /. 


4.3 Lema. (Teorema de extensión de Tietze.) Sea sé un conjunto cerrado 
en R” y sea f una función real, acotada y continua definida en sé. Entonces 
existe una función realy continua g definida en R" que es una extensión defy es 
tal que sup {^(x) | xeR' 1 } = sup {/(x) | xe^} = M e ínf {#(x) | xgR”} 
= ínf {/(x) | xesé} = m. 


Prueba. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que m > 0, puesto 
que en caso contrario podríamos añadir una función constante a /. 
Definamos g sobre R" por la regla de correspondencia 


m 


para xesé 


0(x) = 


-ínf {/(y) |x — y| yesé} para xe<ésí. 

d(x, sé) 


Si xe^, entonces d(x,sé) > 0, digamos d(x,sé) = r. Para todo 

m|x-y| </(y)|x-y| ^ A/|x-y|. 


Por tanto 

ínf m|x ~ yl ^ ínf /(y)|X ~ y l í inf 

y € st 1' ye j/ r • y e / 

es decir, m ^ g(x) ^ M para xe<ésé. De donde para 
m =$ ^(x) ^ M. 


toda ’ 
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pasamos ahora a probar ía continuidad de g. Consideramos puntos 
¿e sén sé e = y sé b separadamente. 

1 . La continuidad de g sobre sé¡ se sigue inmediatamente de la de /. 

2. Sobre ei conjunto abierto <€sé = sé e sea g(x) =-!- h(x) donde 

d(x,sé) 

h(x) = ínf f(y) |x y¡. Como d(x, sé) > 0 para xetfsé y d es continua 

y e 

sobre g es continua sobre <6sé si y sólo si h es continua sobre <€sé. Sea 
d(x,sé) = Para x, x'e<€sé con |x —x'| < e ^ r y para yesé, tenemos 

|x-y| < |x'-y| + e. 


Luego 

f(y) |x — y| </(y)|x'-y|+/(y)£ ^ f( y ) \ x '-y\ + Me 

y, por tanto, 

E h(x) ^ /?(x') + A/£. 


Análogamente, /t(x') ^ h(x) + Me de modo que |/?(x)-/í(x')| ^ Me 
siempre que |x —x'| <£</■. Así pues, h es continua sobre ( €sé y, por 
tanto, g es continua sobre <€sé. 



■ ^’ ^ ara x ^sé b , dado un e > 0 sea ó > 0 tal que ye^ n £€(x; ó) 

r P lca l/(y)-/(x) < £. Tomemos x'etfsé tal que |x —x'| < í 7<5 donde 

q _ m 

^K¡5+r~ (^S ura 1)* Deseamos mostrar que 


4.4 


d(x', sé) = ínf {|x'-y| | yesé n Sf(x; <5)} 
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tc 


ap, 7 


ínf /(y) |x' —y| = ínf _/(y)|x'-y|. 

ye sí y € sér\$f (x; 5 ) 


Si yejtf — Sf(x; Ó ), entonces 


x'-y| > |x —y| - |x-x'| >(1 -q)d = 


M 


M + m 


6>qS> |x' — \ 


La ecuación 4.4 se sigue de esta desigualdad. Además 

Ínf /(y)|x' — y| > m(l -q)S = Mqó > /(x)|x'- x | 

y e sf~y{x; ó) 

y 1a ecuación 4.5 se sigue de esta desigualdad. Ahora bien, p ar a 
yestf n £f(x; S) y x'e^sd n Sf(x; qó ), tenemos 


[/(x)— £ ]|x' —y| </(y)|x'-y| < [/(x) + e] |x' — y|. 


Por tanto 


ínf [/(x)-e] |x'-y| « ínf /(y)|x'-y| 

ye^n/(x¡ í) y e sf n, & (x; < 5 ) 

« ínf [/(x) + e] Jx' — y| 

yej^n Sf{x; 4) 

y, por las ecuaciones 4.4 y 4.5, 

[/(x)- E ]d(x',^) « ínf/(y)|x'-y| S= [/(x) + e] d(x\ sf) 

y e s/ 

de modo que 

/(x)-É s£ ^(x') < /(x) + £. 1 

Así pues, para x e^sd y |x —x'| < qó , tenemos 

|^(x')-^(x)| = |^(x')-/(x)| « E. H 

Por otra parte, para x'estf y |x —x'| < qS, 

\g(x')-g(x)\ = |/(x')-/(x)| < e. 

Por tanto, |x —x'| < qó implica \g(x') — g(x)\ < £ y g es continua en *f 

Y esto completa la prueba del lema. a a mental 

E1 siguiente lema es un caso particular del segundo teorema un 

del cálculo. 


4.6 Lema. Sea [a, b] un intervalo en R n y sea F una funcion ae ^ {erji ¿ 0 . 
aditiva definida sobre el anillo 9í de subconjuntos de [a, b] que tienen Je 

Si F es uniformemente diferenciable en [a, b] y si sobre [a, b] a 
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f es ig ual a entonces f es uniformemente continua sobre [a, b] y 

cada intervalo / <= [a,b], F(/) — 


/. 


4 ] 

punt° 
para 

Como F ^s uniformemente diferenciable sobre [a, b], para 
Squtr £ > 0 existe un á > 0 tal que 

'^ -/(*),< E 

cW 


* nre que xe[a, b] y Sed\ contenga x, tenga contenido positivo y tenga 
diámetro menor que ó. Sean x, ye[a, b] tales que \x-y\ < ó y escojamos 
de modo tal que x, yeS, c(S) > 0 y d(S) < ó. Entonces 


|/(x)-/(y)| < 




< 2e 


y / es uniformemente continua sobre [a, b]. 

Según el teorema de extensión de Tietze, existe una función continua 
g sobre R” con valores en R que coincide con / sobre [a, b] y es tal que 

^ sup (#(x) | xeR") = sup {/(x) | xe[a, b]} 


ínf {^(x) | xgR"} = ínf {/(x) | xe[a, b]}. 

Sea G la función de conjunto definida sobre el anillo Dí' de subconjuntos 
de R n que tienen contenido por la regla 


G(S) = 


SeSü'. 


s 


Según el primer teorema fundamental, G es uniformemente diferenciable 
^bre^[a, b] y DG = g = / sobre [a, b]. Sea H = F— G. Sobre [a, b], 
- DF— OG = f—g = 0 y deseamos demostrar que para cualquier 
^ervalo / c [a, b], F(J) — G(J) o, lo que es equivalente, que H( t /) = 0. 

S o-- £ c !>]- Como H = F—G es uniformemente diferenciable 
mj sub C ° n ^ er ‘ vac ^ a para cada e > 0 existe una Ó > 0 tal que si $ es 
d(6\ / que tiene contenido distinto de cero y diámetro 

^ d, entonces 


°bie n 


H(é) 

c(é) 


- 0 


< £ 


£t . \H(€)\ < ec(S). 

mtervaio / 

* Puede dividirse en un número finito de subintervalos 
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/.(j = |, k) de diámetro menor que Ó con c(J¡ n / y ) = 0 para i ^y 
Ahora bien, G es aditiva, luego H = F— G es aditiva y 

^ I |H(/;)I < I ec(/j) = £c(/). 

;=i 

Como £ > 0 es arbitraria, concluimos que H(J) = 0 para cualquier 
/ c [a, b]. Por tanto 




I H(/j) 

J -1 


F(/) = G(/) = 


-L 


/• 


4.7 Teorema. (Segundo teorema fundamental del cálculo.) Sea [a, b] un 
intervalo en R" y sea F una funcián de conjunto monótona y adiliva definida 
sobre el anillo Dí de subconjuntos de [a, b] que tienen contenido. Si F es 
uniformemente diferenciable sobre [a, b] y si Dh — J sobre [a, b], entonces 
sobre el anillo 


F (<?) = 


/ 8 6 :K. 


Prueba. Sea <íeí)í. Como 8 tiene contenido, por el teorema 4.17, pág. 337, 
generalizado a R”, la frontera S b de 8 tiene contenido cero. Luego, para 
un £ > 0 cualquier dado, existe una partición P de [a, b] tal que la unión 
sd de todos aquellos subintervalos de la partición P que contienen puntos 
de 8„ tiene un contenido c(.sd) < e. Sea » la unión de todos aquellos 
subintervalos de la partición P que contienen solamente puntos del mterior de 
8. Como sd y M son, cada uno, la unión de intervalos y F es aditiva, 

de acuerdo con el lema 4.6 tenemos 


F(sd) = 


f y F(m = 


a 


/• 


Sea M = sup {|/(x)| | xe[a, b]}. Entonces 




* 



m 



/ - 

f 

— 


f 

< 

* 

s J 

m 



é A S& 



|/| $ Mc(sd) < Me 


n s/ 


y como F es aditiva y monótona, 


F(8) - 


f 


m 


= \F(S)-F(m = \F(8nsf)\ $ \F{s*)\ = 


/ 


si 


< Me 


Combinando estas dos desigualdades, tenemos 


F(S) - 


J' 


< 2Mc. 


Como £ > 0 es arbitrario, esto nos dice que F(S) - 


f. 
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5> CAMBIO DE VARIABLES EN LAS INTEGRALES MÚLTIPLES. 

UN CASO ESPECIAL 


£n el caso de las integrales simples, sabemos que si se efectúa un cambio 
¿e variable y — f(t ), entonces la integral g(y)dy se convierte en la 


V 

g(f(t))f'(t)dt , es decir, tenemos el teorema: si 

a t 

1) g es continua sobre un intervalo F. 

2) / tiene una derivada continua sobre un intervalo S. 

3) f(S) = {f(t)\ teS} e W. 

4) f(ot) — a y f(p) = b para algunos x, fieS , 

entonces 


rb 




9 = 


'0 


(9 °f)f' 


En esta sección y en la próxima obtendremos un resultado análogo para 

las integrales triples. 

Ahora daremos una prueba del teorema que para integrales simples 
acabamos de enunciar. Nuestra prueba del teorema sobre cambio de 
variable en las integrales triples se modelará sobre esta prueba para 

integrales simples. Sean 


G(x) = 


g y F(t) = G(f(t)). 


Entonces, según eí primer teorema fundamental del cálculo 
If G'(x) = g(x) 

V de acuerdo con la regia de ía cadena para la derivada de las funciones 

c ompuestas, 

■ F’(t) = G f (f(t))f(t) = g(f(t))f'(t) teS. 

^ 0n de, según el segundo teorema fundamental del cálculo. 


P 


9(f(t))f(t)dt = 


'0 


F(t) dt = F(p)~F(a) = G (/(/?)) -G (/(«)) 


= G(b)-G(a) = G(b) = 


9 * 


V 


En 


esta prueba hemos usado tanto el primero como el segundo teoremas 
del cálculo y la regla de la cadena. Otro hecho que implíci- 
dey e se esta usando en la prueba, es el resultado de que la continuidad 
, So re el intervalo S implica que f(S) es un intervalo. Para la integral 
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triple consideramos una función de conjunto G definida, sobre un anillo Dí 
de conjuntos que tienen volumen, según la regla de correspondencia 

G{&) = g, 

y deseamos obtener un teorema para un cambio de variable dado por una 
transformación 1 / de R 3 en R* 3 . En vista de nuestra anunciada intención 
de dar una prueba modelada sobre la prueba del caso unidimensional, 
notamos que en la sección 4 obtuvimos los dos teoremas fundamentales del 
cálculo, el primero y el segundo, para funciones de conjunto. Necesitaremos 
una regia de la cadena para la derivada de G o f, y también será necesario 
demostrar que Ias transformaciones que consideramos que transforman 
conjuntos que tienen volumen en conjuntos que tienen volumen. 

En esta sección consideraremos transformaciones lineales de R 3 en R 3 . 
Una transformación f de R" en R m con regla de correspondencia 

f(x) = /4 x + y°, 

donde A es una matriz m x n de constantesy y° es un punto en R m , se Ilama 
transformación lineal. 2 Si y° = 0 la transformación es una transformación 
hneal homogénea y si y° ^ 0 la transformación es no homogénea. Cada 
transformación Iineal homogénea transforma el origen de R" en el origen 
de R m . Una transformación iineal no homogénea es la composición de una 
transformación lineal homogénea seguida de una traslación que mueve 
cada punto de R m una “cantidad” y°. 

Nota. Es práctica común decir que una transformación f de R" en R m 
es lineal si 

i{rx + sy) = rf(x)+5Í(y) 

para todo r, ^eR y x, yeR” y llamar a esta propiedad propiedad de 
linealidad. Con esta terminología una transformación lineal es 
homogénea. Una transformación lineal se llama comúnmente trans- 
formación afín. 

Una transformación lineal f de R" en R m es continua sobre R". P ara 
cualesquier x 1 , x 2 eR", tenemos 

Ifíx 1 )-!^ 2 )! = |/4(x 1 x 2 )| < ||v41| Ix 1 — x 2 | 

donde \\A\\ es la norma matricial euclidiana de A , pág. 259. Si ||^ll = 
entonces f es una transformación constante y |f(x 1 ) —f(x 2 )| = 0 < £ P ara 


EI término “transformación” es sinónimo del término “función” y a menudo 
emplea para funciones de R n en R m cuando m y n son, ambos, mayores que uno. ^ 
A tal transformación es muy frecuente Uamarla afín, reservando el nombr 
lineales a las que los autores llaman Hneates homogéneas. [N. del T.] 
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'ualesquier x 1 , x 2 eR". Si \\A\\ > 0. entonces para cada £ > 0 podemos 


tomar 


ó = 


II /III 


. Entonces [x 1 — x?| < 6 implica |f(x 1 ) — f(x 2 )| < e. 


Sea f una transformación lineal de R 3 en R 3 

f(x) = /íx + y u 


donde 



Veamos primero aigunos resultados sobre el cambio de volumen de los 
conjuntos bajo la transformación f. 


5.1 Lema. Sea f una transformación lineal de R en R 3 . Si [a, b) es un 
intervalo en R \ entonces f([a, b]) tiene voíumen y 

■ V( f[a,b])« |det (/í)| K([a, b]) 


donde det {A ) denota el determinante de la matriz A. 


Prueba. E1 intervalo [a, b] es un paralelepípedo rectangular con lados 
x 1 = (ó^-a^O, 0), x 2 = (0, ó 2 -a 2 , 0), x 3 = (0, 0, b^-af) 

paralelos a los ejes coordenados, es decir, [a, b] es eí conjunto de puntos x 

tales que 

| x = a + (b , — a j)i + t 2 {b 2 — a 2 ) j + / 3(63 — a 3 )k 

donde /,6(0, 1], í = 1, 2, 3. Como 

f(x) = /lx + y° = +a + y° + «,(¿) 1 — a t )Ai + t 2 (b 2 — ai)A'} +t 3 (b 3 -a 3 )Ak 
~ f(a)+/,(¿>,-a,)A‘+/ 2 (6 2 -a 2 )A-’ + /j(f> 3 -aj)A\ 

Hla, b)) es un paralelepípedo de iados 

y' = {b¡-a¡) A\ / = 1,2, 3 

d°nde A 1 es la /-ésima columna de ia matriz A. Ahora bien, el volumen del 
+ i^leleplpedo f([a, b]) es el valor absoluto del triple producto escalar de 
0s lados (pág. 61). Por tanto, usando el problema 7b, página 58, obtenemos 

R U(f([ a , b])) = |[y 1 y 2 y 3 ]| = |y 1 ■ (y 2 x y 3 )| 

K = (^-^(^-flaK^-^s) IA 1 * (A 2 X A 3 )| 

= R([a, b]) |det (A T ) | = K([a, b]) |det {A)\ 
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donde A T es la transpuesta de la matriz A, es decir, A r es la matriz qu e 
se obtiene escribiendo los renglones de A como las columnas de A r . 

5.2 Teorema. Sea f una transformación de R 3 en R 3 con regla de 

correspondencia f(x) = +x + y°. Si £ c R 3 es un conjunto acotado que tiene 
volumen, entonces f(¿?) tiene volumen y = |det (A)\ V(£). 

Prueba. Sea [c, d] un intervalo en R 3 tal que S c: [c, d] . Como S tiene 
volumen, para cada e > 0 hay una partición P de [c, d] tal que 

5.3 U(\g, P) — e < V(S) < L(\ St , P) + e. 

Sea sé la unión de los subintervalos de P que están contenidos en 
y sea 28 la unión de los subintervalos de P que contienen puntos de i. 
Entonces 

L(\g ti P) = V(sd) y U(\g,P)= V(28) 
y la desigualdad 5.3 se hace 

5.4 V(28) — z < V(S) < V(s8) + e. 

Como sd a S 28, tenemos í(sd) c Í(S) c: i(28) y por la desigualdad 4.7 
y el Iema 4.9, pág. 333, 

5.5 z(fc*o)« zwf» < v{/(s)) ^ v(fm. 

Y ahora, por el lema 5.1, como sé y 2$ son, cada uno, la unión de un conjunto 
de intervalos que no se traslapan (es decir, V(M¡ n fflj) = 0 para i ¿ j\ 
concluimos que 

V(Í(sd)) = |det(+)| V(sd) y V(i(28)) = jdet (A)\ V(28). 

Por tanto, por las desigualdades 5.4 y 5.5, 

= |det (.4)1 [V(3S)~ V(j¿)\ < 2s |det (A)\ i 

y como e > 0 es arbitrario, F(f(<f)) = F(f(<?)) y f(<?) tiene volumen. De 
donde la desigualdad 5.5 toma la forma 

|det (/4)| V(sé) < V(f(g)) < |det (A)\ V(3S). 

Como sá c. S <= 3S y todas tienen volumen, se tiene 

|det (/4)| V(si) < |det (/4)| F(<?) |det(/4)| V(®). 

De estas dos últimas desigualdades y de 5.4, obtenemos 

| F(f(<?)) —|det (.4)1 K(<?)| < |det (<4)| [V(3i)~ V(si)\ < 2e|det(<4)| 

y de nuevo, como e > 0 es arbitraria, concluimos 

V(f(S)) = |det (A )| V(t). 1 
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5.6 Ejemplo. Sea & la región limitada por el plano con ecuación 
z = x+2y + 1 por la parte superior, debajo por el plano XY, y lateralmente 
por e I cilindro elíptico de ecüación 2x 3 + 4jcy + 5y 2 + 2x-y-4 = 0. 
Encuéntrese el volumen de 

SoluCIÓn. Buscaremos una transformación f con regla de correspondencia 
de la forma y = f(x) = Ax + y° tal que 22 = f (S) con una S que tenga una 
descripción relativamente simple. Como la frontera lateral de 3* es un 
cilindro elíptico, hay cilindros elípticos de la misma forma con ejes sobre 
e I eje Z y los ejes de una sección normal paralelos a los ejes de coordenadas. 
Luego podemos considerar a 38 como la imagen de una región S con 
frontera lateral del tipo descrito al aplicársele una rotación alrededor del 
eje Z seguida de una traslación. Bajo la transformación con regla de 
correspondencia (véase el vol. I, pág. 257) 


í x \ 


”V5 0 \ /”\ f-\ 

i 


-1 


V,/ \ 


V5 

0 


V5 

0 


0 


+ 


J\J \o / 


encontramos que la frontera lateral de & es la imagen del cilindro elíptico 
con ecuación u 2 + 6v 2 = . La descripción de S se simplífica aún más 

si la frontera Iateral es un cilindro circular. Reemplazando v en ía trans- 

formación anterior por — —v 9 es fácil verificar que la transformación f con 

v 6 

regla de correspondencia 


'U 


-1 


y = i(u,v,w) = A \ v + j 




0, 


donde 


+ = 


/ ^ 
1 

V5 


I 


V5o 

2 


0 


—-— 0 


\ 


0 


v 30 
0 
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transforma la región é\ limitada lateralmente por el cilindro circular d 
ecuación u 2 + v 2 = porarriba por el plano de ecuación w= -i x 30r + | & 
> por debajo por el plano í, K, en la región 3?. Luego, por el teorema 5 ~) 

V(&) = |det(/í)| V(é) =-L F(#) 

V 6 




' , V 2Í/4-ii* 

* ^v/30i-+ 1 

J 'Tv'TT . 

- v'21/4-u^ J 

0 


dwdvdu = 


Consideraremos a continuación una regla de la cadena. Una función 
de conjunto G definida sobre una familia Di de conjuntos en R 3 que tienen 
volumen, es diferenciable sobre un conjunto y c R 3 si para cada ye.y 


DG( y) = lim 

V(3F) 


existe. Luego si G es diferenciable sobre Sé, entonces 

5-7 G(&) = DG(y) K(J*') + ct>(y; &) v(F) 

doncie DG(y) es independiente de ¿F, la función O está definida sobre 
Xl7í ’. y lím 't’Cy; -^) = 0 para todo yeSr. Sea f una transformación 

& ~*y 

lineal de R 3 en R 3 . Si S es un conjunto acotado en R 3 que tiene volumen, 
entonces, por el teorema 5.2, ¡F = f(¿>) tiene volumen. Definamos Ia 
tuncion de conjunto F = C = f por Ia regla de correspondencia 

F(S) = G(i(S)) 

donde S es un conjunto acotado en R 3 que tiene volumen y f(<?)e‘J) c - 
upongamos que xeR 3 esunpunto tal que y = f(x)eó^. Entonces, como 
3 — |det (/d)| V(S), Ia ecuación 5.7 toma la forma 

5.8 F(S) = G(!(£)) = DG(f(x)) jdet (A)\ V(§) 

+0(f(x);f(S)) |det (A)\ V(S). 
Por otra parte F es diferenciable en x si y sólo si 

F(S) = DF(x) V(S) + 'V(x ; S) V(S) 

donde DF(x) es independiente de g y lím ‘P(x; <?) = 0. Comparando 
esto con la ecuación 5.8 vemos que F es diferenciable en x con 

5.9 Df(x) = Z)G(f(x)) |det (A)\ ¡ 

y ^(x, é) = d)(f(x); f(^))|det (A )\. La ecuación 5.9 es la regla de I 3 
cadena que buscábamos. 
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Recordemos ahora la definición de función univalente o uno-uno . 1 
Una función es un conjunto de pares ordenados tal que no hay dos pares dis- 
tintos que tengan el mismo primér elemento. Si, además, no hay pares 
distintos que tengan el mismo segundo elemento, la función se dice que es 
univalente o uno-uno. Una función univaíente establece una correspondencia 
u no-uno entre su dominio y su rango. 


5 10 Lema. Sea f una transformación lineal de R ' en R 3 con regla de 
correspondencia f(x) = Ax + y°. Si det (A) # 0, entonces f C 5 una trans- 
formación univalente sobre R 3 y Si det (A) = 0, entonces f transforma a 
todos los puntos de R 3 sobre un plano que pasa por y°, sobre una recta que 

pasa por y° 0 sobre y°. 


Prueba. Sea y = f(x), entonces 


Ax = y-y°. 


Si det (A) * 0, por el corolario 10.4, pág. 80, este sistema de tres ecuaciones 
lineales tiene una solución única x = f*(y) para cada yeR 3 . Luego ^es 
univaiente y sobre R 3 (es decir, el rango de f es todo R 3 ). Si el det (A) - 
y A 1 , A 2 , A 3 son las columnas de A, entonces, por el teorema 6.4, pag. o , 
A 1 , A 2 , A 3 son linealmente dependientes. Ahora bien 

f(x) = y° + ^x = y° + A 1 Xj + A 2 x 2 + A 3 x 3 . 

Si dos de los vectores, digamos A 1 , A 2 , son linealmente independientes 
mientras que A 1 , A 2 , A 3 son linealmente dependientes, según el problema . 
pág. 66 , hay número s , reR tales que A 3 = sA 1 + tA 2 y f( x ) pertenece^ 
plano que pasa por y° paralelo a los vectores A 1 y A 2 . Si en A , A , ^ 
hay ningún par de independientes, pero uno de ellos, digamos^ A ,^es 
distinto de 0, entonces hay números s, /eR tales que A 2 = sA y A —t • 
Entonces f(x) pertenece a la recta que pasa por y° paralela a • 1 

A 1 = A 2 = A 3 = 0, entonces f(x) = y° para todo xeR 3 . 

Estamos ya en posibilidad de probar un teorema sobre cam 10 
variable en las integrales triples para cambio lineal de variable. 

5.11 Teorema. Sea f una transformación lineal de R 3 en R ^con regla ^ 
correspondencia f(x) = /Ix + y°. Sea [a, b] un intervalo en R } se ^ 9 ^ 
función de R 3 en R continua sobre un conjunto abierto que contiene a (l 3 - 
Si é c; [a, b] tiene volumen y íF = Í(é ), entonces 


9 = 


g(y)dy = 


(goi) |det(A)| = 


g(f(x)) |det (A)| dx 


1 Llamadas también "inyectivas”. [N. del T.] 
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Prueba. Si det(v4) = 0, e! teorema es cierto pero trivial ya que /F Se 
encuentra sobre un plano, recta o punto y V(&) = 0 . Supondremos, p ues 
que det (A )# 0. Definamos la función de conjunto G, sobre el anillo Jt de 

subconjuntos de f([a, b]) que tienen volumen, por la regla de correspon- 
dencia 


G(¿?) = 



y sea F(¿) = G(f(<f)). Sí g es una función constante, el teorema se sigue 
directamente del teorema 5.2. Como G es continua sobre el conjunto 
cerrado y acotado f([a, b]), por el teorema 7.7, pág. 478, g es acotada en tal 
conjunto. Podemos suponer que g sólo toma valores positivos sobre 
f([a, b]) pues en caso contrario g — m+ \ donde m = mín {#(y) | yef([a, b])} 
Luego, después de demostrar que el teorema se verifica para la función con 
todos sus valores positivos g — m+\ y para la función constante m — I, 
obtendríamos por adición el teorema para g = (g — m+ \) + (m— 1 ). p 0 r 
el primer teorema fundamental del cálculo, DG( y) = g(y) par a todo 

yef([a, b]) y, por la regla de la cadena (ecuación 5.9), F es diferenciable 
sobre [a, b] con 

DF(x) = DG(f(x)) |det (A)\ = g(f(x)) |det (A )|. 


Demostraremos que F satisface las condiciones del segundo teorema fun- 
damentai del cálculo. E1 teorema se sigue entonces del segundo teorema 
fundamental del cálculo. Como el det (A) ¿ 0, f es univalentey V(S x nS 2 )~0 
implica que V(f(S x ) n f(/ 2 )) = V(f(S, n S 2 )) = 0 (teorema 5.2). Luego F 
es aditiva va que lo es G . Como estamos suponiendo que g toma sólo 
valores positivos, F es monótona. Por el primer teorema fundamental, 
G es uniformemente diferenciable sobre f([a, b]) y, por tanto, la ecuación 5.8 
implica que F es uniformemente diferenciable sobre [a, b]. De donde F 
satisface Ias condiciones del segundo teorema fundamental del cálculo e 



r 

= G(3F) = G(f(<?)) = F(S) = 

« £ 


DF(x)dx = 



9 (f(x)) \áet(A)\dx. 


5.12 Ljemplo. Encuéntrese el momento de inercia con respecto al eje Z de 
la región ¿F limitada superiormente por el plano de ecuación z = x + 2y-h V 
inferiormente por ei plano XY , y lateralmente por ei cilindro elíptico de 
ecuación 

2x 2 + 4xy + 5y 2 + 2x-y-4 = 0. 


Solución. La región & es la misma que la del ejemplo 5 . 6 . Si 
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1 


A = 


JS \'3Ó 

J__2_ 

\/5 \/30 

0 0 


°\ 


0 


J 


entonces <+ es la imagen bajo f de ía región S acotada superiormente por 
el plano de ecuación w = —^^/ 301 ?+ 1, debajo por el plano UV, y lateral- 
mente por el cilindro circular de ecuación u 2 + v 2 = El momento de 


inercia de gF con respecto al eje Z es 

Luego 


g donde g(x,y, z) = x 2 + y 2 . 




2 1 .\ 2 / 1 2 1 

v + - 

2 , 


9 <f< u ..,«,)i r¡ ) 


K = u 2 + 6v 2 +y/5u+% 

y según el teorema 5.11, el momento de inercia de .¥ con respecto al eje Z es 

g (f(u, u, tü)) |det (^4)¡ dwdv du 


f* 


g = 

g = lií 

J 

f( 4 ) J - 


I 

'(1/2)711 

'72 1 /4 — m 2 r 

s. 

-(1/2)711 * 

-721/4-w^ J 


- (!/6>y30y+ ! 


[w 2 + ^v 2 + n '5u + |-] dwdv du 


~ ,6 2 3 
2 5 6 




V 6 71 . 


^roblemas 

!• Un conjunto de puntos de la forma 

¿P = {P 0 -f wa + vb + wc | w, v , tce[0, 1]} 

es ü n paralelepípedo con un vértice en P 0 y lados a, b, c. La transformación 

r «i c,\ /u\ 

^ — f(u, v,w) = P 0 + ua + t>b-f wc = [ a 2 b 2 c 2 ] u I + P 0 
^ a nsforma el cubo unitario [( 0 , 0 , 0 ), ( 1 , 1 , 1 )] sobre ¿?, 


\ ú 'i b*\ C' 
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a ) Usando la transformación f, encuéntrese el volumen de &P. 

b) Encuéntrese el momento de 0* con respecto al plano XY. 

c) Encuéntrese el momento de inercia de 2? con respecto al plano XY 


2. Encuéntrese la transformación iineal f que transforma la esfera 


X 2 • y 2 z 2 

unitaria con centro en el origen en el elipsoide de ecuación —■ + — h -= j 

a 2 b 2 c 2 

y encuéntrese el volumen del elipsoide usando la bien conocida fórmula 
para el volumen de la esfera. 


3. La transformación f tal que 

' x\ /12 0 

= í(u,v,w) — [—120 I + 

0 0 1 




transforma una región S en una región 3? limitada inferiormente por el 
plano XY , lateralmente por el cilindro parabólico de ecuación 

x 2 — 2xy+y 2 + x — 3y + 6 = 0 


y el plano de ecuación x— 3y+ 15 = 0, y superiormente por el paraboloide 
de revoíución de ecuación z = x 2 +y 2 . Encuéntrese la región S y úsese 
Ia transformación f para encontrar eí volumen de 


6 . CAMBIO DE VARIABLE EN UNA INTEGRAL MÜLTIPLE 

En la sección previa consideramos el teorema para el cambio de variabie 
en integrales triples para cambio Iineal de variable. En esta sección 
consideraremos este mismo problema para un tipo más general de trans- 
formación de R 3 en R 3 . 

Si una transformación f es diferenciable en x°, entonces f está definida 
en alguna vecindad de x° y para x en esta vecindad 

f(x) = f(x°) + /4(x —x°) + <b(x°; x —x°) (x —x°) 

= Ax + [f(x°)- Ax 0 ] + <D(x°; x -x°) (x -x°) 
donde lím <I>(x ü ; x — x°) = 0 y A = £>f(x°) es independiente de x. Si f eS 

x-+x° 

una transformación lineal, y = f(x) = Ax + y°, donde A es una función ma- 
tricial de valores constantes, entonces /)f(x) = A y O = 0. Sabemos pue bajo 
tal transformación el volumen está multiplicado por el factor |det (A)\ Y 9 ue 

r 

9 = 


(goi) |det (A )|. 
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£n el caso de una función f diferenciable en x°, tenemos 
F J . y = f(x) fía [Df(x°)]x+ y°. 

para |x — x°| suficientemente pequeño donde y° = f(x°) —[/)f(x°)]x°. De 
todo esto resulta razonable esperar que Jdet (/)f(x°))| debe reemplazar a 
|det (/4)1 en la fórmula para el cambio de volumen, al menos Iocalmente, 
y en la fórmula para el cambio de variable en la íntegral. Que esta conjetura 
es correcta cuando la transformación f cumpte determinadas condiciones es 
lo que demostraremos en esta sección. 

Nota. E1 determinante de la derivada se ílama determinante jacobiano 
de f en x o, simplemente, jacobiano de f en x y se denota por Ji(x). 
Si (x, y, z) — í(u, v, w), entonces el jacobiano se denota tambien 
d(x,y,z) 

por-. 

I d(u,v,w) 

En la prueba del teorema sobre cambio de variable en las integrales 
triples para cambio lineal de variable, usamos una regla de la cadena. Esta 
regla de la cadena se obtiene al expresar el volumen de un conjunto imagen 
3F = Í(S) en términos del volumen del conjunto S. Para Ilevar al cabo la 
prueba de la fórmula del cambio de variable para una transformación más 
general f investigaremos la relación deí volumen de 3F = f(^) con el 
volumen de S. Estableceremos primero algunos resultados preliminares. 

6,1 Lema. Si una transformación f de R 3 en R 3 es de clase C l sobre un 
conjunto abierto y el jacobiano yf(x) # 0 para todo xe^, entonces Í es 
localmente univalente, es decir, para cada xe^ hay una vecindadSS(x; ó) c= ^ 
tal que f es univalente sobre SS(x ; ó). 


Prueba. Sea x un punto de <S y sea ¿S(x) cz <§ una vecindad de x. Si y l , 
y E ^(x), entonces el segmento que une y 1 y y 2 pertenece a 5S(x)£<&. 
Por el teorema del valor medio (teorema 6 . 10 , pág. 194), existe un punto 
2,e <y‘, y 2 > tal que 

/D.ffz 1 ) D 2 f x (z x ) 

6,2 f(y 2 )-f(y‘) = I o,/ 2 (z 2 ) D 2 f 2 (i 2 ) 

Vo./aCz 3 ) D 2 f 3 ( z 3 ) 


D 3 Mz 1 )\ 
d 3 / 2 (z 2 )J (y 2 -y‘) 
D 3 / 3 (z 3 )/ 


= A(z l , z 2 , z 3 ) (y 2 — y*) 


/D/.íz'My^-y') 
í D/' 2 (z 2 ) , (y 2 —y 1 ) 
\D/ 3 (z 3 )-(y 2 —y 1 ) 
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Como det (^(z 1 , z 2 , z 3 )) = D//Z 1 ) • D/ 2 (z 2 )xD/ 3 (z 3 ) es una suma d e 
productos de Dj /¿(z 1 ) y las derivadas parciales Djf t son continuas sobre 
det (,4) es continua sobre <^(x) x <S^(x) x Sf(x). Como det 04 (x, x, x)) 
/f(x) ^ 0 hay un <5 > 0 tal que si z 1 , z 2 , z 2 gSS(x; ó) c Sf(x) entonces 
áti(A(z\ z 2 , z 3 )) # 0 . Tomemos y 1 , y^eSf^x; ó). Entonces, en la ecu a 
ción 6.2, det (A(z\ z 2 , z 3 )) = D f x (z 1 ) ■ D/ 2 (z 2 ) xD/ 3 (z 3 ) # 0. 

Si f(y 2 )“f(y/ = 0, entonces, por la ecuación 6.2, vemos que 

^(z 1 , Z 2 , Z 3 ) (y 2 — y 1 ) = 0. 

Pero como el determinante de los coeficientes en este sistema de ecuaciones 
lineales es distinto de cero, y 2 — y 1 = 0 (corolario 10.4, pág. 80). Así pues, 
y\ y 2 e<S^(x; <5) y f(y 2 ) = f(y J ) implican y 2 = y 1 y esto demuestra que f es 
univalente sobre Sf(x; Ó). 


6.3 Teorema. Si una transformación f de R 3 en R 3 es de clase C 1 sobre un 
conjunto abierto y el jacobiano Ji(x) # 0 para todo xe^, entonces f(^) 
es abierto. 


Prueba. Tomemos y°ef(^). Deseamos demostrar que existe una vecindad 
de y° que está contenida en f(j£). Sea x°e^ un punto tal que f(x°) = y°. 
Por el iema 6 .1, existe una vecindad Sf de x° cuya cerradura está contenida 
en ^ tal que f es univalente sobre ~<fp. Por el teorema 7.8, pág. 478, f (S? b ) es 
un conjunto cerrado y acotado. Sea d = d(y°, f(Sf b j). Como y °$f(y b ) 
y f (Sf b ) es cerrado, d > 0. Demostraremos que si | y 1 — y°| < d/ 2, entonces 
y^ef^) c: f(^), Es decir, probaremos que existe un x l e¿? tal que 
f(x x ) = y J . Sea g la función definida sobre por la regla 

ff(x) = If(x) — y 1 1 2 = (f(x)-y 1 ) • (f(x)-y 1 ); 

<?(x) es el cuadrado de la distancia de f(x) a y 1 . Deseamos probar que hay 
unx 1 ^^ tal que#(x ! ) = 0 , es decir, tal que f^x 1 ) = y 1 . Como g es continua 
sobre el conjunto cerrado y acotado por el teorema 7.9, pág. 479, g tiene 
un valor mínimo sobre Por otra parte, este mínimo no ocurre en un 
punto de Sf b ya que si xeSf b , tenemos 

|f(x)-y‘| ^ |f(x) — y°| — |y° —y‘| > d-±d = \d 

mientras que 

|f(x°>—y 1 ! = |y° — y 1 ! < \d. 

Como f es de clase C 1 sobre g es de clase C 1 sobre Sf y el mínimo de g s e 
presenta en un punto x 1 donde todas las derivadas parciales de g se anulan. 

D jg (x l ) = 2(f^xM-y 1 ) - ^f^x 1 ) = 0. (j = 1,2, 3). 

Es este un sistema de tres ecuaciones lineales homogéneas en tres incógnita s 
[f(x 1 ) — y 1 ],* - Como el determinante de este sistema es distinto de cero, 
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/fí* 1 ) ^ s * stema ^ ene solución única [f(x l ) — y 1 ], = 0 para cada i 

(problema 2, pág. 66 ). Es decir, f(x ! ) = y 1 para algún punto x^eSS. 

\ 

Sota. Los resultados del iema 6.1 y el teorema 6.3 se verifican cuando 
reemplazamos R 3 por R n . Las pruebas son esencialmente las mismas. 
SÍn embargo, para una función de R" en R" el jacobiano es el deter- 
minante de una matriz n x n, un concepto que nosotros hemos discutido 
solamente en los casos n = 2 y n = 3. 

6.4 Lema. Sea un intervalo en R 3 con lados de longitudes a ^ b ^ c. 
Entonces existen vecindades Sf .... Sf mn de diámetro a tales que 

mn 

@ y X K (^¡) <2 v37tK(«). 

1 

Prueba. Por la propiedad arquimediana de los números reales (vol. I, 
pág. 429, problema 3) existen enteros m y n tales que 

(m — I )a < b ^ ma, 

(n—\)a < c < na. 

De donde 0t puede ser cubierto por mn cubos de volumen a 3 cada uno, y cada 
uno de estos mn cubos puede cubrirse por una vecindad de diámetro x /3 a 

/3 

y volumen — na 2 . Como b ^ c, ienemos m ^ n. Consideramos estos tres 
2 

casos. 

Caso 1. Si 2 ^ m 4, n, entonces 

mn — na 3 ^ 2 (m — 1 ) 2(n — 1 ) — 7 ia 3 < l^nabc. 

2 2 

Caso 2. Si 1 = m < 2 ^ n(b = a), entonces 

n ^ 2(n — 1) ^~ nai < yfónabc < 2yj3nabc. 

Caso 3. Si m = n = I (a = b = c), entonces 

S-^-na 2 * < ipina 1 — ifenabc . 

Teorema. Sea $ cz [a, b] un conjunto en R 3 de volumen cero y sea f una 
ír ansf irmación de R 3 en R 3 de clase C 1 sobre un conjunto abierto W que 
c °ntiéne [a, b]. Entonces la imagen f(^) de £ bajo f tiene volumen cero. 
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Prueba. Como f es de clase C 5 sobre c §, ias derivadas parciale n J 
continuas sobre c § y ‘ s j/ $on 

wm = lÍ i (Djfd*y n -xiH 

f=l j=\ 

es continua sobre <§. Por tanto \\Df\\ es acotada sobre [a. M- es d • 
algún número K , ||Z>f(x)|| < K para todo xe[a, b]. P or e'l teor^’ 
pág* 264, f es diferenciable sobre [a, b] y para cada s > 0 hav 4 * 6, 

tal que x. ye[a, b] y |y-x| < ó implica ' nd ó > 0 

|f(y)-f(x)| = IZ>f(x) (y — x)+d>(x; y — x) (y — x)| A 

< [IIZ*f(x)|| + ||d>(x; y — x)|] |y — x| < M\ y ^ 

donde M = K+ s. Así pues, si Sf es una vecindad de radio r < óy centro * 
entonces f transforma S§ n [a, b] en el interior de una vecindad de radio m' 

De aquí que V(f(£f n [a, b])) sS ± n(Mr) 2 = M 3 V(Sf\ ' *' 

Pero como $ tiene un volumen cero, para cada e > 0 hay una particíón P 
de [a, b] tal que la unión M de aquellos subintervalos determinados por Pque 
contienen puntos de S tiene volumen V(&) < e. Sea P' un refinamiento 
de P de norma menor que S. Según el lema 6.4, cada intervalo M determina- 
do por la partición P' puede ser cubierto por una colección finita de vecinda- 
des esféricas dejiiámetro menor que v 3<5 la suma de cuyos volúmenes es 
menor que 2yp$n V(&). De donde puede cubrirse con una colección 
finita de vecindades Sfi,,..,SP N de diámetro menor que v 3 3, la suma 
de cuyos volúmenes es menor que 

2 yjJn V(&) < 2 v 3 7i£. I 

N ,/J | 

Sea = [a, b] n |J Entonces (Tclciy f(¿) c= f(¿). Portanto 

i= 1 

N N V 

F(f(#))<F(f(íí))< X F(f(y¡n [a, z])) ^ M 3 ^ V(&,) 

i = 1 í = 1 


^ M z 2jlnV(^)<M^2yjlnG. 

Pero s > 0 es arbitrario, de modo que f(^) tiene volumen exterior cero y 
por consiguiente volumen cero. 


6.6 Corolario. Sea $ cc [a, bj un conjunto en R ' que tiene volunien , } 
una transformación de R 3 en R ' de clase C 1 sobre un conjunto abierto $ 4 
contiene a [a, b]. Si el jacobiano Jf(\) A 0 para todo xe^, entonces 
imagen f(<f) de S bajo f tiene volumen. 


Prueba. Primero demostramos que la frontera de la imagen de_o 
contenlda en la imagen de la frontera de S: f(^), <= f(<f t ). Como S es 
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6 ] . 

errado y acotado y f es continua sobre S, f(Sj es cerrado según 
c ° n ^ nt °rr\i i 7 8, pág- ^28. Así pues, como f(^) <z f(<^) y f(<f) es cerrado, 

A 160 f(/)* <= f (/) = f(/j u /*) = f(/,) u f (/*) 

. te orema 6.3, f(<f¡) es abierto, de modo que f(<?¡) = f(^¡)¡ <= f(<?)¡. 

f( ¿ \ n f(<?)» <= f(/)i n f(/)» = 0 y como f(<?)(, c f(<f¡) u f(/») 

Lueg 0 c fft). 

ten Como S ti ene volumen, S b tiene volumen cero (teorema 4.17, pág. 337, 
lizado a R 3 )- Según el teorema 6.5, f($¿) tiene volumen cero y, por 
£!u> f(¿)fr l * ene vo ^ umen cero ' ^ onc ^ e f(^) Uene volumen, según el 

corolário 14.14, pág. 379. 

En el próximo lema demostraremos que si f es una transformación de R 
en R 3 úe clase C 1 sobre un conjunto abierto § y si Jf(\ c ) ^ 0 para un 
unto x c e^, entonces ía imagen f(í%) de cualquier intervalo suficientemente 
pequeño M que no difiera demasiado de un cubo y tenga centro en x c tiene 
vnlumen V(f(Mj) aproximadamente igual a V(M) Jf(x c ). 


6.7 Lema. Sea f una transformación de clqse C 1 de R 3 en R 3 definida sobre 
un conjunto abierto § y sea el jacobiano Jf(x c ) distinto de cero en un 
punto x c e<§. Para cada s > 0 hay una 3 > 0 tal que si ?Jt es un intervalo 
en § con centro en x c , diámetro 2 r < <5, y lados de longitud 2 a k tales que 
0 <a ^a k ^2a para todo k — 1, 2, 3, donde a = mín {¿*i, a 2 , a 3 }, entonces 

\ V(f(M))~ V(M)\ Jf(x c )\ | < eV(M) M(x c ) 
donde M (x c ) es independiente de M. 


Prueba. Como f es diferenciable en x c , 

f(x) = f(x c ) +Z)f(x c ) (x —x c )-f d>(x c ; x —x c ) (x —x c ) para xe c § 

donde tím <b(x c ; x-x c ) = O . Por tanto, para cada s > 0 hay una 3 > 0 

X*^x c 

tol que l|0(x c ; x —x c )|| < s siempre que xe^x^; Ó). Como c § es abierto, 

tran f 105 t0mar Una ^ ■ > ® tan P^queña que Sf(x c \ ú) c §. Sea g c la 
s 0rma ción definida sobre § por la regla de correspondencia 


Si á? 


g c (x) = f(x c ) + Z)f(x c )(x-x c ). 


2 r ^ GS mterv alo en el enunciado del lema con centro x c y diámetro 
* ent °nces para cada xeM 

|f(x )-g c (x)| = I<b(x c ; x-x c )(x-x c )| s£ ||<D(x c ; x-x c )|[ |x-x c | < sr. 

El i nt 

a 0 ^ es el paralelepípedo rectangular 


* = ( x ' + Y. '*s*“kl'*e[-M]} 

k = 1 
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y la imagen de bajo g c es el paralelepípedo 

«'(*) = {f(x c ) + X l k a k b*I í*e[- 1 , 1 ]} 


k = 1 


donde b* = Z^f^x^). 

Demostraremos que f(^) se encuentra en e! interior de un paralelepípedo 
&\ Que es semejante a g c (.^) y tiene caras a una distancia ar fuera de las 
de % C (M) y que f(^ 2 ) cubre un paralelepípedo 0> 2 es análogo a g c (^) y 
tiene caras a una distancia er hacia el interior de las de g c (á?): 

3 

^ \ “ {f( x ) + X h ^k( a k + £r ^íc) Dk e [ — Íj 1]} 

k= 1 


■^2 “ {f( x ) + X bki a k~ £r d k ) | t k e [— 1,1]} 

k= 1 


donde d, = d = !M<bil d übJÜÍs!. C omo - « - <i 

_W! Pf(x*)| ' |7f(x c )| B t a a 

\/ a 2 + (2a)' ¿ + ( 2 a ) 2 =3, y d k es independiente de e, sin pérdida de 

generalidad podemos suponer que e > 0 es tan pequeña que 1 > 3 ed k ¿z 


Qi 


para k = 1 , 2 , 3. Pero xe-% implica |f(x) — g c (x)| < er y por tanto f(x)e^!. 
De donde f^x^ciO'j. Por otra parte g c transforma ía frontera de 01 sobre la 
frontera de g c (é$) de modo que si xg^¿, f(x) está a una distancia menor que 
er de la frontera de g c (&) y, por tanto, se encuentra fuera de 0> 2 . Luego 
f(&b) se encuentra fuera de 0> 2 . Pero f(x c )e ^ 2 y si cualquier punto de 
0 * 2 n0 fuera un punto de f(á?), habría puntos de f(&) b en 0 2 <l ue es 
imposible, pues, como demostramos en la prueba del corolario 6.6 f(0) b 
f(0 b ), y éste está fuera de 0> 2 . Por tanto 0> 2 <= f(¿%) <= . De donde 

V(9 2 )* K(f(*))< Como — < 3 y 3ed t < 1 para k = 1, 2 , 3, 

a k 

tenemos 

^(^*,) = 8 a, a 2 a 3 ICb, b 2 b 3 ]| [] (' + —) < V{@)\JÍ(x c )\ H (1 + 3 *^ 

*= i \ a k ) k=\ 


^(^ 2 ) = ^a, a 2 a 3 |[b, b 2 b 3 ]| f[ ( 1 - ^ ) > V(St) |Jf(x c )| [] (l' 3 ^ 

k=i\ Üv ! k= 1 


Por tanto 

-eV(m)M(x c ) < V(0> 2 ) 

« V(9 X \ 


V(M) |yf(x c )| Sí C(f(.^))- V(M) |if(x c )l 
V(@) |yf(x c )| < &V(3t)M(\ c ) 


6 ] 

- 
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y 

\V(í(át))~ V(&) |7f(x c )| 1 < tV(M)M(\ c ) 

\ 


donde 




A/(x c ) = [3(^i +í/ 2 + í/ 3 ) + 9í;(í/ i í/ 2 + í/ 2 í /3 + í/j¿/i) + 27 e 2 í/, í/ 2 í/ 3 ] |yf(x‘)|. 


En el próximo lema probaremos que K f es uniformemente diferen- 
ciable sobre todo intervalo [a, b] cz 

6.8 Lenia. Sea una transformación f de R en R 3 de clase C l sobre un 
conjunto abierto ^ y sea el jacobiano J f(x) distinto de cero para todo xe^. 
Si [a, b] c entonces para xe[a. b] 

I lím k {í{é ]> = |7f(x)| 

V(S) 


y eí límite es uniforme sobre [a, b]. 

■ l' 


Prueba. Sea 2Ó, = ¿/([a, b],^¿). Entonces d, > 0 según el teorema 4.1, 
pág. 411. Sea & = {x | d(x r [a, b]) ^ ^/3 á,}. Entonces J 27 es un sub- 
conjunto cerrado de Como f es de clase C 1 sobre f es diferenciable 
en todo x°e^ y 

f(x) = f(x°)+ Of(x°) (x —x°)+d>(x°; x~x°) (x — x°) 


donde lím <J>(x u ;x — x°) = 0 uniformemente sobre 3? (teorema 4.6, 

\-*x° 

pág. 263). Luego, para cualquier e > 0 que tomemos hay una ó 2 > 0 

tal que 

||<t>(x u ; x — x°)|| < e 


siempre que x°, xey |x — x°| < Ó 2 . Como f es de clase C' sobre 
según el teorema 7.6, pág. 478, el jacobiano J f es uniformemente continuo 
sobre Hay pues una 6$ > 0 tal que | Jf(x) —yf(x°)j < e siempre que 
x > xe.> y ¡x — x 0 1 < <5 3 . Además, de acuerdo con el teorema 7.7, pág. 478, 
^ cominuidad de yf sobre implica que Jf está acotado en JF y existe un 
n úmero J tal que |7f(x)| < J para todo xg^. 

Tómese x°e[a, b] y sea J el intervalo (cubo) con centro x° y lados de 
^ n gitud 2 S donde 3 = mín {<S,, ^ 2 , S 2 }. Entonces <5^(x°; é) cz ,/ c & <= 
^ostraremos que si S es un subconjunto de .^(x 0 ; S) que contiene a x° y 
ene v °lumen positivo, entonces 


6.9 


^°nde n 


VjfUO) 

V(Sj 



< eN 


es independiente de S. Ahora bien, S cz ¿S(x°; S) <~ ./ y como S 
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tiene volumen, hay una partición P de J tal que V(28)-V(st) < *V(g) 
donde sá es ia unión de aquellos subintervalos determ.nados por P que 
están contenidos en g, y M es la unión de aquellos subintervalos que con- 

tienen puntos de g. Entonces 


V(st) íS V(g) < V(M) 

% 

V({ (j/)) < V(í(g)) < y(!(.£)) 


6.10 

y 

6.11 

Por refinamiento de la partición P, si es necesario, podemos obtener una 
oartición P' tal que cada subintervalo %¡ tenga lados de longitud ¿.a k tales 
que0<^V<2^ donde a> = mín *>) . Entonces, por el 

lema 6.7 


va («.»- k(« ; ) pf(*°)i i«i w>-' yf ( xJ)| 

+ K(« y > |yf(x j ')-yf(x°)i < «k(« ; ) [M(x J )+ n, 

donde x J ' es el centro de &t¡. Como f es de clase C 1 sobre 9, M(x) es continua 
sobre y y por el teorema 7.7, pág. 478, existe un numero M tal que 
jW(x)+l ^ M para todo xeJ. De donde 

\v({(&))-V(&)\J{(x°)\ \ « I Wmj))-V(&j)\Jf(x°)\ 

ijtj e: 

<£ I V(üt¡)M = tl'WM 

áfj *= 


o bien. 


_ |Jf(x°)| 

P(#) 


< sM 


Análogamente podemos obtener 


- |Jf(x°)| 


< sM . 


K(,^) 

De las desigualdades 6.10 y 6.11, se sigue que 

V (í(st)) V (f(<°)) ¿ V (f(&)) 


V(38) 


V(g) V(d) 


V(f(M)) „ K(f(^)) . K(f m 

" V(st) 


V(&) 


V(¿0) 


ldad fiS 


de modo que si probamos que los miembros extremos de estas ton ces 

difiTren en menos de algún múltiplo de a independientemente de /, ento 
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jo mismo ocurrirá con los dos términos medios y seremos capaces de 
establecer 6.9. Pero como 

i V(@) - V(st) < e V(g) ^ e V(S8), 


tenemos 


(1-e) V(®) < V(sé). 


Suponiendo s < 1, tenemos 

V (í(g)) _ vwm K vwm _ v(f(s*)) 

'ng) V(9S) " V(sf) V(4f) 


V(S8) V (i(S8)) _ V(it) V (í(st)) 

~ V(st) V(98) V(28) V(st) 

< — [| Jf(x°)| + eM] - (l-e) [| Jf(x°)| - sM] 
1 ”£ 


2 e—e' 
1 — e 


|Jf(x°)| + 


2 — 2e + e J 
1 — £ 


eM 


^ e 


[c 


— c 2—2e+e .. 

J +- M 


1 —£ 


] 


donde J es una cota superior para |7f(x)| sobre [a, b]. De donde 


m¿)) 

V(g) 


|Jf(x°)| 


K(f(/)) _ V(f(98)) 
V(g) V(28) 


y(m 

V (28) 


-|Jf(x°)| 


< sN 


donde JV = —í— [(2-£)J + (3-3£ + £ 2 )M] es independiente de S y x u e [a, b]. 
1 —£ 

Esto completa la prueba del lema. 

De acuerdo con el lema 6.8, 

6 - ! 2 V({(&)) = |yf(x)| K(^) + ^(x; S) V(&) 

donde lírr^ ^(x; &) — 0 uniformemente para xe[a, b]. Sea una función de 

g -» X 

c °njunto definida sobre una familia Dí de conjuntos en R 3 que tienen 
v °lumen, diferenciable sobre un conjunto c: R 3 . Entonces 

6 - 13 G(F) = DG( y) V(^)+<P(y ; F) V(&) 

d ° n de DG(y) es independiente de y lím <t>(y; S') = 0 para todo yeíf . 
una transformación de R 3 en R 3 , de clase C 1 sobre un conjunto 
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abierto <§ y sea Ji(x), el jacobiano de f, distinto de cero para todo 
Definamos la función de conjunto F = G o f por la regla de correspondencia 

. ■ = C(f(rf)) 

donde es un subconjunto de ^ que tiene volumen y f(<f)e£) G . Supongamos 
que y f(x)ey. Entonces, por Ias ecuaciones 6.12 y 6.13, tenemos 

6.14 F(é) = G(Í(S)) = [/>G(f(x)) + 0(f(x); f(#))] K(f(<f)) 

= [Z>G(f(x)) + d>(f(x); f(<f))] [|yf(x)| +4 / (x; $)} V(S) 

= DG(f(x)) |7f(x)| V(S) + Q(x; <f) K(<f) 

donde Z)G(f(x)) |/f(x)| es independiente de $ y 

lím 0(x;<f) = Hm {<D(f(x); i(S)) [|yf(x)| + ^(x; £)] + Z>G(f(x)) T(x; £)}=o 

&->x s-*x 

Así pues, F es diferenciable en x y tenemos Ia regla de la cadena 

6.15 DF(x) = DG( f(x)) |yf(x)|. 

Estamos ahora en posición de probar nuestro teorema sobre cambio de 
variable en las integrales triples. 


6.16 Teorema. Sea f una transformación de R 3 en R 3 de clase C 1 y univalente 
sobre un conjunto abierto <§ de jacobiano J f(x) # 0 para todo xe§ yseag una 
función de R 3 en R continua sobre f(&). Si [a, b] c: <§, S c [a, b] tiene 
volumen , + J 5 " = f(<f), entonces 


g = 




#(y)¿y = 


to-0 |Jf| 


/* 


*(f(x))|Jf(x)|rfx. 


Pruhba. Si g es una función constante, el teorema se sigue del lema 6.8 y 
del segundo teorema fundamental. Según eí lema 6.8, K o f es uniformemente 
diferenciable sobre [a, b] con 


D[V(f(x))] = \Jf(x)\ sobre [a, b]. 


Como f es univalente, K c f es aditiva y monótona sobre el anillo de los 
subconjuntos de [a, b] que tienen volumen. Si & = f(^) y $ ci [a, b] tiene 
volumen, entonces SF tiene volumen según el corolario 6.6 y eí segundo 
teorema fundamental 


V(SF) = V(f(é)) = |Jf(x)|dx. 

Definamos la función de conjunto §, sobre el anillo de subconjuntos 
de f([a, b]) que tienen volumen, por la regla de correspondencia 


m 

g . 
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^ntonces, para g una función constante. 


G(^) = 


9 = g 


1 = gV(SF) = g 


|Jf(x)| dx = 


s 


g\Jf(x)\dx. 


s 


Si g es no constante, como g es continua sobre el conjunto cerrado y 
acotado f([a, b]), g es acotada en él. Podemos suponer que g toma soló 
vaiores positivos sobre f([a, b]), puesto que en otro caso podríamos consi- 
derar a {g-m+ l)-(-m+1) donde m = min {^(y) | yef([a, b])}. Defi- 
namos la función de conjunto F por la regla de correspondencia 


F(*) = G( f(S)) 


donde S es un subconjunto de [a, b] que tiene volumen y f(<?)e‘X) G . Por el 
primer teorema fundamental del cálculo, DG( y) — g(y) para todo 
yef([a, b]) y por la regla de ía cadena (ecuación 6.15), F es diferenciable 

sobre [a, b] con 

DF(x) = DG( f(x)) |Jf(x)| = g (f(x)) |Jf(x)|. 

Como f es univalente, V(éj nS 2 ) = 0 implica que K(f(^j) n f(S 2 )) = 
K(f(^j n S 2 j) = 0 y por tanto F es aditiva ya que lo es G. Como se 
supone que g sólo toma valores positivos, F es monótona. De acuerdo con 
el primer teorema fundamental, G es uniformemente diferenciable sobre 
f([a, b]) y, por tanto, Ia ecuación 6.14 implica que F es uniformemente 
diferenciable sobre [a, b]. Luego F satisface las condiciones del segundo 
teorema fundamental del cálculo e 


9 = G(&) = G(f(S)) = F(S) = 


DF(x)dx = 


3(f(x)) |Jf(x)| dx 


Nota. Si J f(x) = 0 sobre un conjunto J 5 ' de volumen cero y $ — JF es la 
unión de un número finito de conjuntos que tienen volumen, entonces 
la fórmula del teorema 6.16 aún se verifica. Supongamos 


S = (S n ) kj S j $ n 


donde SS 2 ,S n no se traslapan y tienen volumen y S n 3F tiene 
volumen cero. Según el teorema 6.5, K(f(<f n ^)) = 0, y el lema 6.11, 
Pág- 314, generalizado a R 3 


p or tanto 


g = 0 = 


t(S n &) 


(gof) \Jf\. 


¿ n 3F 


f W) 


9 = 


I 


USr\&) 


9 = 


US k ) 


(g °f) |Jf| + X 

S n ? k =1 


(0cf)|Jf| 


Sk 


(g of)|Jf|. 

s 
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6.17 Ejemplo. Sea f la transformación definida por la regla de corres- 
pondencia 

(. x, y , z) = f(«, v y w) = (m 2 + p, m —d, u;) 

y sea ^ el tetraedro con vértices (0,0,0), (0,0, 1), (0, 1,0) y (1,0,0). 
Encuéntrese el volumen de f(<f). 

Solución. La región S se muestra en la figura 2a y Í(S) se muestra en 
la figura 2 b. La transformación f no es univalente en R 3 , pero para u ^ ^ 

f es univalente y tiene inversa f*: 

x = u 2 + v u = —i+^fx+y+i 

f: y = m — u f*: v = — y-i + y~x + y~+i 


z = w 


w — z. 


E1 conjunto S se encuentra en la región donde u ^ 0 y está limitada por 
los planos de coordenadas y el plano u + v + w = 1. EI plano w = 0 s 



(1,-LO) 



(b) 


FIGURA 2 


transforma en el plano z = 0; el plano v = 0 se transforma en el cilindro 
parabólico x = y 2 ; el plano m = 0 se transforma en el plan o x+y = 
y elplano u + v + w = 1 se transforma en la superficie z—y + 2yjx+y + l 
Tenemos 

2m 10 


Jí(u,v 9 w) = 


1 -10 
0 0 1 


= — 2m — 1 


vam = 


* 


’ 1 

1 -u /* 

1 = 

f <*) 

Mfl = 
í J 

0 . 

0 


1 - u - V 


(2u + í)dwdvdu = * ‘ 
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podemos obtener la fórmula para cambio de variable en las integrales 
Hobles considerando regiones acotadas inferiormente por el plano w = 0, 
superiormente por el plano w - I, y lateralmente por una superficie 
'líndrica y restringiendo la clase de las transformaciones a aquellas en que 
= z. Sea S un conjunto en R 3 y sea la proyección de S sobre R 2 
(fieura 3a). Sea f una transformación de R 3 en R 3 que satisface las condi- 
ciones del teorema 6.16 definido por la regla de correspondencia 

y = f(x) = (/] (m, V ), / 2 (m, t’), w). 

Entonces, si f es la función de R 2 en R 2 definida por 

f(«» v) = (/, (m, i?), / 2 (m, v)) 


tenemos 


JiW = 


£>l/l(u,u) 

Difziu^v) 

0 


D% f\ (u, u) 0 
D 2 fj( u,v) 0 
0 1 



(a) 


D x f x (u,v) D 2 f x (u,v) 
D x f 2 (u.v) D 2 / 2 (m, u) 


JÍ(u,v) 



FIGURA 3 


Sea ¿(x, y) = g(x,y, z) independiente de z, y que satisfaga las condiciones 
del teorema 6.16 y sea $ = f(^). Tenemos entonces 


* 


9(x, y)dx dy 


r 1 r ít 

J ° _«« 


g(x,y)dx dy 


dz = 


g(y) d y 


f(í) 


r i 


yiiix))\Ji(x)\dx = 


/■ /* 


g(i(u,v))\Jf(u,v)\du dv 


$ 


dw 


y(Í(u,v)) \Jf(u 9 v)\dudv. 
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Luego, si prescindimos de las barras sobre las funciones f y #, tenemos 
ei siguiente corolario al teorema 6.16. 


6.18 Corolario. Sea f una transformación de R 2 en R 2 de clase C 1 y Univalente 
sobre un conjunto abierto *§ <= R 2 con jacobiano 7f(w, v) ^ 0 para (t/, 
cualesquiera y sea g una función de R 2 en R continua sobre f(#). Si [a, b] e <§ 
y F c= [a, b] tiene área , entonces 


g = 




g(x,y)dxdy = 


(9 - f) W I = 


0 (f(u,i?)) \Jf(u,v)\du dv 


donde M = f(F). 


Nota. Si Jf(u, v) = 0 sobre un conjunto de área cero y si menos tal 
conjunto es la unión de un número finito de conjuntos que tienen área 
cero, entonces como en la nota que siguió al teorema 6.16, puede 
demostrarse que la fórmula del corolario 6.18 aún es válida. 



U 


(a) 


FIGURA 4 



6.19 Ejemplo. Sea f la transformación definida por la regla de correspon- 
dencia 

(x, y) — f(w, v) = (u 2 4- v, u — v) 


y sea F el triánguio ümitado por los ejes coordenados y la recta u + v = 
Encuéntrese el área de M = f(F). 


SoluciÓn. La región F se muestra en la figura Aa y íA = Í(F) se muestra 
en la figura 4 b. La transformación f es univalente para u ^ — J y P ara 
tal caso se tiene: 


x = u 2 + v 

f : 


u — “Í + ^/t + ^ + T 

f*: 


y — u — v 


v — — y —i + v^ + ^ + y- 
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i a transformación f transforma u = 0 en x+y = 0 ; v = 0 en x = y ; 
u + v = I en x = ±y 2 +Tenemos 


Ji(u, v) = 


2 u I 
1 -1 


= —2u — 1 


A(JA) = 


í 


J 


(2u + 1 )dv du = f 


o 


Problemas 


1. Evalúese 


1/2 


! 


v x 2 — y 2 dxdy por medio de la transformación 


(x, y) = (u-uv, uv). 


t* 1 Cx 


2. Evalúese 
(x, y) = (u,uv). 


Vx 2 + y 2 dy dx por medio de la iransf'ormación 


3. Evalúese 


(x 2 +y 2 )dxdy donde .A es cl paralclogramo con vértices 


j J 

Jt 


(1, 1), (5, 2), (6, 5) y (2, 4) por medio de la transformación (x, y) = (1, l) + 
u( 4, l)+it(l, 3). 


4. Un conjunto de puntos de la forma 

0> — {P 0 + ua + rb | u, ne[0, 1]} 

es un paralelogramo con vértices P 0 , P 0 + a, P 0 + a + b, y P 0 + b. La trans- 
formación P = f(u, r) = P 0 +ua + rb transforma el cuadrado unitario 
& = {(w, v) | u, t‘e[ 0 , I]} sobre JP. 

a) Usando la transformación f, encuéntrese el área de P/. 

b) Encuéntrese el momento de inercia con respecto al eje X del 
paralelogramo 0> = {(I, l) + u(2, 3) + r(l, 5) | u, re[ 0 , 1 ]}. 

c) Encuéntrese el área del paraleíogramo con vértices en ( 1 , 1 ), 
(5, 2), ( 6 , 5) y (2, 4). 

a ) Pruébese que las coordenadas parabólicas (w, v) donde (x, y) = 
i(u, V) = (uVy i(u 2 — r 2 )) transforman las rectas u — constante y 

v = constante en parábolas con vértices en ^O, —J y 

respectivamente, y con focos en el origen. 

b) Encuéntrese el área de la región :A limitada superiormente por la 
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parábóla x 2 + 2y = I, inferiormente por la parábola x 2 — 2y = ^ 
y a la izquierda por el eje Y. 

c ) Transfórmese Ia integral de la parte b a coordenadas parabólicas 
y encuéntrese el área de 

d) Encuéntrese el momento de inercia de $ con respecto al eje Y 
usando coordenadas parabólicas. 

6. a) Demuéstrese que las coordenadas elípticas (w, c) donde 

(x, y) = f(w, v) = (a cosh u cos v, a senh u sen v) 

transforman las rectas u = constante en elipses con focos en 
(±a, 0) y las rectas v = constante en hipérbolas con focos 
en (±¿i, 0). 

b) Encuéntrese el área de la región á? limitada superiormente por la 

x 2 y 2 

elipse---1——-—— = I, inferiormente por el eje X’ 

a 2 cosh 2 1 a~ cosh 2 1 

y a la izquierda por el eje Y. 

a 2 

c) Pruébese que Jí(u,v) = a 2 (senh 2 u±sen 2 u) = — (cosh 2u — cos2i?) 

2 

d) Encuéntrese el área de la región M de la parte b usando coor- 
denadas elípticas. 

7. Las coordenadas esféricas alargadas (o elípticas) están relacionadas 
con las coordenadas rectangulares por (x, y, z) = f(w, v , w) donde 


x = n7(w 2 -l)(l-y 2 )cos w mg[1,oo) 

y = OyJJu 2 — 1) (1 — v 2 ) sen w ue[—1,1] 

z = auv we [0, 2n~\ * 

a) Demuéstrese que las superficies u — u 0 = constante, son los esferoides 
alargados (elipsoides) 

z 2 x 2 + y 2 2 

—+ 7 = * 

W 0 W 0 1 

y las superficies v = v 0 = constante, son los hiperboloides de 
revolución de dos hojas 

z 2 x 2 + y 2 2 

—-— 

v 0 2 l — v 0 2 


b) Encuéntrese el jacobiano Jf(u , v, w). 


7] 
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2 2 2 
Z X V 

c) Encuéntrese el volumen del esferoide — q- f — = a 2 (u n = 2) 

4 3 3 


usando coordenadas rectangulares. 

d) Encuéntrese el volumen del esferoide de la parte c usando coordenadas 
esféricas alargadas (Sugerencia: en el espacio UVW ía superficie 
limita a u superiormente por 2; v y w toman el rango completo de 
valores.) 

e) Encuéntrese el momento de inercia con respecto al plano XY del 
esferoide de la parte c. 

7. COORDENADAS POLARES 

La transformación f que expresa un punto en el plano R 2 en términos 
de coordenadas polares viene dada por la regla de correspondencia 


(x, y) = f(r, 0) = (r cos 0 , r sen 6). 


E1 jacobiano de f es 


Ji(r,0) 


cos 9 

— r sen 9 

sen 0 

r cos 6 


= r(cos 2 0 + sen 2 6) = r 


de modo que al transformar una integral doble en coordenadas polares 
reemplazamos dx dy por r dr d6. Las condiciones del corolario 6.18 no 
están satisfechas por esta transformación. No es univalente y, además, 
JÍ(x) = 0 sobre la recta r = 0 en el plano R0. Sin embargo, podemos 
probar que si restringimos el dominio de f a una franja 

í Sf = {(r, 0) | 0 ^ r, a ^ 6 ^ <x + 2n} 




X 


FIGURA 5 
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en el plano RO, entonces la fórmula del corolario 6.18 se v¿nfi ca Para 
cualquier subconjunto de íf que tenga área. Para eílo basta dernostrar qu e 
se verifica sobre cualquier rectángulo de la forma 

. J = {(r, 0) | 0 < r ^ r,, % 0 < a + 27r}. 

Para cada par de números positivos ó,e con ó < r v y e < 2n,$z 
j bz = {(r, 0) | ó 2 $ r < r t , ct + e ^ 6 ^ ct + 2n}. 


La transformación f es univalente sobre un conjunto abiertoque contiene 
j &c y jf(r y Q) = r J 0 sobre J &t La transformación f transforma J bt 
sobre donde & bt es el aniílo iimitado por las circunferencias 

de radios ó y r, con una muesca de ángulo e quitada (figura5). De aquí 
que si g es continua sobre f (J\ la fórmula del corolario 6.18 se verifica 

sobre J 6t e 


g(x, y) dx dy 


g(r cos 0, r sen 6)rdrd6 


jFáe 




para Ó y e positivos cuaiesquiera. Tomando el iímite cuandoiiy e tienden 
a cero obtenemos 


g{x,y)dx dy 
J 

JF 


g(r cos 6 , r sen 6)rdrd6 


j 


donde & es el disco de radio r, con centro en el origen. Dedonde si M es 
cualquier conjunto en que tiene área y si & = t(£)> entonces 


7.1 




g(x, y)dxdy 


*/ 



g(r cos 6 , r sen 6)r drdO, 




FIGURA 6 


, . 
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Consideremos un conjunto ce | a forma 3t„ = U r 9) I a « 6 < B 
0 *£ h¡(0) s í r >h(0)}, donde p-rx jg 2n y h¡, h 2 son funciones 
continuas sobre el intervalo [a, /J] conO < h x ( 0 ) « h 2 (0) para toda Oe[x, 0). 
La región correspondiente en ei plano XY es & 0 = { r cos 0. r sen 0) | 
« 0 «£ P, 0 < A,(0) < r < h 2 (0)}(figura 6). Si g es continua sobre & 0 , 

entonces 


/1 

p 

g = 

T 

1' g(r cos 0, r sen 0)rdri$ = 

'’í r 

Js* ¿ 

í J 

2 j 


‘*2(0) 


Ai(0) 


p(rcos0, rsen0)r</rd0. 


Si cl integrando es la íunción conslante 1, entonces 

de y 

‘/>2(9) 


1 es el área 




A(^e) = 


>* 

1 1 = 

r 

* 

X J i 


rdrdO. 


M0) 


7.2 Ejemplo. Encuéntrese el área de la regíón que se localiza en el interior 
del círculo r = 3 sen 6 y en el exttrior de ia cardioide r = I + sen 0. 


Solución. El área deseada es la de la región sombreada en la figura 7. 
Se encuentra el límite de 0 haciendc 


y resolviendo: 


3 sen <7 = 1 - 4 - sen 0 


a I 

sen 6 — - 
2 



571 

6 


Entonces 


A(* 9 ) = 


1 = 




'Hli 




* 3 sen 9 


1 +sen 0 


rdrdO ~ n . 



FIGURA 7 
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7.3 Ejemplo. Encuéntrese el centroide de la región del ejemplo 7 2 
Solución. Como la región & 6 es simétrica respecto al rayo 0 - n 


centroide se encuentra sobre este rayo. Necesitamos, nues c^u 

1 * ^ ,. ... K soi 4menrp 

encontrar el momento con respecto al eje X y dividir por el área para 

contrar la segunda coordenada dei centroide. 


M x = 

ydx = 

*5s/6 r 



k/6 ^ 


r 2 sen 


1 + sen e 



OdrdO = — + hH 
6 16 


Así pues 




2.14 


de modo que las coordenadas rectangulares del centroide son 




« (0,2.14) y sus coordenadas polares 



9 n /3 
16 7r 




Nuestra discusión previa (pág. 365) del volumen de una región en R 3 
limitada lateralmente por una superficie cilíndrica con un generador paralelo 
al eje Z, superiormente limitada por una superficie z = g(x,y) e inferior- 
mente por una región cerrada y acotada en el plano XY se sigue aplicando 
en el caso en que la región está descrita en coordenadas cilíndricas 

(jc, y, z) — (r cos 9, r sen 9, z ). 


Si una tal región de R 3 tiene ¿Z 6 como su frontera inferior, entonces 


II 

• 

1 % 

9 - 

m » r 



* * 


'Í12(5) 




g(r cos 0 , r sen 6)rdrdO 


7.5 Ejemplo. Encuéntrese el volumen de la región limitada supen° r ™^ 
por el paraboloide de revolución z = x 2 +y 2 inferiormente por el P an 
y lateralmente por el ciíindro circular x z +y 2 — 4. 

£ 

* * 

Solución. (Figura 20, pág. 367.) En coordenadas cillndricas, la r ^V^ D( ^ 0 
limitada superiormente por la superficie z = r 2 y lateralmente P orC ^ ^ 2 jt}- 
circular r — 2. La región base 2? 6 — {(/* cos 6, r sen 9) | 0 ^ r ^ -9 

De donde 


V = 

* 2 ji 

*2 

r 2 rdrdO = 

* 2« 

m 

0 . 

0 

0 w 


r 3 drdO = * 


0 
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Problemas 

\ Encuéntrese el área de cada una de las siguientes regiones. 

a ) Limitada por la cardioide r = a(\ + cos 0) 

b) dentro de la cardioide r — a(\ + cos 6 ) y fuera del círculo r = a 

c ) interior del círculo r - 6 y a la derecha de la recta r cos 0 = 3 

d) interior del círculo r = cos 6 + sen 9 y exterior del círculo r = I 

e) interior del circulo r — cos 0 y exterior de Ia cardioide r = 1 — cos 9 

f) limitadaporunadelashojasdelarosadecuatrohojasr =usen 29 

g) limitada por el bifolio r — a sen 9 cos 2 9 

h) Iimitada por una hoja de la iemniscata r 2 = 2 a 2 cos 20. 

2 . Encuéntrese el centroide de cada una de las siguientes regiones. 

a) Problema 1 a 

b) Problema 1 c 

c) Problema 1 e 

d) Problema 1 g 

e) Problema 1 d. 

(Sugerencia. M x = M y por simetría.) 

/) Limitada por ía parábola r = ---y el eje Y 

I — cos 9 


i 



g) Iimitada por una hoja de la Iemniscata r 2 = 2 a 1 cos 20. 
(Sugerencia. Hágase x /cos 29 = sen <p.) 

h) Limitada por el lazo de la estrofoide r — a cos 20 sec 6. 


3. Encuéntrese el momentQ de inercia de cada una de ías siguientes 

regiones con respecto a la recta que se indica. 

a) limitada por una sola hoja de la rosa de cuatro hojas r = a sen 20 
con respecto al eje Y. (Sugerencia: adviértase que por simetría 
l x — / y y que I x + I y es más fácil calcular que f y ) 

b) interior del círculo r = cos 9 4- sen 9 y exterior del círculor = I con 
respecto al eje X 

c) limitada por una hoja de la lemniscatar 2 = 2n 2 cos20conrespecto 
al eje Y 

d) interior de la cardioide r — a(\ + cos 6) y exterior del círculo r — a 
con respecto al eje Y. 

4. Encuéntrese el volumen de una semiesfera de radio la unidad usando 
Co °rdenadas cilíndricas. 


7 -— * £° c uéntrese el volumen de la región de R 3 limitada arriba 
~~ * —y 2 y abajo por el plano XY usando coordenadas cilíndricas. 

z k^cuéntrese el volumen de la región de R 3 limitada arriba 
^ lateralmente por x 2 + v 2 = 1, y debajo por el plano XY, 
Usan do coordenadas cilíndricas. 


por 

por 
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5 

7. Encuéntrese el volumen de la región del primer octante ljj^* 

arriba por z = X y lateralmente eii el interior por r ~ \ + sen 0 
exterior por r = 3 sen 0. y CQ I 

8. Demuéstrese que la región de R 3 que se encuentra sobre 


— {( r cos Q* r sen 0) 1 0 < 0 ^ a, /*, ^ r < r 2 } 


y está limitada superiormente por el plano z = h tiene volumen <xr(r 
donde r = i ( r 2 + r i)* 




9. ü) Encuéntrese el volumen del segmento esférico de una base Ümítad 
por ia esfera r 2 +z 2 — a 2 y el plano z = a — h donde 0 < h < a 
b) Encuéntrese el volumen del segmento esférico de dos bases 
Iimitado por la esfera r 2 + z 2 = a 2 y los planos z = a-h { y 
z = a — h 2 donde 0 < h x < h 2 < a. 


8. COORDENADAS ESFÉRICAS 


La transformación f que expresa un punto de R 3 en términos de las 
coordenadas esféricas viene dada por la regla de correspondencia 

(x, y, z) — f(p, 0, (p) = (p sen (p cos 0, p sen (p sen 0 , p cos (p ) 

donde p ^ 0, 0 ^ 0 ^ 27t, 0 ^ <p ^ n. E1 jacobiano de f es 

sen (p cos 0 — p sen <p sen 0 p cos </? cos 6 

sen <p sen 0 




cos </> 


p sen <p cos 0 p cos <p sen 0 
0 — p sen <p 


= — p sen íp 


de modo que al transformar una integral triple a coordenadas esfericas 
reemplazamos dx dy dz por |yf(p. 0, cp) | dpdOdcp. Aquí las condiciones ® 
teorema 6.16 no son satisfechas. Tenemos 7f(p, 0, (p) = 0 si p = 0» ^ 
o (p = n y f no es univalente sobre las fronteras del dominio de ■ ■_ 
embargo, un argumento análogo al usado para las coordenadas P° 
muestra que la fórmula del teorema 6.16 se veriüca también P ara 
coordenadas esféricas y 




8.1 


g(x y y,z)dx dydz 


•r 

tiS\ 


b %} 

€ 


g{p sen tp cos ü, p sen ip sen 0, p cos <p)p 2 sen 


dt)d<? 


Coordenadas esférícas 
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• ^iplo Encuéntrese el volumen de la región limitada por una esfera 

.2 ^ 



M 


^ 2 jt r 

V = 

«1 

9 

II 

>» 

o 

o * 


1 

de r adi° a - 
goLticidj_ 

p 2 sen (pdpdOdíp = 
o 3 

3 Ejeinpl 0 * Encuéntrese el centroide de la región limitada por una 

jjmiesfera de radio a. 

_ ución. Supongamos que el hemisferio es la mitad superior de la esfera 
del ejemplo 8.2. Por simetría concluimos que el centroide se encuentra sobre 

el eje Z. Necesitamos solamente calcular, por tanto, M xy = 

Como z = p cos <p, tenemos 


f(4) 


zdy. 


r 

/% n/2 

*2n 

zdy = 

Jf(4) 

0 * 

0 J' 


Por tanto 



3u 

— y x 
8 


(*, y, z) 



Problemas 

L Üsese la integración en coordenadas esféricas para encontrar el 
volumen de la región acotada por la esfera x 2 +y 2 + z 2 = 4 superiormente 
yporel cono z 2 = 3 (jc 2 +^ 2 ) inferiormente. 

2. Encuéntrese el centroide de la región del problema 1. 

3. Encuéntrese el momento de inercia de la región del problema I 
c c 0 e J e Z y úsese esto para encontrar los momentos de inercia 

res Pecto al plano A'Z y al plano YZ. 


bZ (x 


4. p n 

e sfera \ CUentrese e * momento de inercia de la región limitada por una 
y C ra ^*° o con respecto a un diámetro. 

^ * Í 1 C A y-v ^ 

\x 2 ~l v 2 coordenadas esféricas para encontrar el volumen del esferoide 
p V /)',! + fl z ~a 2 b 2 . (Sugerencia: después de integrar con respecto 

^ y ^ hagase cos <p = u .) 

6, p ^ 

la esfer^ ntreSC ^ centro, de de la región en el primer octante ümitada 
ü$es e ‘ P ~ a y los planos coordenados. (Sugerencia : encuéntrese z y 

,a Sl metrí a .) 




























































SUQSSÍDÍISS 


1. INTRODU C CIÓN 


Una sucesión es una función que tiene como dominio el conjunto de 
s enteros positivos. Así pues, una sucesión es una función de una variable 
rea |* el capítulo 3 se consideraron las funciones vectoriales de una 
^fnable real, pero la mayor parte del análisis de tales funciones que allí 
°s no se aplica a las sucesiones. Las operaciones de diferenciación e 
. Sfación se definieron para funciones cuyo dominio es un intervalo no 
no^ enera< ^° ° Una un *® n intervalos no degenerados. (Por intervalo 
Tal de ^ enera< ^° entenc i emos un intervalo que contiene más de un punto.) 
p es ^nnciones a veces se llaman funciones de una variable real continua. 
0 las sucesiones son funciones definidas solamente sobre un conjunto 
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discreto de puntos de ia recta y, por tanto, las operaciones de difer 
e integración no se definen para las sucesiones. enc *ació 


La noción de límite de una functón de variable real se aplica 3 
sucesiones y en este capítulo estudiaremos detalladamente el cón * ^ as 
límite. Recuérdese que el límite de una sucesión se define sof ° 
en puntos de acumulación del dominio de la función. Aquí incluirern 
puntos ideales oo y — oo como posibles puntos de acumulación del *° $ 
de una función. Un punto p es un punto de acumulación de un con' 
si toda vecindad de p contiene un punto del conjunto distinto de p Si ° 
un número real, entonces una vecindad de p es un intervaio abierto ( a b\ 
que contiene a p. Si p es oo( — oo), entonces una vecindad de p es un inter 
valo <tír, oo > (< - oo, ó». Como el dominio de una sucesión es el conjunto de 
los enteros positivos, oo es el único punto de acumuíación del dominio 
de una sucesión. Por tanto, para sucesiones, sólo consideraremos límites 
en oo. 


Si en el capítulo 3 hubiésemos considerado límites en oo de funciones 
vectoriales de una variable real, entonces el límite de una sucesión sería 
un caso particular de lo que allí habríamos visto. Como tales límites no 
fueron considerados entonces, nuestra discusión de límites de sucesiones 
principia desde el comienzo en este capítulo. Sin embargo, mucho de lo 
que aquí vamos a hacer es muy semejante a lo que hicimos al estudiar los 
límites en el capítulo 3. 


2. LÍMITE DE UNA SUCESIÓN 


2.1 Definición. Una sucesión de puntos en R m es una función cuyo 
es el conjunto de enteros positivos y cuyo rango es un conjunto de puntos en 

Así pues, una sucesión de puntos s es una correspondencia dei conjunto 
de Ios enteros positivos a un conjunto de puntos; es decir, para cada ^ 
positivo n hay un punto s (n) que le corresponde. Es más común escn 
que s (n) y denotar la sucesión por {s„} en Iugar de por s. E1 punto «j 

llama n-ésimo término de la sucesión. or ja 

Un ejemplo de una sucesión {s„} de puntos en R viene a o 

1 u"« miMe describirs^ 

regla de correspondencia = . Esta sucesion tambien pu 

n j i i t ... 

escribiendo cierto número de sus primeros términos en orden. L ?> 


La regla de correspondencia s n =(/j, n 2 ,-) describe una 


:esión 


de 


puntos en R 3 : (1, 1, 1), (2, 4, (3, 9, ^ g* cuy° 

Como una sucesión {s„} de puntos en R"’ es una función de ^ ^ 
dominio tiene oc como su único punto de acumulación, la no 


FIGURA 1 


i 


I 


sólo puede definirse en oo. Por tanto, el límite de {s„} en oo puede Ilamarse 
simplemente ei límite de {s„} y puede denotarse por lím s n lo mismo que 

por lím s„. 

If-MT 


2.2 Definición. El límite de {s„} es b, lo que se denota por Iim s„ = b 
o lím s„ = b. si para cada e > 0 existe un número N tal que |s„ — b¡ < e 

n-+a c 

siempre que n > N. 

Reformulando esta definición en términos de vecindades, tenemos que 
lím s„ = b si para cada vecindad b; e) de b existe una vecindad <A, oo> 
de oo tal que s„e<$^(b; e) siempre que ne(N, oo> (figura 1). Intuitivamente, 
lím s„ — b significa que s„ está “próximo” a b para todo n suficientemente 

grande. 

Si Hm s„ existe, entonces decimos que la sucesión {s„} converge. Si una 
sucesión no converge, entonces decimos que diverge. 1 

^•3 Ejemplo. Demuéstrese que para s n = -, lím s„ = 0. 

n 

Sollción. Sea e > 0 cualquiera. Deseamos demostrar que existe un 

numero N tai que 


| 5 „~ 0 | 


- — 0 = - < e siempre que n > N . 
n n 


os N — -> entonces n > N implica -< — = £. Así pues, hemos 
e n N 


Pr °had 0 qu e lí m I = 0 


n 


En 


^ Üe f*»} ‘’djve Ca ”° algunos autores dicen que {s„} “no converge”, reservando decii 
r Se cuando {s n } tiene como límite x o — x. {N. del T.) 
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2.4 Ejemplo. Demuéstrese que Lím r" = 0 si 0 < |r| < I 


Solución. Sea e > 0 cualquiera. Queremos probar que existe un núitiero v 
tal que * 

|r" —0| = |r|" < e siempre que n > N. 

ln e 

Ahora bien, |r|" < e si n ln |r| < ln e, es decir, si n > -. Notese ni. 

ln Irl ™ 


ln e 


ln |r| < 0 ya que |r| < 1. Así pues, si N — -—, entonces n > N imDlicn 

ln M v * 

\r\" < e. 

2.5 Ejemplo. Demuéstrese que lím (-, — ) = (0, 0). 

\n 27 


Solución. Sea e > 0. Queremos probar que existe un número N tal que 

< e siempre que n > N. 


( 




Ahora bien 


luego 


( 


(;•?)- (0 - 


í.|i- ( o .°) 


0 ) 


1 1 


■ n 2 + 2 2 " ’ 


. 1 e 1 e 

<esi-<— y —< — 

n V2 ' r 


Como lím- = 0, existe un número N x ^por ejemplo, N t = tal que 

- < siempre que n > N t . Por otra parte, lím = 0 implica que existe 
n yj 2 2 " 

un número N 2 ^por ejemplo, N 2 = ~ ^ .tal que ^ siempr e 

que N > N 2 . Entonces, si N — máx {N t , N 2 } 


( 


i.i|-(0.0) 


1 1 /e 2 7 _ 

n 2 + 2 2 fl< V2 + 2 ^ 


siempre que n > N. Con lo que heroos demostrado que lím í-, — I * ® 


23 
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jqótese que en este ejemplo el límite de la sucesión de puntos es un 
n to cuyos componentes son los límites de las sucesiones componentes. 
Esto es cierto en todos los casos. 


2.6 Teorema. Sea b = (ó,, ..., b m ) y s„ = (sj , ..., s n m ), donde s„ k 
^ __ l,..., w) es el k-ésimo componente de s„. Entonces lím s„ = b si y 
)ólo sis„ k = b k para cada k = 1 ,...» m. 

]\jo se da la prueba de este teorema por ser esencialmente la misma 
que la prueba del teorema 3.3, pág. 00. Una aplicación importante de este 
teorema es la determínación del límite de una sucesión de números 
complejos. Los números complejos z n = .x„ + iy„ pueden considerarse como 
puntos ( x„,y n ) de R 2 . Entonces 

lím z„ = (lím x n9 lím y n ) — lím x n + i lím y n 


si lím x n y lím y n existen. Así por ejemplo. 



= 0 + 0 / = 0 . 


Si formamos una sucesión prescindiendo de algunos de los términos 
de una sucesión dada, entonces esta nueva sucesión se Ilama subsucesión de 
la sucesión original. 


2.7 Defínición. Si (s n ) es una sucesión y es una sucesión creciente de 
enteros positivos , entonces la sucesión {s„ k } se llama subsucesión de la {s„}. 


Nótese que s„ k está definida mediante una composición de funciones. 
Esto se hace más aparente si escribimos s Bk en la forma s (n(k)). Por ejemplo, 

Sl s n = - y n k = 2k, entonces s„ k = s(n(k)) = s(2k) = — y, por tanto, 


¿1 


n 

es una subsucesión de 

n 


2 k 


‘. Es la subsucesión consistente en todos 


los términos pares de Ia sucesión 


1 

n 


^■8 Teorema. Si {s rt } converge , entonces cualquier subsucesión de la {s n } 
converge al mismo punto. 

Si lím s„ = b, deseamos demostrar que, para cualquier sub- 
. »-*>«> 

su cesión {s rtfc } de {s n }, lím s„ k = b. Es decir, queremos probar que para 

C» 1 • k-r oo 

ualquier e > 0 existe un número K tal que s„ k ey(b; e) para todo k > K. 
°memos e > 0. Como lím s„ = b, existe un número N tal que s„e5^(b; e) 
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para todo n > N. Además, como {n k } es una sucesión creciente d■ ■ r «H 
positivos existe un número K tal que n k > N siempre que k > %■ n ° mer ov 
si k > K, n k > N y, por tanto, s flk e<^(b; e). Pües. 


2.9 Ejemplo. Pruébeseque 


- , donde p es aigun entero positivn 

n + pj’ H ,UV0 'Puede 

considerarse como una subsucesión de |rr y, por tanto Hni * ^ 


Solución. Si s„ = - y = k + p, entonces s ni4 = —J— y 

n k + P \k -f 

r 


es una 


subsucesión de 


n 


. Por tanto, por el teorema 2.8, lím —— = iím I -n 

k-*ac k + p n-* <x> n 


Problemas 

1. Escríbanse los primeros cinco términos de cada una de las siguientes 
sucesiones {s n }: 


a) s n = n 2 

d ) s„ = - 3 

n 


b) s n = c 

e) s„ = 1 + - 
n 


c) s. = (-1)" 

/) ~ 1 + (~ 1 . 


2. Usando la definición 2.2, verifíquese Io siguiente: 


a) lím c = c 


c) lím —- = 0 
n 3 4 


1 


e) lím ( l+(-l) B -)= 1 

n. 


b) lím = 0 
n 2 

d) lím ( 1 + -) = I 
n, 

f) lím — = 0. 

4 n 


3. Osese ía definición 2.2 para probar que lím ■— = 0, donde /j 

n -* oc típ 

algún entero positivo. 

j oS 

4. ¿Convergen las siguientes sucesiones de puntos ? Proporciónense 
límites de las que convergen. 

1 I i 


es 
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3] 


5. 


proporciónense los Hmites de las siguientes funciones complejas: 


a) * 


3 + ^ 




6 pruébese que iím s„ = 0 si y sóio si lím |s„| = 0. 

_ Si lím s p+k = b donde p es algún entero positivo, demuéstrese 

k 

lím s n 

±1vLl 


k-*cc 

nue um = b 


ÍÍ. Demuéstrese que * 


pn¡ y \n p \ 

positivo, pueden ambas considerarse como sübsucesiones Je j ’ 

tanto, deben convergir a 0. 


, donde p es un cierto enlero cualquiera 

P 


y, por 


9 . Si las sucesiones {^c n } y {/„} convergen y x n ^ y n para todo n , 
pruébese que lím .v,, ^ lím_y„. ¿Cuál es la conclusión si .*■„ ^ y„ para toda n ? 

10. Si {s„} es una sucesión depuntos tales que lím s 2fc = b y íím s 2k+ , = b, 

k-* ac n-*ac 

muéstrese que lím s n = b. 

II 0C 


3. CONVERGENCIA DE SUCESIONES 


Según el teorema 2.6 se ve que las cuestiones de convergencia de 
sucesiones de puntos de R'' pueden reducirse a cuestiones sobre convergencia 
sucesiones de números reaíes. En esta sección probaremos algunos 
remas que son útiles en la determinación de límites de sucesiones 
^specíficas de números reales. 

y f s ^ e ° renia ' ó7 f es una función de R m a R” que es continua en el punto p 

sucesión de puntos en tales que !im s„ = p, entonces 

-r- 

ta * que fr ° m ^ mos £ > 0. Deseamos demostrar que existe un número N 
existe u '^Wp); c) siempre que n > N. Como f es continua en p, 
vec { n ó a d '&’ip; Ó) de p tal que f(x)6y(f(p);e) siempre que 
tel q Ue ^ f/‘ ^óemás, como lím s„ = p y s n e^y, existe un número N 
f ( s a)e^( '^(P ; siempre que'’ n > N. Por tanto, si n > N. 

lp), e) y esto completa la prueba. 
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3.2 Corolario. Si lím x n = x y lím y n = y, entonces 

1 ) lím (x n +y n ) = x+y ■ M 

2 ) lim (x„—y n ) = x-y 

3) lím (x„y n ) = xy 

4 ) lím — = - , si y„ ¥ 0 para toda n y y 0 . 

y n y 

Prueba. Solamente probaremos 1). Las pruebas de las restantes afirma- 
cionesson análogas. Sea/lafuncióndefinidapor/(«, v) = u+v,s „ = 
y p = (x, y). Entonces lím s„ = p. Como / es un polinomio, es continuo 
en todos los puntos en R 2 . Por tanto, de acuerdo con el teorema 3.1, 

fim (x n +y n ) = lím f(s n ) = f( p) = x+y. 

3n 2 — 5/i + 2 


3.3 Ejemplo. Determínese lím 


n 2 + 1 n — 4 


Solución. No podemos aplicar el corolario 3.2 a esta sucesión en la forma 
en que aparece ya que los límites del numerador y del denominador no 
existen. Sacando como factor en el numerador y en el denominador ia 
máxima potencia con que n aparece en ellos, obtenemos 


3n 2 — 5 n + 2 _ n_ 
n 2 + ln—4 n' 


5 2 

2 3 ” " + 7 ? 
n n 


5 2 

3- 1 -y 

n n 


, 7 4 7 4 

i + —- i + —j 

n n n n 


Como 


lím I 3 - - + ~} = lím 3 - lím - + lím L = 3 
n n J n n 


lím ( 1 + - — ) = lím 1 + lím - — lím ^ = 1 , 

n n 2 J n n 


lím 


3n 2 — 5/1 + 2 
/i 2 + 7/i—4 


lím ( 3-H—j 


n n 


lím ( 1 +- —\ 
n n 


= - = 3. 
1 


3.4 Ejemplo. Pruébese que lím n a = 0, si a es un número racionai negat¡ v0 

0 b ‘afM 

\ donde b es un número racio 
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33 );■ 

positivo. La función / definida por f(x) = / es continua en 0. Además 
fim ' = 0. Luego, según el teorema 3.1, 

lím /i° = Iímfl) = 0 6 = 0. 


Si una sucesión no puede escribirse como una combinación de sucesiones 
convergentes conocidas, a veces podemos determinar su limite comparando 
la sucesión con sucesiones cuyo comportamiento se conoce. Este método 
se basa en el siguiente teorema. 


3.5 Teorema. Si para todos los enteros positivos n, x n ^ y n < z n y si 
lím x tt = b = lím z n , entonces {;>„} converge y lím y n = b. 

Prueba. Sea un e > 0 cualquiera. Como lím x n = b, existe un número 

tal que 

b — e < x„ < b + e siempre que n > N t . 

Como lím z n = b, existe un número N 2 tal que 

b — e < z n < b + e siempre que n > N 2 . 

Sea N = máx , N 2 }. Entonces 

b — e<x n ^ y„ < z n < b+e siempre que n > N, 
y, por tanto, lím y n = b. 

3.6 Ejemplo. Pruébese que lím S6n - = 0. 

n 

Solución. Para todo n 

1 sen n 1 

- - ^ -. 

n n n 


Además, lím (- ij = 0 = lím Por tanto, por el teorema 3.5, 


lím 


sen n 


= 0 . 


n 


Otro útil resultado respecto a la convergencia de una sucesión, conocido 
prueba de la razón, se deduce también fácílmente del teorema 3.5. 


3, 7 Teor 


ema. Si Jím 


5 n+ 1 


< 1 , entonces lím s n = 0. 
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Prueba. Supongamos que iím ^±-1 existe y es menor que l. Sea r 
número tal que 


un 


Hm 


>n+ 1 


< r < 1 . 


Entonces existe un número N tal que 


>« + 1 


< r siempre que n > N, 


Sea p cualquier entero positivo mayor que N. Entonces, k p+l i < r\s p \, 
j +2 | < r|^ p+1 | < r 2 |5 p | y» en general, para cualquier entero positivo k 

|i. +k | < r*|í.| 


es decir, 


< s p+k < r k |í p |. 


Como re<0, 1), lím r k — 0. Por tanto, de acuerdo con el teorema 3.5, 

k~-* oo 

iím s p+k — 0 , y por tanto, iím s n = 0. 

k^ac 


n oo 


2 " 

3.8 Ejemplo. Demuéstrese que iím — = 0. 


n\ 


Solución. Para = — , tenemos 


n ! 


iím 


s 


rt+ 1 


= lím( ^/n = ií m ^ = o. 


,(n+l)!/ n\. 


T 


n+I 


Luego, según el teorema 3.7, iím — = 0. 

n ! 


La siguiente observación nos permitirá obtener el Hmite de algunas 
sucesiones de números reales inmediatamente partiendo de los resultadosque 
ya conocemos. Si / es una función real de variable real y lím f(x) - ’ 


X-* 00 


entonces lím f(n) = b. Puesto que, si iím f(x) = b y si Sf(b\e) es una 

n x x-oc AÑs 

vecindad cualquiera de b , entonces existe un número N tal que, para to 
los números reales x mayores que N. f(x)eSf(b, e). En consecuenci I 
para cualquier entero positivo n mayor que N. f(x)e.9 > (b\ s). 1 

1 Es claro que se estó suponiendo que /ínl está defínida. Es decir que -V/ cont 
a todos los enteros positivos. [N. dei T.] 






Convergencia de sucerones 


Puede que el lector recuerde de sus anteri res estadios que 

lím ( 1 + -'j = e, Iítt — o 

X— oc \ x/ x~*z X a 


si a > 0, y —. = 0 si b > 1. De donde tcemos 

* -»oc b x 
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3.9 


lím I 1 + - ) = e 


n 


3.10 


In n „ 

hm- = 0 cuandoa > O 


n 


3.11 


n 


Iím — = 0 
b n 


cuandob > 1, 


3.12 Ejemplo. Pruébese que lím = I. 


In n 


Solución. Podemos escribir: qn = n l n =e (J/n> !nn . Como lím-= 0, 


Hm e (1/ní ln ” 


Problemas 


= e° = I (teorema 3.1). Por tano, lím y'n = 1 


n 


1. Determínese lím s n si es 
2n + 5 


a) 


c ) 


n — 3 

n 3 + 2n 2 +1 
3n 5 — 7n 4 + 5 


b) 


d) 


n-7 

í+2 n 

) n 4 + n 3 —6n 
:/i 4 + i2n 2 + 7 


é) — 

v* 


9) 


T 


3 + 5 n 

Determínese lím s n si s n es 
a) e 1/n 

c ) In (n + 1) — ln n 


n— 1 

h) unh n . 


b) os 


n 2 — 7 
2n 2 +-3n 


d) un 


n 


n + 2 
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3. Úsese ei teorema 3.1 para probar que lím $a = 1, si a > 0. 

4. Determínese el límite de {s„} si í n es 




X 5" 
a) 

n\ 


c) 


n 2 + 3 
2” + n 


b ) - 
3" 

a) n 4 

n n 




e) yfñ+ \ - yjn. 

Q ñ 

5. Si a es un número real cualquiera demuéstrese que lím — =0. 


n í 


6. Si a es un número real cualquiera y si xe<- 1, 1>, demuéstrese que 

lím «(«-D-fr-") = o. 
n ! 


7. Si 0 < b < a, demuéstrese que lím lfdñ+b n 

8. Determínese lím tfñ *. 


= a. 


1 


2n 


9. a) Demuéstrese que lím ( 1 H-i — e. 

2 n, 

b) Determínese lím ( 1 + — ) . 

2n/ 


10. Determínese lím si 5 n es 

«> 




c) 


e) 


n 

4” 

5 + In n 
n 2 + n 


d) 


f) 


n s + 5n 3 
2" —3n 2 

2” + n 4 
3" —n 7 ' 


11. Supongamos que / es una función continua sobre R y sean/ (n) * a 
n-ésima iteración de /; es decir, / (1) = /y / (n) = /o/ (n-1) , n > 1. Si P ara 
algún oeR, lím / (n) ( a ) = b , demuéstrese que b es una solución de l a 


n~* oo 


ecuación f(x) = x. 
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4. DIVERGENCIA HACIA oo O HACIA -oo 

La sucesión {í„} donde s„ = n no converge; los términos de esta sucesión 
n0 tienden a ningún número, sino que en lugar de ello se hacen indefini- 
damente grandes. En tal caso decimos que lím = oo. 

4.1 Definición. lím s„ = oo si para cada número K > 0 existe un número N 
tal que s n > K siempre que n > N. 1 

Reformulando la definición en términos de vecindades tenemos: 
lím S n = oo si, para cualquier vecindad <A, oo> de oo, existe una vecindad 
<jV, oo> de oo tal que s„e(K, oo> siempre que ne(N, oo>. 

De un modo análogo definimos lím s„ = — oo. 

4.2 Definición. lím = — oo si para cada número K < 0 existe un 
número N tal que s n < K siempre que n > N. 2 

Si lím s n = ± oo, entonces decimos que {s n } diverge a + oo. 

4.3 Ejemplo. Demuéstrese que lím r n = oo si r > 1. 

Solución. Tómese K > 0. Deseamos demostrar que existe un número N 
tal que r n > K siempre que n > N. Ahora bien, r n > K si n ln r > ln N, 

ln 

es decir, si n > --. (Nótese que ln r > 0 puesto que r > 1.) Asi pues, 

In r 

In X 

si N =--, entonces r” > K siempre que n > N. 

In r 

Este resultado pudo también haberse obtenido usando siguiente teorema. 

4.4 Teorema. Si para todo n, s n > 0 y lím s n = 0, entonces lím — = oo. 3 

í r ’ s " 

Pkueba. Sea K > 0 cualquiera. Deseamos probar que existe un número N 
ta l que — > K siempre que n> N. Como lím s n = 0, existe un número N tal 


2 ?* uede prescindirse de la condición K > 0. [N. del T.] 

3 £ Uede prescindirse de la condición K< 0. [N. del T.] 

i^dica i ^ recuente de notar por +co (con el signo expreso) el límite que aquí aparece 
^cado por oo. En tal caso se dice que lím s ñ = oo (sin ningún signo) cuando (bien 
o Una suce sión real o una sucesión compleja) lím |j a | = + oo. Nótese que lím s„ = + ao 
s n oo implica límj rt = oo. Con estos convenios son válidas las implicaciones: 

•% t 

v Hm s„ ~ o, implica lím — = oo; 

s n 

,l) lím s„ = oo, implica lím - = 0. [N. del T.] 
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que s„ < — siempre que n > N. Usando ei hecho de que s B > 0, tenemos 

por tanto, que - > K siempre que n > N. 

* 5« 

4.5 Ejemplo. Demuéstrese que lím n a — cc si a es un número racional 
positivo. 

Solución. Sea b = — a . Entonces n a = — donde b es un número racional 

n 

negativo. Como lím n b = 0 (ejemplo 3.4) y n b > 0, lím n“ = oo según el 
teorema 4.4 

Combinando los resultados de los ejemplos 3.4 y 4.5 y usan do el hecho 
de que lím 1 = 1, tenemos, para cualquier número racional a , 


lím n a = < 


0 si a < 0 

I si a=0 

oo si a > 0. 


Podríamos dar bastantes teoremas que enunciasen propiedades de límites 
infinitosde sucesiones análogas a Ias propiedades de límites íinitos dadasen 
el corolario 3.2, pág. 458, pero aquí solamente enunciaremos dos más y 
en la lista de problemas al final de esta sección daremos algunos otros. 

4.6 Teorema. Si lím x n = co y lím y n = y > 0, entonces lím (x n y n ) - oc. 

Prueba. Tomemos K > 0. Como lím y n — y > 0, existe un número 
tal que >>„ > \y siempre que n > /V,. Además, como lím = co, existe un 

**^ siempre que n > N 2 - Sea N = máx {N \, N 2 }' 


número N 2 tal que x n > 


Entonces 


y 


2 K v 

x n y„ > -— ' * = K siempre que n > N 

y 2 

y, por tanto, lím (x„y„) = 00 . ] 

qQ 

4,7 Teorema. S/límx n = 00 lím y n = y < 0, entonces lím (x„y„) " 

t 

Prueba. La prueba es análoga a la del teorema 4.6 y se deja p ara 

estudiante. clir esión 

Estamos ahora en posición de determtnar el límite de cualquiet b 

racional. 


4 ] 


Divergencia hacia 00 o hacia -00 
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4.8 Ejemplo- Si 

pruébese que 


íío4ííj / 1 + -\~a p n p 

••• + b Q n q 
\ ^ 


donde a p ^ 0 y b q ^ 0, 



si q > p 


íím s n 


a p ib q si q = p 
00 si q < p y a p b q > 0 

oc si q < p y a p b q < 0. 


SOLUCIÓN 

í. _ u 0 + aj_n+ ••• + a p n /> _ ^ p ~ q u Q /n /? + a\jn p ~ 1 + •■• + a p 

b Q + b { n + ••• + b q n q b 0 ln q + b\ln q ] + --'+b q 


Por el corolario 3.2 

1" lím + ±fp = 

fc; b 0 ln q + b\in q 1 +***+6 fl b q 


Entonces, si q > p, lím n p ~ q = 0 y lím = 0 (corolario 3.2). Si p = q, 
lím n p q = 1 y lím 5 n = a p /b q (corolario 3.2). Si q < /?, lím n p ~ q = 00 
y lím s n = 00 si a p /b q > 0 y lím s„ = — 00 si a p /b q < 0 (teoremas 4.6 y 4.7). 

Cuando en eí cálculo se introducen las funciones trascendentes In y exp, 
es habitual probar que lím ln x = co y lím e x = 00 . Admitiendo esto, 

JC-*OC x-*oc 

tenemos. 


4.9 lím ln n = 00 

4.10 lím e n = 00 . 

, a Igunos problemas es útil tener un teorema análogo aí teorema 3.1, 
P a g. 457, en donde la continuidad de / en p está reemplazada por una 
condición sobre el límite de/en p. En el enunciado abajo dado, p y q pueden 
0 números reales 0 + 00 . 


' Teorema. Supongamos que f es una función de R en R + que p es un 
B* acunn dación de &. Si lím / = q y {} es una sucesión de puntos 

/ tal que, para toda /7, s n / p pero lím s n = p , entonces lím f(s n ) = q. 

| a prueba de este teorema es análoga a la del teorema 3.1 y la omitimos. 
Hm 2 ^ em tióstrese que si a es un número real positivo, entonces 
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Solución. Por definición, n° = e alnn .- Como Hm a In n 
tenemos lím n° = oo según el teorema 4.11. 


00 y lím e* 


‘00 


D 8 


ao. 


Problemas 


Determínese lím s n si s„ es 
a) 2 n 
3n — 2 


c) 


0 


5) 


t) r n 

n 3 — 3n 2 + 8/i —6 


5n + 12 

n 5 — 12n 4 
— 2n 2 + 3/i — l 

/i x /ñ + 4 
n — 3 


<0 


/) 


20 /i 2 + 32 /i + 15 

12/i + 3 
n 2 —2/i + 7 


/i 2 + 5/i 

/i) —- 


6" 


2. Pruébese que lím —= oo cuando b > 1. 


n 


3. Determínese lím s H si 


a) s n = 


3 n —/i 2 
n 5 + 2 


, In /i + 5 
= —- 

n +n 


4. Demuéstrése que si lím x n = oo y lím y n = y (un número real), 
entonces Iím (x n +j>„) = oo. 

5. Demuéstrese que si lím x n = oo y lím y n = oo, entonces lím (.v„+>«) 
= oo. 

6. Si lím x n = oo y lím y„ = — oo, entonces, pruébese mediante 

ejemplos, que todo lo que sigue puede ocurrir: 

a) lím(x n ++ M ) = oo b) lím(x„+y„) = b (un número real 

c) lím (x„+>>„) = — oo d) lím^Xn+j/n) ^ b , ± 00 • ■ 

7. Si {í nj .) es una subsucesión de (j„) y lím s ñ = oo> pruébese 4 1 ® 




lim s nk = oo. 

k~* oo 


8. Pruébese que 

fl) lím ln 2k = oo 


fc-oc 


Si lím s n = oo, pruébese que lím — = 0. 


b) lím ln (k-h1) = oo- 

oo 


1 




9. 
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5] 






10- 


Usando el hecho de que Hm — =0 para todo número real a, pruébese 


n ! 


dire^ 

11 

12- 


t amente, partiendo de la definición, que lím ^fñ\ = oo. 
Si a n > b„ y lím = oo, pruébese que lím a n = oo. 
pruébese el teorema 4.11. 


5. SUCESIONES MONÓTONAS 

definición de una sucesión monótona está comprendida en la 
^gjjición de una función monótona. Sin embargo, enunciamos aquí 
las ¿efiniciones pertinentes para este caso particular que son las sucesiones. 

5 1 pefinición. Una sucesión {í n } es no decreciente fno creciente) si 
$ < s n +1 (s„ > s n+ 1 ) para todo n. 

Si la desigualdad se verifica siempre en Ia definición anterior, es decir, 
si $„ <s n + \ (*^n>^n+ 1 ) para todo n , entonces decimos que {í„} es creciente 
(decreciente). Claramente, una sucesión creciente es no decreciente y una 
decreciente es no creciente. 1 

5.2 Definición. Unasucesión es monótona si es no decreciente o no creciente. 

Es fácil imaginar el comportamiento de una sucesión monótona. Por 
ejemplo, supongamos que {j„} es una sucesión creciente que está acotada 
superiormente por el número b. Entonces, Ios términos de la sucesión se 


FIGURA 2 

Ue? eVen a ^ ereclla sobre Ia recta de Ios números (figura 2), pero nunca 
estar^ a estar a derecha de b. En realidad, los términos nunca Hegan a 
derecha del supremo de {í n }, pero sí llegan a estar tan cerca como 
co nv See este niimero - Parece, por ello, que esta sucesión habría de 
^ r gir a su supremo. Esto es lo que se prueba en el siguiente teorema. 

5 ,3 > 

ej no e ° ren ia. Cualquier sucesión monótona acotada {í n } converge. Si {¿ n } 
^ecreciente (no creciente) entonces lím = sup {s n } (ínf {í n }). 


í 

H ^ j 

4^8unos a “ tores prefieren llamar "crecientes” a las sucesiones que aquí se llaman 
HpM^^ientes”, y “decrecientes” a las que aquí se Ilaman “no crecientes". Cuando tal 
^ ' h’ a * as ^ 116 aqu ^ se llaman “crecíentes” $e les líama “estrictamente crecientes”, 
uecrecientes”, “estrictamente decrecientes”. [N. delT.] 
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Prueba. Supongamos que {s n } es no decreciente y s n ^ b para todo /, 
Como los términos de la sucesión constituyen un conjunto no nulo de 
números reaies que está superiormente acotado, este conjunto tiene un 
supremo, llamémosie c. Probamos ahora que lím — c. Tomemos e > q 
E! número c — e no puede ser una cota superior de {-?„}- Por tanto, par a 
algún entero /V, s N > c—e. Como {5„} es no decreciente, 

s n *> c — e para toda n > N. 

Por otra parte, para todo n , < c. Por tanto, 

s n e(c — e, c + e) para toda n > N 

y, por tanto, iim s n = c. 

Si {s n } es no creciente y acotada, entonces {—¿' n } es no decreciente y 
acotada y, por tanto, converge. De esta manera, 

lím s n = Iím [ — ( — +,)] = ~Hm(- 5 „) = -sup {-$„} = ínf {s H }. 

Y esto completa la prueba. 

Si {$„} es no decreciente, pero no acotada, es decir, no acotada superior- 
mente, entonces {5„} diverge a oo. Si { 5 „} es no creciente, pero no acotada. 
entonces {i'„} diverge a — oo. (La fácil prueba de estas afirmaciones se deja 
como ejercicio para el estudiante.) 

Tenemos, pues, el siguiente corolario del teorema 5.3. 

5.4 Corolario. Una sucesión no decreciente (no creciente) o converge o 
diverge a oo( — oo) según que sea acotada o no. 

Nota. Como el límite de una sucesión depende solamente del compor- 
tamiento de los términos de la sucesión a partir de algún término en 
adelante, el anterior teorema se verifica también para sucesiones que 
son monótonas a partir de un término cualquiera. 

5.5 Ejemplo. Demuéstrese que lím ln n = oo. 

Solución. Como D x ln x — - > 0 para .x > 0, ia función íogaríimica 

x 

una función creciente y, por tanto, {ln n} es una sucesión creciente. ^ 
tanto, según el corolario 5.4, lím !n n = p , donde p es un número reí } °^p. 
La sucesión {ln 2 n} es una subsucesión de la ln x y, por tanto. lím In n i 
Como 

ln 2 n = ln 2 + ln n, 
si p fuera un número real tendríamos 

p — In 2+/? 

lo que es imposible. Por tanto, p = oo. 
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5 6 Ejemplo. Pruébese que la sucesión 

■ v 2, vT/ 2- 72 +2 v 2, - 

converge a 2. 


goUjCiÓN. Damos primero una descripción más explícita de la sucesión: 

I = \ ^ 

S n — 1 » n > \ . 

Probaremos ahora que {$„} es una sucesión no decreciente acotada superior- 
mente por 2. La prueba es por inducción matemática. Sea el conjunto de 
¡os enteros positivos n tales que s n ^ 2 y s n ^ s n+ ¡. 

1) I ey ya que i, = N 2 < 2 y í, = v 2 < v '2 N 2 - i 2 . 

2) Supongamos que meSf, es decir, que s m ^ 2 y s m ^ 5 m+ ,. Entonces 

¿ + 1 = v 2 s rn ^ \ ' 4 = 2 


>m + 


t — V s m + 1 ^ \ “ s m + 1 ~ S m + 


Por tanto, me^f implica m+ I eSf. 

es, pues, el conjunto de todos los enteros positivos de acuerdo con 
el principio de inducción, y hemos mostrado que {5 n } es una sucesión no 
decreciente acotada. Luego {5 n } converge. Sea lím s n = c. Como 5„ + , = v 2sn 
y üm s n+l = c , tenemos c — ^flc. Por tanto, c 2 - 2c y c(c- 2) = 0. c es, 
pues, o 0 o 2. Pero como {5 n } es una sucesión de términos positivos, 0 no 
puede ser el supremo de {$„} y, por tanto, c = 2. 


Problemas 

1- Pruébese que íím e tt — oo. 


Pruébese que (donde a > 0) es decreciente sobre algún inter- 


Va l° <x 0 , co) y pruébese luego que lím 


In n 


= 0 . 


n 


Determínese el Hmite de la siguiente sucesión: N 2, x 2 + v 2, 

^+p+Tf,... 

a * Si {•?.} es una sucesión no decreciente que no es acotada, pruébese 
SUe Hm i, = oo. 
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5. Si /(x) = - ( x + - ] y s„+ j = /(5„), determínese iím s n cuando 

2 \ xj 

á) s { — 2 b) 5, = 1 c) 5i = — 1 d) 5, = a (a*0). 

6. Si / es una función real de variable real que es no decreciente sobre 

el intervalo [1, oo), pruébese que lím f{x) = b (un número real) 0 

00 

lím f{x) = oo. 

X-*OQ 


6. PUNTOS LÍMITES DE UNA SUCESIÓN 

La sucesión {(—l) n } ni converge ni diverge a ±oo. Hay una infini- 
dad de términos de esta sucesión “próximos” a 1 y también una infinidad 
“próximos” a — 1. Decimos que 1 y — 1 son puntos límites de la sucesión. 1 


6.1 Definición. Un punto p (número real o ±co) es un punto límite (o 
punto de acumulación) de una sucesión {5„} de números reales si toda vecindad 
de p contiene infinitos términos de la sucesión. 

Es decir, si el punto Iímite p es finito (un número real), entonces para 
cualquier £ > 0 y para cualquier entero positivo m, existe un entero n > m 
tal que s n eSf{p\e) = </? — £,/? + £>. Si el punto límite p es oo(-co) 
entonces, para cualquier número a y cualquier entero positivo w, existe 
un entero n > m tal que 5„e<a, oo> « — oo, a». 

6.2 Ejemplo. Pruébese que 1 y — 1 son los únicos puntos Iímites de la 
sucesión {(—l) rt }. 

SoluciÓn. Los puntos 1 y — 1 son puntos límites de la sucesión : cualquier 
vecindad de 1 contiene infinitos términos de Ia sucesión —-todos Ios términos 
pares. Todos los términos impares de la sucesión se encuentran en cualquie 
vecindad de — 1. Ningún otro punto es un punto límite ya que podemos 
encontrar una vecindad del punto que no contiene ni 1 ni — 1 y, por tanto, 
no contienen ningún término de Ia sucesión. ^ 

Usaremos el término “punto límite” con preferencia al de (í punto _ 
acumulación”, aunque este último es muy sugestivo: un número m 
de términos de la sucesión se acumulan alrededor del punto. Sin em ’ 
debe advertirse que un punto de acumulación de una suceS10 * fan go 
necesariamente un punto de acumulación del rango de la sucesión. t ^ 
de la sucesión {(”•l)' , } es el conjunto { — 1, 1} que no tiene punto 


1 En otras terminologías también en uso, a los que aquí se llaman puntos 
se les llama "límites de oscilación”. [N. del T.j 


lím » íe5 
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a cumulación. Por otra parte, si un punto es un punto de acumulación del 
rítnsto de una sucesión, entonces es un púnto límite o de acumulación de 

lasucesión. 

£>ebe tenerse cuidado en no confundir los términos “punto límite de 
un a sucesión” y “límite de una sucesión”. Un punto es el límite de una 
sucesión si cualquier vecindad del punto contiene a todos los términoS de 
la sucesión, salvo un número finito. Por otra parte, un punto es un punto 
límite de una sucesión si cualquier vecindad del punto contiene infinitos 
términos de la sucesión. Claramente, el límite de una sucesión es un punto 
límite de una sucesión. Sin embargo, el recíproco no es cierto necesariamente. 


ya que una vecindad puede contener infinitos términos de una sucesión y, 
al mismo tiempo, puede haber infinitos términos de la sucesión que no 
estén en la vecindad. Por ejemplo, la vecindad <0, 2> de 1 contiene todos 
los términos pares, pero ninguno de los impares de la sucesión {(—l) rt }. 

E1 número de puntos límites de una sucesión caracteriza su comporta- 
miento respecto a la convergencia. Toda sucesión tiene al menos un punto 
límite (que puede ser +oo o — oo). Si una sucesión tiene solamente un 
punto límite y es finito (es decir, un número real), entonces la sucesión 
converge a ese punto. Si una sucesión tiene oo o — oo como su solo punto 
límite, entonces la sucesión diverge a oo o — oo, respectivamente. Si una 
sucesión tiene más de un punto límite, entonces ni converge ni diverge 
a ±oo; decimos que la sucesión oscila (o que es oscilante). 

En seguida probaremos estas afirmaciones. 


6.3 T eorema. Cualquier sucesión «„} de números reales tiene al menos un 

punto límite. 

Prueba. Sea Sf el conjunto de números reales jc tales que x ^ s n para 
infinitas n. Si el conjunto Sf es vacío, entonces — oo es un punto límite 
{-*«} ya que todos, salvo un número finito de términos de { 5 „}, se encuen- 
tran en cuaíquier vecindad < - oo, x> de -oo. Si Sf no está superiormente 
acotado, entonces infinitos términos de { 5 n } se encuentran en cualquier 
v ecindad <jr, oo> de oo y, por tanto, oo es un punto límite de {$„}. Si Sf es 
II Vacío y superiormente acotado, entonces Sf tiene un supremo, 
v mern °sle c. Probemos que c es un punto límite de { 5 ». En cualquier 
infi ln ^ a ^ ^ c-_£ ’ c + £ > de c hay un punto xeSf. Como jc eSf, x ^ s n para 
u n m í° S n ‘ ^ or otra P arte > c+£$S? y, por tanto, s n ^ c + e para solamente 
_ nuniero finito de valores de n. Así pues, infinitos términos de { 5 n } se 

com ran Cn c + e >- Esto prueba que c es un punto límite de { 5 » y 

P* et a la prueba. 

P^deny 10 Una suces * on acotada no puede tener ± 00 como punto límite, 
finito ° S enunciar ' una sucesión acotada tiene , al menos , un punto limite 
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6.4 Teorema. iím s n = p (donde p puede ser tanto un real como ±oo) si 
y sóío si {5 n } tiene p como único punto límite. 

Prueba. Supongamos que lím = p. Entonces p es un punto límiíe de {^} 
Sea q un punto cualquiera distinto de p. Tómese una vecindad cualquiera 
Jf de p y una vecindad cualquiera J r q de q tales que = 0 

Como lím s „ = p , todos, salvo un número finito de términos de {5^}, Se 
encuentran en J r p . Por tánto, la vecindad Jí q de q no puede contener 
infinitos términos de ¡5„}. Esto prueba, que q no puede, ser un punto Hmite 
de {s„} y, por tanto, si Iím = p 9 {j n } puede tener solamente a p como 
punto límite. 

Supongamos que {s„} tiene a p como su único punto límite. Deseamos 
demostrar que Iím = p. Tomemos una vecindad cualquiera .Jí p de p. 
Supongamos que hay un número infinito de términos de { 5 „} que no están 
en Jí p . Entonces, estos términos constituyen una subsucesión de {$„} y 
esta subsucesión tiene un punto límite según el teorema 6 . 3 . Este punto 
límite es un punto límite de la sucesión { 5 „} distinto de p. Esto contradice 
el hecho de que p es el único punto límite de { 5 „}. Por tanto, todos los 
términos de {i fl }, salvo cuando más un número íinito de ellos, deben 
encontrarse en cualquier vecindad de p y, por tanto, lím s n — p. Lo que 
completa la prueba. 

6.5 Ejempio. Pruébese que la sucesión {r n } 9 donde r < — 1, oscila. 


Solución. Probaremos que {r"} tiene los dos puntos límites co y 00. 
Tómese K > 0. Como \r\ > 1, lím |r| n = co (ejemplo 4.3, pág. 463). Por 
tanto, existe un número N tal que \r\ n e(K, co) siempre que n > N. Asípues, 
si n es par y n > /V, r n e(K 9 00> y, si n es impar y n > N, r”e<-00, -K). 
Esto prueba que cualquier vecindad de co y cualquier vecindad de 
contienen infinitos términos de la sucesión y, por tanto, que co y — x son 
puntos iímites de {r n }. Así pues, {r n }, cuando r < -1, no converge m 

diverge a ± co; oscila. . .3 

Combinando el resultado del ejemplo 6.5 con los resultados previame 
derivados, podemos enunciar; {r n } converge a 0 si |r| < 1, converge a 

si r = 1, diverge a 00 si r > 1, y oscila si r ^ -1. ■ n es 

Ahora estableceremos una relación entre puntos límites y subsucesio 

de una sucesión. 


6.6 Teorema. Un punto p (un número real o ±00 ) es un punto htnite ^ ^ 
sucesión {5„} si y sólo si hay una subsucesión de la {5„} que conierge 
si p es un número real 0 diverge a p si p = ± co. 


Prueba. Sea {s nk } una subsucesión de la sucesión {s n } y sea ' V "j k v0 
Sea JJ una vecindad cualquiera d e p. Todos los términos de {s„ k }* sa 
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n úmero finito, se encuentran en Jí . Luego, de aquí que en Jí se encuentran 
jnfinitos términos de {s„}. Luego p es un punto límite de {5„}. 

Supongamos que el número real p es un punto límite de {5„}. Entonces 
toda vecindad de p contiene infinitos términos de {5„}. Podemos escoger 
un a subsucesión { 5 „ k } que converja a p como sigue. Sea 5„, un término 
cualquiera de {5„} que pertenezca a £f(p; 1). Sea s„ 2 un término cualquiera 
posterior a s„ t en {s„} que pertenezca a £f(p;$). Sea 5„ 3 un término 
cualquiera posterior a 5„ 2 en {5„} que pertenezca a £?(p; £). Si continuamos 
escogiendo términos de esta forma, obtenemos una subsucesión {s„ k } que 
converge a p. 

Si 00 es un punto límite de {5„}, entonces escogemos una subsucesión 
{^} 9 ue diverge a co como sigue. Tomamos como 5 ni cualquier término 
de {5„} que se encuentre en <1, oo>. s„ 2 es cualquier término posterior a 5„ t 
en {5„} que se encuentre en <2, 00 >. Si continuamos nuestra elección de 
términosde este modo obtenemos una subsucesión {5„ k } que diverge a 00. 
Si es —00 el que es un punto Iímite de {5„}, podemos escoger una sub- 
sucesión {5„ fc } que diverja a - 00 de modo análogo. Esto completa la prueba. 

Sea Sf el conjunto de todos los puntos límites de una sucesión {s n }. 
Probaremos que Sf tiene máximo y mínimo. (Cuando introdujimos los 
puntos ideales 00 y — 00 establecimos que — 00 < x < 00 para todo 
número real x.) Seap el supremo de Sf;$i£f no está superiormente acotado, 
entonces p = 00. Probaremos ahora que p es un punto límite de {5„} y, 
por tanto, que p es el máximo de Sf. Sea Jf una vecindad cualquiera de p. 
Como p es el supremo de Sf 9 hay un punto límite b de {s n } en Jí. Si Jt es 
una vecindad de b tal que Jt c= JS 9 entonces hay infinitos términos de {s n } 
en Jt , luego en Jí. Así pues, toda vecindad de p contiene infinitos términos 
de { s n} y P es un punto Iímite de {s„}. Prueba esto que p es el máximo 
punto límite de { 5 „}. Podríamos probar en forma análoga que {5„} tiene 
un punto límite mínimo. 

6,7 I>efinición. El límite superiorde unasucesión {5„}, denotado por lím s n9 
es tnáximo punto limite de {5„}. 

Definición. El límite inferior de una sucesión {5„}, denotado por lím 5„, 
es e ¡ punto límite minimo de {5„}. 

Reformularemos ahora el teorema 6.4 en términos de Hmites superior 

e ^nferior. 


Teorema. lím s„ —p (donde p puede ser ±00) si y só/o 5/ 
^ _ T7~ 


P = lím 5„. 


6.10 


Ejemplo. 


¿Converge la sucesión 


sen 
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Solución. Nótese, en primer término, que - 1 « sen — < 1 para todQ ^ 

tllt 

Si n es de la forma 8 k + 2 , donde k es un entero, entonces sen — = j y e 

4 

pues, que 1 es un punto límite de la sucesión, en realidad, lím sen 25 ^ . 

4 * 

Si n es de ia forma 8 k + 6 , entonces sen — = - 1. Por tanto, Hm sen Í5 = __ i 

4 4 * 

Como los límites superior e inferior de la sucesión son diferentes, la 
sucesión oscila. 


6-11 __Ejemplo. Si lím = x > 0 y lím >■„ = >> (donde x.yeR), pruébese 
que lím x „y„ = xy. 


Solución. Como lím >>„ = >’, y es un punto límite de {>„} y, por tanto, 
existe una subsucesión {>„„} tul q ue llm = y- Además, lím x„ k = x ya 
que lím x„ = x. Por tanto, lím {x„ k >„„} = xy. Prueba esto que xy es un 
punto límite de {x„y„}. Supongamos que {x„y„} tiene un punto límite 
mayor que xy, llamémosle p. Entonces existe una subsucesión {x^y^} tal 
que lím x„ y„. = p. Si p es finito, entonces 

lím y„j = lim (j- x Kj y ñJ J = ?. Ijj 

Si p = oo, entonces 

lím = lím í — x ni y„\ = oo . 4 

En cualquier caso {>v} tendría un punto límite mayor que V- Por tá »jj| 

x y es el máximo punto límite de {x rt .v rt }. ., s igue. 

Podemos caracterizar el límite superior de una sucesion . 

6.12 Teorema. lím s n — p si y sólo si para cualquier lecinda ^ neY0 de 
se tiene: el número de términos de {s„} en . i p es infinito } e 
térmmos de {í„} a la derecha de J^, es finito (posiblemente ce )■ j 

a /c 1 en cuaíq u * er 

Phueba. Supongamos que hay infinitos términos de f ^ s0 lo UÍ1 
vecindad Jí p de p y, también cualquier vecindad de p, p’ cua lquií* a 
número finito de términos a su derecha. Tomemos un p n Jí q '0' 

q > p. Consideremos vecindades J/ p dep y J ta * es ^}* e n itos térrui fl ° S 

Como Jí está a la derecha de Jí p no puede contener i 
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por tanto, q no puede ser un punto iímite de {s„}. Luego p es el 

^áxün 0 P unt0 límite de 

1°**^ ngamos que lím s tt = p. Entonces ■ cualquier vecindad Jí p de p 
infinitos términos de {£„}. Si hubiera infinitos términos de {í„} a la 
001111 , Jf p „ entonces estos términos constituirían una subsucesión que 

^ er .. un punto límite según el teorema 6.3. Este punto límite seríá un 
lCn límite de {5 n } mayor que p. Así pues, sólo puede haber un número 
fi U ‘to de términos de "{ 5 „} a la derecha de Jí p . Y esto completa la prueba. 
n podemos caracterizar el límite inferior de una sucesión de un modo 

g0 _simplemente cambiando la palabra “derecha” en el teorema 6.12 

p a o r , a palabra “izquierda”. 

problemas 

1. Determínense todos Ios puntos límites de las siguíentes sucesiones {^ rt }. 

1 


a) s„ = (-lT[2 + 
C ) S. = (-!)"'! 


n 


i\ nn 

b) s„ — sen — 

3 

d) s„ = n +( — l) n n. 


2. Si p es un punto de acumulación del rango de una sucesión {^ rt }, 
pruébese que p es un punto límite de {^ rt }. 

3. Si p es un punto límite de una subsucesión {j rtk } de {j rt }, pruébese 
quep es un punto límite de {^ rt }. 

4. Pruébese que lím s„ = -Hrñ (~s„). 

5 - Determínese lím s„ y }[ñi si s„ es 


n7Z 

a ) n sen — 
3 


1 nn 

b) - sen — 

n 3 


c ) (1 + -) sen — 
n/ 3 


e ) ~ — 


n 


nn 


d) 


n + n sen 


n 2 + 4 


donde [ ] es la función “máximo entero”. 


6 . 


^ruébese que: 

M =2 *« + Hm y„ <_lím (x 2 +>>„) 

^ lím x „ + lím y„ ■ 

• m Pj*Q 

^ r °blem a ^^ rci ° nese tin ejemplo en el que se verifique la desigualdad del 
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8. Si lím = x > 0 y ¡ím y„ = oo, pruébese que jhri x m y m = oo. 

9. Si ^ ^paratodow/pruébeseque Hm x„ ^ lím y„ y Hm x„ < ¡[¡¡¡v 

fl' 

10. Pruébese que: 

a) ínf {5„} < lím 

b) lím s n < sup {5„}. 

11. Si s n — ^ + - + ( — l) rt - — - donde a < b, determínese lím s„ y lím s 


12 . Proporeiónese una sucesión {s„} con los siguientes límites inferior y 
superior: 


a) lím s n = 2 y lím -s„ = 8 
*) Hm = -5 y lím s n = 21 . 


7. ALGUNOS TEOREMAS SOBRE FUNCIONES 

CONTINUAS DE UN VECTOR 

Si una función real de variable real es continua sobre un intervalo 
cerrado, entonces la función es uniformemente continua y acotada sobre 
el intervalo cerrado. Resultados similares se verifican para funciones 
continuas de en R" si se reemplaza el intervalo cerrado por un conjunto 
cerrado y acotado en R m . Para obtener estos resultados usaremos aquí 
sucesiones de puntos de R m . 

Dada una sucesión de puntos en R m definimos un punto lírnite de la 
sucesión de modo análogo al empleado para definir un punto límite 
para una sucesión de números reales: un punto c es un punto límite de 
una sucesión {s„} si toda vecindad de c contiene infinitos términos de ia 
sucesión. Para sucesiones de puntos tenemos resultados análogos a los 
enunciados en los teoremas 6.6 y 6.3 para sucesiones de números reales. 

7.1 Teorcma. Vn punto c es un punto límite cle la sucesión {s n } si y sólo 
si hav una subsucesión de {s„ } que converge a c. 

La prueba de este teorema es similar a la del teofema 6.6, pág. 472 . 
y por ello no la daremos. 

7.2 Teorema. Toda sucesión acotada {s„} de puntos en R w tiene un punto 
limite. 

Prueba. Probarcmos este teorema para el caso en que {s„} es una sucesión 
de puntos en R 2 . E1 caso general podría probarse en forma análoga usando 
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inducción. Sea s„ = La sucesión {x„} es una sucesión acotada de 

n úmeros reales y, por tanto, tiene un punto límite c. Hay entonces, 
acuerdo con el teorema 6.6, una subsucesión {x nk } de {x n } tal que 
Ijm x nk = c. La sucesión {y„ fc } es una sucesión acotada de números reales 
y tiene, por tanto, un punto límite d. Hay entonces una subsucesión {y„ k } 

de {>'»J tal ^ ue Iím = d ' Por tant0 

f 7 lím s„ kí = lím {x nkr y nk ) = {c y d) = c. 

Luego, según el teorema 7.1, c es un punto límite de {s„}. Y esto completa 

la prueba. 

Probaremos ahora que si el rango de una sucesión {s„} se encuentra en 
un conjunto acotado y cerrado S, entonces {s„} tiene un punto límite en S. 
Nuestra prueba consistirá en demostrar que cualquier punto límite de Ia 
sucesión {s n } es o un punto del rango de {s„} o un punto de acumulación 
del rango de {s„} y usar luego el hecho de que un conjunto cerrado contiene 
a todos sus puntos de acumulación. 

7.3 Lema. Un punto límite c de una sucesión {s n } es o un elemento del 
conjunto {s„} o un punto de acumulación de este conjunto. 

Prueba. Supongamos que c£s n . Toniemos una vecindad de c. 

Como c es un punto límite de la sucesión {s n }, SS(c:e) contiene infinitos 
términos de la sucesión. Luego £T(c: e) contiene un punto del conjunto {s n } 
y ha de ser distinto de c, Lo que prueba que si c no es un elemento del 
conjunto {s n }, entonces c es un punto de acumulación de ese conjunto. 

7.4 Teorema. Si {s n } es una sucesión de puntos que se encuentran en un 
conjunto cerrado y acotado S, entonces {s n } tiene un punto límite en S. 

PttUEBA. Por el teorema 7.2 sabemos que {s n } tiene un punto límite c. 
El punto c es o un elemento o un punto de acumulación de! conjunto {s n } y, 
Por tanto, del conjunto S (lema 7.3). Luego ceS, la cerradura de S, 
y* c omo S es cerrado, ceS. 

Podemos ahora probar que una función de R m a R" que es continua 
sobre un conjunto cerrado y acotado S es uniformemente continua sobre S. 
p rimero definimos la continuidad uniforme para una función de un vector, 

7.5 Definición. La función f de R m en R" es uniformemente continua sobre 
e l conjunto S si S está contenido en el dominio de f y si para cualquier e > 0 
e *iste una 6 > 0 mayor que 0 tal que si x y y pertenecen a S y |x —y| < S. 

en >onces 


|f(x)-f(y)l < 
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P-8 


7.6 Ieorema. Si f es continua sobre un conjunto cerrado y acotado 
entonces f es uniformemente continua sobre S. 


Prueba. Supongamos que f no es uniformemente continua sobre S . Exist 
entonces un número e > 0 tal que para todos los enteros positivos n existe 6 1 
puntos x n y y* en S tales que |x„-yj < \¡n y \f( x „)-f(y n )\ > £< ¿ 1 

sucesión {x n } tiene un punto límite c en $ y, por tanto, una subsucesión \ 
tal que 

lím x nk = c. 1 

Como |x nfe -y n J < 1 /n k y lim — = 0, I 

k-*<x¡ n k 


líni y nfc = c. 

Como f es continua sobre usando el teorema 3.1, pág. 457, tenemos I 

lím f(x nfc ) = f(c) I 

y I 

Jím f(y„ k ) = f(c). I 

Pero, para todo k , |f(x nfc ) —f(y nfc )| > e. Esta contradicción prueba que la 
suposición de que f no es uniformemente continua sobre é no puede ¡ 

verificarse. Lo que completa la prueba. 

^ Teorema. Si f es continua sobre un conjunto cerrado y acotado $ 
entonces f es acotada sobre é. 

Prueba. Supongamos que f no fuera acotada sobre S . Entonces para todo I 

entero positivo n existe un punto x n en S tal que |f(x„)| > n. Por tanto, I 

lím |f(x n )| = oo. La sucesion {x n } tiene un punto límite c en $ y, por 
tanto, tiene una subsucesión {x nfc } tal que lím x nfc = c. Como f es continua | 

sobre S, lim |f(x nfc )| =' |f(c)|. Por otra parte, como lím |f(x n )| = oo, I 

lím jf(x nfc )| = oo. Esta contradicción demuestra que la hipótesis de que f no 
es acotada sobre é no puede verificarse. Y esto compieta la prueba. I 


7] 

ahora {x n } una sucesión de puntos en é tal que f(x n ) = y n . Como S 
a y* . ' ' • — tp f_. > - 

es c 

Sü 


errado y acotado, {x„} tiene nn punto límite x en S. Sea {x„J una 
bucesión de {x„} que converge a x. La subsucesión correspondiente 

T ^ de {y„} converge a y. Como f es continua en x usamos el teorema 3.1 

{ynJ 


para 


obtener 


y = lím 

k 


y* k 

oo k 


= lím f(x nfc ) = f(x). 


‘ 00 


Luego yef(d’), y f(^) es cerrado. 


7 9 Teorema. Si f es una función de R m en R que es continua sobre un con- 
junto cerrado y acotado S, entonces f tiene un vaior máximo y un valor 
mínimo sobre S. 

Prueba. Sea b = sup {/(x) | xeS}. Para cualquier entero posilivo n existe 
un punto x„ en S tal que 

b - - < /(x„) « b. 
n 


Así pues, lím /(x n ) = b. La sucesión {x n } tiene un punto límite c en £ y, 
por tanto, tiene una subsucesión {x nfc } tal que lím x nfc = c. Como / es 
continua sobre S\ lím /(x nfc ) = /(c). Por otra parte, como lím /(x n ) = 
lím /(x nfc ) = b. Luego /(c) = b y b es el máximo valor de / sobre S. 
Que/tiene un valor mínimo sobre S, lo podemos probar de modo análogo. 

EI teorema 7.9 nos muestra que una función/continua sobre un conjunto 
cerrado y acotado tiene un valor máximo y un valor mínimo sobre ese 
conjunto. Los valores máximo y mínimo pueden ocurrir solamente en 
puntos críticos de/que estén en el interior de S y en puntos de la frontera 
de S. Así pues, podemos determinar los valores máximo y mínimo de / 
sobre S calculando los valores de / en esos puntos. 

7.10 Ejemplo. Determínense los valores máximo y mínimo de la función/ 
sobre el conjunto S = {(x,y) \ x 2 +y 2 < 4} cuando/está definida por 

f(x, y) = %x 2 +iy 2 . 


7.8 Teorema. Si una función f de R m en R n es continua sobre un conjunto 
cerrado y acotado S , entonces f (S) es un conjunto cerrado y acotado. 


Soeución. Como / es continua sobre el conjunto S que es cerrado y 
a cotado, el teorema 7.9 asegura la existencia de un valor máximo y un 
Va lor mínimo de / sobre S. Las derivadas parciales de / son 


Prueba. Que f (S) es un conjunto acotado se sigue del teorema 7.7. Paríi 
probar que f(^) es cerrado, probaremos que cualquier punto frontera } 
de f (S) pertenece a f(<^). Como y es un punto frontera de f(<f), cualqnl er 
vecindad de y contiene un punto de f(<^). Luego para todo entero positivo ti. 


£>xf(x , y) = \x y D 2 f(x , y) = fy, 

estas derivadas parciales existen en todos los puntos y son, ambas, cero 
s °lamente en (0, 0). Así pues, el único punto crítico de / es (0, 0) y 


existe un punto y n eó^^y; n f(S). Claramente, la sucesión {y n } converg e 


Lo habitual es pasar a considerar —/. [N. del T.] . 
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/(0; °) = °- En la frontera de S, {(x, y) | x 2 +y 2 = 4}, los valores H e 
están dados por 

/(x, X) = A* 2 + j donde xe[-2,2]. ] 

Por tanto, sobre la frontera de $ la función / toma todos los valores d 
intervalo cerrado [|, 3]. Así pues, el valor máximo de f sobre S es 3 y 1 
valor mínimo es 0. E1 diagrama de las curvas de nivel y la gráfica ót { 
aparecen dibujados en la figura 3. 



Problemas 

1. Supongamos que {x n } es una sucesión acotada de puntos en R m . 
Pruébcse que lím \ n — c si y sólo si c es el único punto límite de 

2. Sea {x n j n — 0, I,...} una sucesión de puntos en R m con la propiedad 
de que para algún 2e<0, 1> 

|x„“ X rt _ ¡ j ^ /|x n _j X fl _2l 

para todo n ^ 2. 

a) Pruébese que para n ^ 0 y k ^ 1 

|Xb+ ‘ -X " 1 * ~X |X,_X °I- 


b) Pruébese que {x„} es acotada. 

c) Pruébese que {x„} tiene un punto límite único y, por tanto, ^ 
sucesión converge. 

3. Determínense los valores máxímo y mínimo de las siguiente s 
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funciones /sobre el conjunto dado S. Dibújense el diagrama de curvas de 
¡vel y la gráfica en cada uno de Ios casos. 


a) f(x,y) = xy-y 

b) f(x,y) = i x 2 -^gy 2 

c) f(x, y) = x 2 y 2 

d) f(x,y) = 5 — x 2 —y 2 

e) f(x,y) = 1 +x 2 -y 2 

f) f(x,y) = 5-VPTP 


£ = {(*, >0 I 1*1 «S 3, \y | ^ 2} 

5 = {( x,y ) | M «S 3, \y\ 3} 

6 = {(x,y) | x 2 +y 2 9} 

* = {(x, y) I M « 4, \y\ < 4}. 
¿ = {(x,y)\x 2 +y 2 4} 

S — {(x, y) | 4x 2 + 9y 2 ^ 36}. 


8. SUCESIONES DE FUNCIONES 

Consideraremos ahora sucesiones cuyos términos son funciones. 

8.1 Definición. Una sucesión de funciones de R p en R m es una función cuyo 
dominio es el conjunto de los enteros positivos y cuyo rango es un conjunto de 
funciones de R p en R m . A una sucesión de funciones de R p en R m Ía 
representamos por {f„}. 

Para cada punto x del dominio de todos los términos de la sucesión de 
funciones {f n }, hay una sucesión de puntos {f n (x)}. Si {f„(x)} converge 

para cada punto x de un conjunto S y hacemos f(x) = lím f n (x), entonces 

00 

decimos que {f n } converge puntualmente a f sobre S. 



Consideremos, por ejemplo, la sucesión {/”} de funciones reales de 
Var iable real donde 1 es la función real identidad (figura 4). Para 
^ Ua Jquier xeR, {y 1 } es una sucesión de números reales cada término de la 
a es el valor de la función en x del correspondiente término de {/"}. 
°m° {j^j converge a 0 si xe<— I, 1>, converge a 1 si x = 1, y diverge si 

xe< — oo, -l]w<l, oo>, 
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la sucesión {/"} converge puntualmente sobre <— 1, 1] a la función / don^ 
f(x) = 0 si xe<- 1, 1> y/(1) = I. ^ 

Nótese que, aunque {/"} es una sucesión de funciones continuas j 
función límite / no es continua. 

Definimos ahora otro tipo de convergencia para sucesiones de funcione$ 
—convergencia uniforme— y probaremos que el límite de una sucesión 
uniformemente convergente de funciones continuas es continua. 


8.2 Definición. Una sucesión de funciones {f„} converge uniformemente 
a f sobre un conjunto £ si para cada e > 0 existe un número Jí tal que p ara 
todo xe£ 

|f n (x)-f(x)| < g siempre que n > N. 

Lo que es importante observar respecto a la convergencia uniforme es 
que el número N depende solamente de £; es independiente del punto x de<í 
Por otra parte, si {f„} converge puntualmente a f sobre £, entonces para 
cualquier xe£ y para cualquier número positivo £ existe un número N(x), 
que depende en general tanto de £ como de x, tal que 

| f n (x) — f(x)| < £ siempre que n > N(x). 

Es claro que si {f fl } converge uniformemente a f sobre £, entonces la 
sucesión es puntualmente convergente a f sobre S. Pero la convergencia 
puntual de {f„} a f sobre £ no implica la convergencia uniforme de la 
sucesión a f sobre £. En realidad, podemos ver que una sucesión puntual- 
mente convergente {f„} sobre £ es uniformemente convergente sobre £ si 
y s ólo si para cada £ > 0 existe un conjunto de números correspondientes 
{A(x)|xe<f} que es superiormente acotado. Si {f„} es convergente 
puntualmente a f sobre £ y N es una cota superior de {/V(x) | xe<f}, 
entonces para todo xe£ 

|f n (x) — f(x)| < £ siempre que n > N. 

Así pues, {f n } es uniformemente convergente a f sobre £. Además, si {f„} 
es uniformemente convergente a f sobre £ y N corresponde a £ > 0* 
entonces para cada xe£ podemos tomar N(x) = N y el conjunto 
{N(x) | xe£} quedará superiormente acotado por N. 


8.3 Ejemplo. Pruébese que {/"} 
{-a, a] donde 0 < a < I. 

Solución. Para cada xe[ — a, a], 

Para cualquier e > 0, a < e si n > 
para cualquier xe[~a,a], 

|/"M-0| < £ 


es uniformemente convergente sobre 
lím V = 0 e |/"(x)-0| = |x|" ^ <'"• 

n~* ao 

In £ ln £ -„ nP 

:— . Así pues, si N — :— , se ticn 
In a r In a 

siempre que n > N. 
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8 ] 




10 


que demuestra que {/"} converge uniformemente a 0 sobre [ — a, a]. 
a £jemplo. Pruébese que {/"} no es uniformemente convergente 

sobre < — L f )* 

50 LUCIÓN. Tómese un £ cualquiera tal queO < £ < I. Para cada xg< - 1,1>, 
jj m / = 0 y por tanto, existe un número N(x) tal que 

|/"(jc) — 0| = l-xl" < £ siempre que n > N(x). 

. In £ ln £ 

Como |x| < £ si y solo si n > -—— y como um : — = oo, el conjunto 


in |x 


t - ln x 


{N(x) | jce<- 1, !>} no puede estar acotado superiormente. Así pues, no 
puede haber ningún número N tal que para todo xe< — 1, 1> 

|/"(x) —0| < £ siempre que n > N. 

Ahora probaremos que una sucesión uniformemente convergente de 
funciones continuas converge a una función continua. 

8.5 Teorema. Si Ia sucesión {f n } converge uniformemente a f sobre el 
conjunto £ y cada uno de los términos Í n es continuo sobre £, entonces f es 

continua sobre £. 

Prueba. Sea x 0 un punto cuaiquiera en £ y tomemos un £ > 0 cualquiera. 
Deseamos probar que hay un número <5 > 0 tai que 

|f(x) — f(x 0 )| < £ siempre que xe£ n ££(x 0 ; ¿>). 

La convergencia uniforme de {f n } a f sobre £ implica que para algún 

entero positivo n 

£ 

|f n (x) — f(x)| < - para todo xe£. 

3 

Como f n es continua en x 0 , existe una S > 0 tal que 


I |f . ( * ) -f.(*o)l < S siempre que xe<f ny(x 0 

or tanto, para todo xe£ n ££(x 0 ; S) 

i f (x)-f(x 0 )| ^ |f(x)-f B (x)| + |f„(x)-f„(x 0 )| + |f„(x 0 )-f(x 0 )| 


£ £ £ 

<- + -+ - = £. 
3 3 3 


Lo 


Que completa la prueba. 
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Aunque la convergencia uniforme es suficiente para asegurar q üe ^ 
límite de una sucesión de funciones continuas es continua, no es una 
condición necesaria para este resultado. Se ve esto en el siguiente ejempi 0 
de sucesión no uniformemente convergente de funciones continuas cuy 0 
límite es una función continua. Sea 

f\ (x) = 1 si xe[Q, 1] 


y para n ^ 2 (figura 5) sea 




Para cada xe[0,1], lím f„(x) = 0 ya que f„(x) = 0 para n>~ si 

n oo ^ 

y/„(0) = 0 para todo n > 1, Así pues, ia función límite/es la función cero 
sobre [0, 1] que es ciertamente continua. Sin embargo, la convergencia no 

es uniforme ya que para cualquier n si x = - entonces \f„(x)—f ( x )\ " 

n 

Damos ahora algunos resultados respecto a ia integración y diferenciaci° 
de los términos de una sucesión de funciones reales de variable real. 


8.7 Teorema. Si la sucesión {/,} converge uniformemente a J s0 ^ r€ ^ 
intervalo cerrado [a, b} y si cada uno de ios términos f n es integf 
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j\ xe[a,b ], 
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g„(x) = \ f„ > 9(*) = 
J <> 


gntonces {g„} converge uniformemente a g sobre [a, b]. 

PjiUEBA* Probaremos primero que/es integrable sobre [a, b] .7 ómese e > 0. 
Conio {/,} converge uniformemente a / sobre [a, b], para alguna n 


\fn(x)~f(x)\ < 


3 (b — a) 


para todo xe[fl, b]. 


Así pues, para cualquier partición P de [ a, b]. 


rrti(f) ^ nti(f n ) - 


3 (b-a) 


y Mi(J') < Mi(f„) + 


3(b — a) 


y, por tanto 

L(f, P) > L(J n , P) - y U(f,P)^U(f„,P) + ~. 

3 ^ 


Como /„ es integrable sobre [ a , b~\, U(f n , P) — L(f n , P) < - para alguna 
partición P de [a, b ]. Para esta partición tenemos 


■ r U(f,P)-L(f,P)<e. 

Lo que prueba que / es integrable sobre [a, b]. Probamos ahora que [g n } 
converge uniformemente a g sobre [a, b ]; es decir, para cualquier £ > 0 
existe un número N tai que para todo xe[a, b\ 




< e 


siempre que n > N. 


C°mo {/} converge uniformemente a / sobre [a,b], existe un número N 
ta i que para todo te[a, b\ 


\f„(t)-f(0\ < 


2 (b-a) 

r ta nto, para todo n > N y para toda xe[a, b ] 


siempre que n > N. 


f- 


fn 


Esto 


(f-fn) 


2 (b-a) 


(x-a) < £. 


completa la prueba. 
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a P. 8 

Nota. Recuérdese que si / es continua sobre [a, ¿], C nton 1 
integrable sobre [ a, b]. - ’ tei> Z es 

E1 teorema 8.7 demuestra que la convergencia uniforme de una 


de funciones integrables {/„} a /sobre [a, b ] implica que 


sueesió 


on 


fb 


8.8 


rb 


/ = 


'*6 


lím / fl = lím 


a n~*oo 


n-* ao 


fn . 


Sin embargo 8.8 puede ser cierto para una sucesión no uniforme 1 

convergente. Por ejemplo, si {f n } es la sucesión definida en 8 6 pntÜ 6016 

’ CI uoncesl 

r i i h 

lím fn= l» m “ = 0 = /. 

«-»oojo n—cc n J 

Volviendo ahora a una consideración de diferenciación de los términos 
de una sucesión, nos encontramos con que si {/} es una sucesión uniforme- 
mente convergente de funciones diferenciables con Ia función / como 
límite, no es necesariamente cierto que f' = Iím /'. 

Por ejemplo, sea f n (x) = - sen nx. Entonces la sucesión {/„} converge 

n 

a 0 sobre R. Además, para todo xeR y para cualquier e > 0 


1 

- sen nx — 0 
n 


1 i . ^ 1 ■ 1 

= - |sen nx | < - < e siempre que n > -. 
n n e 


Así pues, {/} converge uniformemente a f = 0 sobre R y /' = 0. Como 
fn i x ) = cos nx, la sucesión de derivadas {/'} no converge sobre R; & 


decir, lcos n - 

l 4j 


no converge. Por tanto, f' # Iím /'. 


EI siguiente teorema nos da una condición suficiente para que / sea 
el límite de la sucesión {/'}. 

8.9 I eorema. Si {/} converge a f sobre [a, b), si cada una de las derivadaS 
/' es continua sobre [a, b], y si {/'} converge uniformemente sobre [a, J» 
entonces f' = lím /' sobre [a, b]. 

Prueba. Sea g = lím /'. Deseamos probar que g — f’ sobre [a, ^ 
Sea xe[a , b]. Como {/'} converge uniformemente a g sobre [ a , b ], tenem 


r x 


g = lim 




/„' = lím [/.(*)-/.(«)] =f(x)-f(a)- 

, lím fr' = t 


n-*ao 


Tomando derivadas, obtenemos g(x ) = f'(x) y, por tanto 
sobre [a, b ]. 
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problemas 

Determlnese el conjunto sobre el que {/„} converge s¡ f„(x) 

Ux n , v 2 n + x 

' 


es 


fl) 


b) 


n 


n — 3 




í/) «xc 


-rtJC 


e) - 

n ! 


/) 


nx+ 1 

xn 2 + 3 
n +1 


x" 

2 Sí /„(x) = — pruébese que {/} es uniformemente convergente 

n 



sobre [-1* 0* 

3. Si /(x) = x y ^ n (x) = x+~, demuéstrese que {/} y {g„} son 

n 

uniformemente convergentes sobre < - oo, oo>. 

| ^ 

4. Si / (x) -- pruébese que {/} es uniformemente convergente 

n + 3 

sobre cualquier intervalo [ — a,a] donde a > 0. 

5. Si /(x) = /7xe _njf pruébese que {/} no es uniformemente conver- 
gente sobre [0,1]. Sugerencia : considérese el valor máximo de / sobre [0,1]. 

6. Pruébese que {f rt } es uniformemente convergente a f sobre el 
conjunto £ si y sólo si lím sup |f(x) — f„(x)| = 0, 

7i-*oo x6<f 

7. Sea {f rt } una sucesión de funciones de R p en R m y f rt = (/*,...,//) 
donde f n k es ía función componente A-ésima de f rt . Demuéstrese que {f rt } 
es uniformemente convergente a f = f l , ...,/ p sobre S si y sólo si cada 

u na de las sucesiones de las componentes {/*} es uniformemente conver- 

gente a f k sobre S. 

y th \ Sl y son sucesiones de funciones de R p en R, Si {/„} 

toda X6¿ n un ^ ormemente convergentes a/en S, y si para toda n y para 

f /„(x) < ^„(x) ^ /l„(x) 

pruebese nnp / i 

" e converge uniformemente a / sobre S. 

9. j , 2 

§ e nte / U ■ e » pruébese que {/'} no es uniformemente conver- 
/=al¡ m ° re ^ rue t)ese que, sin embargo, /' = lím/' donde 

7 n - 

10- Si f(r\~r 

¿Es {/M. .. ^ sen nx ¥ * ¿ es {/} uniformemente convergente sobre [0,1]? 

* Uni formemente convergente sobre [0, 1] ? 
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[Cap. 8 j 


11. Si j„(x) = 


nx 


1 +/? 2 x 2 


, ¿es {/„} uniformemente convergente sobre 


[a, oo] donde a > 0? ¿Es {/„} uniformemente convergente sobre <0, oo)? 


12. Si {f„} y {g„} son uniformemente convergentes sobre un conjunto £ 
pruébese que {f n + g B } es uniformemente convergente sobre S. 


13. Proporciónese un ejemplo de sucesiones {/„} y { g n } que son unifor- 
memente convergentes sobre un conjunto S , pero tales que {f n g n } no es 
uniformemente convergente sobre S. 


9. RESUMEN 


Problemas de repaso 

n- 1 


1. Si s„ = Y, f ’ k ' óiscútase la convergencia de {s„}. 

fc = 0 


2. Determínese lím s n cuando 5„ es 
3n 2 — 5n +2 


a) 


c) In 


4n 2 + 7 
n + 2 


b) 


— 3 íí 2 + 5 


n" + 5 n 


d) 


n + 3 
ln n + 2 


e) 


4 . jn 

n + e 


n — 5" 


/) 


/i-3 
n ! 


3 " + /i : 




En este capítulo hemos considerado límites de sucesiones de puntos. 
Como la convergencia de una sucesión de puntos depende de la convergencia 
de sus sucesiones componentes, dirigimos nuestra mayor atención a 
sucesiones de números reales. Vimos que las sucesiones de números reales 
pueden convergir, divergir a ±oo u oscilar, y desarrollamos métodos para 
determinar el comportamiento de sucesiones específicas. 

En el próximo capítulo estudiaremos las series, que son sucesiones 
formadas de un modo particular. La mayor parte del material que hemos 
discutido en este capítulo es prerrequisito indispensable para un estudio 
de la convergencia de las series. 


3. Si lím x n = oc y lím y„ = 0, pruébese, por medio de ejemplos, q ue 
todos los casos que siguen pueden ocurrir 


a) lím x„y„ = co 

c) Hm x n y n = b (un número reai) 


b) lím x„y„ = -oo 
d) lím x n y n # 6, ± 00 • 


1 


4, pruébese que si s n <0 y lím s n = 0, enlonces lím — 


= — 00 . 


5. pruébese lo siguiente: 


a) Si s n > 0 y lím -2±L > L entonces lím s n = oo 


l :_ +-1 


b) Si s n < 0 y lím > 1, entonces lím s n = — oo 

s. 


c) Si s„ = b 0, entonces lím 


: „ 5 «+ i 


= 1. 


s. 


S n+ 1 


6. Proporciónense ejemplos de sucesiones {s fl } tales que lím 1 ^^ 1 - 1 = 1 y 

s. 


a) lím s n = b ^ 0 


b) lím = 0 


c) lím s n = oo. 


7. Proporciónense ejemplos de sucesiones {s n } lales que lím 


S n + 1 


= -i y 


a) {s n } converge aO b) {j n } oscila. 

8 . Definimos una sucesión de Cauchy de números reales como sigue: 
una sucesión {s n } se llama sucesión de Cauchy s¡, para cualquier e > 0 , 
existe un número N tal que \s n — s m | < e siempre que n, m > N. 

a) Pruébese que tcda sucesión convergente es una sucesión de 
Cauchy. 

b) Pruébese que una sucesión de Cauchy es acotada y, por tanto, 
tiene un punto límite finito. 

c) Pruébese que una sucesión de Cauchy converge. 

9 . Pruébese que si s n > 0 


lím $ hm </7 n < lím ^/s n ^ lím • 


s. 


s. 















































































































































1. INTRODUCCIÓN 

E1 teorema de Taylor para funciones reaíes de una variable real, nos 
^ice: si f tiene derivadas continuas hasta las de orden n-ésimo inclusive sobre 
e ¡ intervalo J y x 0 e J^ entonces para todo xe J 

n-l f< k )(y \ 

f(x) = X - - '-(x-x 0 ) k +R„(x) 

k = o k\ 

donde 

I R„(x) = — ! — * f l ’\t)(x -t)"-'dt. 

(n— 1)! J,„ 

Q- 

1 x usando el primer teorema para el valor medio para integrales, 
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podemos éscribir el residuo R n (x) de la siguiente forma (forma 
Lagrange): 





(x — x 0 ) n para algún c n entre xyx 0 .. 



Si x = x 0 , entonces R n (x 0 ) es cero y la fórmula de Taylor simplemente 
afirma que f(x 0 ) = f(x 0 ). En Iugar de señalar excepciones sin importaneia 
supondremos que el residuo puede escribirse en la forma de Lagrange 
para cualquier valor ác x y convendremos que es cero cuando x = a' 0 
Por ejemplo, si / es la función exponencial y x 0 es 0; entonces. para 
cualquier número real jc 


1.1 


n - I 


= I 

Jc — 0 


7¡ + ^«w 

k ! 


e 

donde R n (x) = — x" para algún c n entre x y 0. Como la función exponencial 

n ! 

tiene derivadas continuas de todos los órdenes, la n en 1.1 puede ser 

«-1 x k 

cuatquier entero positivo. Para cada entero positivo n, sea s B (x) = £ —. 

k = o k\ 

Entonces, para cada número real x, tenemos dos sucesiones, (5„(x)} y 
{/?„(*)}> con 

*' 2 e* = s„ (x) + R„ (x). 

Probaremos ahora que lím R„(x) = 0 y, por tanto, e' = lím í„(x). 

n-*QC „-ac 

Si x > 0, entonces 

e Cn x n 

0< R n (x) = — x n <e x ~. 

n\ n\ 

r , x* 

Como lím — = 0, lím R n (x) = 0. Si x < 0, entonces 

n-*x n ! n-»oo 

Ixl" 

0<\R n (x)\ < — 

n ! 

y, por tanto, lím R„(x) = 0. Por tanto. para cualquier número real x, 

n -* oc 

1*3 e x = lím s n (x) = lím £ — . 

n-*x n~*oc k = 0 k\ 

En 1.3 el número e x está expresado como el iímite de una suma de 
números; a medida que sumamos más y más términos obtenemos números 
más y más próximos a t\ Así pues, consideramos a e x como la suma 


2] 


Series 


493 




*nfiní ta Z "7* Desde n * sumamos ni podemos sumar realmente 

nfinitos números; Io que hacemos es tomar el límite de las sumas íinitas 5„(x). 
i a sucesión {s„(x)} se llama serie infinita o simplemente serie. Si Hm s n (x) 

9 / j —*00 


exist e ’ como, por ejemplo, ocurre en el caso anterior, entonces decimos 
q U e la serie.converge. 

Las series son útlles tanto en el cálculo como en el estudio de las 
ropiedades de las funciones. Como las series están definidas en términos 
de sumas, es de esperarse que tengan propiedades análogas a las de las 
sumas. Veremos que, ciertamente, las series convergentes poseen la mayoría 
de las propiedades algebraicas de las sumas. Para algunas otras necesitamos 
que la convergencia sea uniforme. Son todas estas cuestiones las que 
discutiremos ampliamente en este capítulo. 


2. SERFES 

n 

2.1 Definición. Sea [a k { una sucesión de puntos en R m y s„ = £ a k . A la 

k = 1 

sucesión {s n } se le llama serie y a los términos de {a*} se les llama términos 
de la serie. 

00 

Comúnmente denotamos las series {s„} por ^ a* o, simpíemente, 

k= 1 

por Ia t . Si la sucesión {s rt } converge al punto a, entonces decimos que la 

00 oc 

serie V a fc tiene la suma a o que ^ a fc converge a a. La suma s„ de los 

k =1 k =1 

primeros n términos de la serie se llama algunas veces suma parcial. Así 
pues, nuestra definición nos dice que una serie converge si y sólo si la 
sucesión de sumas parciales converge. Como una sucesión puede convergir 
o no, una serie puede tener una suma o puede ser que no la tenga. 

Si Ia serie V a A tiene la suma a, entonces a = lím s„ donde s n = ¿ a fc . 

k=\ 

n ® 

De donde a = lím a^. Es práctica constante escribir a = ^ a fc . Así 

k=i 

00 

Pues, la notaeión V a¿ se usa tanto para representar una serie como para 

k = I 

00 

r epresentar su suma. Sin embargo, este uso dual del símbolo Y, no 

k= 1 

debe causar ninguna confusión. 

Como una serie es una sucesión, la teoría de las sucesiones desarrollada 
en el capítulo anterior se aplica a las series. Una sucesión de puntos 
c onverge si y sólo si las sucesiones compon.entes convergen. Así pues, una 
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serie de puntos converge si y sólo si las series componentes c J 
Por ejemplo, si {a t } es una sucesión de puntos (x k , y k ) en R 2 , emon- í Tgen - 

Hm ¿ a k = lím ¿ (x k , y k ) = lím ( ¿ ¿ , ' 


oo 


n™* oo k = 1 

00 


oo \Jt = 1 


y I a k converge si y sólo si V a* y ¿ >* convergen. Por tanto nnH ' 

fr-J lr=rl Jt = 1 * H UQ emO$ 


restringir nuestra atención a las series de números reales. 

Consideremos las series geométricas X x* -1 o X x k 

k=l k =0 

Nota. Usualmente, Ia serie geométrica X 1 se escribe en < 

k - | 

oc 

forma X ^ * ^n general, cuando ello resuíta más conveniente, podemos 


00 


escribir una serie en la forma ¿ a k donde p es un entero cualquiera La 

k = p 


OC 


_ 00 

notación X sígnifica lo mismo que J donde b k = y, C on 

n p + n — 1 

esta notación s„ = £ b k = Y a k . 

k= 1 k = p 

En la investigación de la convergencia de Ias series geométricas X .r* 
consideramos dos casos: x = 1 y r / I. Si x = I, entonces 

m- i 


= X 1 = n 


k = 0 


't' 

y, por tanto, {j n } diverge. Si x ^ 1, entonces 


ft-1 


s„~xs„ = X ** “ Z x 

k = 0 k= I 


= 1-x' 


= 


1-x” 

1 — X 


Como la sucesión {x*} converge a cero si |x| < I y diverge si \x\ > ^ 0 

x = ~ 1 > { 5 n} converge a - si |x| < 1 y diverge si |x| > 1 o x = 

1 —x 

90 J gg 

Así pues, hemos probado lo siguiente: la serie geométrica X v 

k = o 

1 00 

la suma -- si |x| < 1 y V x k diverge si |x¡ ^ I. 

1 - X k = 0 
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Ejemplo- Pruébese que £ - = 2 . 


UCIÓN 


SOUJVI— 2 

la serie converge y 


y — es la serie geométrica X x k con x = C'omo |x| < 1, 

* l k k = o 


00 1 1 

f - = — = 2. 

Jk = o 2 k 1 — \ 


Daremos ahora algunas propiedades de las series de números reales 
se corresponden con propiedades sencillas de ias sumas finitas de los 
números reales. Usando la teoría de las sucesiones, obtenemos estas 
propiedades de las series partiendo de las propiedades correspondientes de 

iqc cnmas finitas. 


OC 


2 3 Teorema. Si X a k y X b k son series convergentes con sumas a y b, 

k = 1 k= 1 

respectivamente, y si c es un número real , enton ces 

QO 00 00 00 

0 ¿ (a k +b k )convergea a + b;esdecir, £ 0* + ^)= X + X b k 

k =t A =I * - 1 *" 1 

QC, CO 00 00 

2 ) X (í t k — b k )convergeaa-b;esdecir, X (°* — — X a k “ X ^ 

jt = i * = i * = i 

00 00 oc 

3 ) X ca k conuerge a ca \ es decir , X ca k ~ c X a k * 


jt= i 


Jt= i 


Jt= 1 


A = 1 


Prueba. Solamente probaremos 1). Las pruebas de las otras partes son 
análogas. Usando el corolario 3.2, pág. 458 , 


lím X K + W = lím X a k + X b k 

rt~> oo k= I n-»oo \k=l k=l , 

n n 

= lím X °k + X ^k 

n-*oo k = 1 fi-*cc k— 1 

= a + b . 



Ejemplo. Demuéstrese que X —■ = 3 . 

k= i 2 k 

^LUCIÓN Cnm„ V 3 ^ 3 I £ 

Como T - = X ---jI 

k = i 2 t = o 2 2 k = o 


— tiene la suma 2, 
2* 
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Problemas 


1. Determínese si ías siguientes series convergen o divergen 
ciónense Jas sumas de las que converjan. n ‘ 



’Por- 


oc 


üO 




fc = 0 


oo k 


b ) X ~ k 

* = i 3 


00 


C) 1 f k 

k =o 3 

* 1 

e) I 


k = 0 2 


2k + l 


*) X 3 

fc = 2 5 
* 2 fc + l fc 

/)Z^ 

* = o 5 


2. Determínese si las siguientes series de números complejos convergen 
o divergen. Proporciónese la suma de ias que converjan. 


00 


00 


«) I \z k + i2> 


\2 




oc 


3. Demuéstrese que £ 


1 


= 1. 


k = i k+ k 


Sugerencia: s n — £ 


I 


= ¿ í 1 - 1 


k = i k~ + k fc=i \k k +1 


00 k—\ ] 

4 . Demuéstrese que £ 


* = i 2 


*+1 


2- 


- . " k-l " /fe *+l 

Swocre/iaíi: s_ = ) —— = ) — —- 

fc=i 2 fc+1 fct'i \2 fc 2 fc+1 

00 k 

5. Pruébese que y In —— diverge. 

* = i k + 1 

6. Pruébese que si La k diverge y c # 0, entonces I.ca k diverge. 

7. Pruébese que si I.a k diverge y converge, entonces Sfe+W 
diverge. 

4 

8. Proporciónense ejemplos donde Y.a k y S b k divergen y 

a) 'L{a k + b k ) converge; b) Y.{a k + b k ) diverge. 

x 5 fc + 3 fc 

9. ¿Converge Y. — t — ? 

* = o 4 

OC 

10. ¿Converge £ Qk +1 - -Jk) ? 

fc= 1 
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3. PRÜEBAS DE CONVERGENCIA 
K Y DIVERGENCIA DE SERIES 

cuerdo con las definiciones dadas, si queremos saber si la serie 
<t converge. todo lo que tenemos que hacer es investigar la convergencia 

/j 

i| la sucesión {í„} donde s„ = a k . Sin embargo, en muchos casos no 

s capaces de obtener una expresión para s n que nos sirva para poder 
5011105 'nar la convergencia de {.?„}. Es, pues, conveniente desarrollar 
Hterios para Ia convergencia de la serie I a k en términos de la sucesión {a k }. 

Es esto io que haremos. 

Obtenemos primero una prueba de divergencia. Si la serie I a k converge 


a a. entonces 


lím a k — lím (s k -s k _¡) = a-a = 0. 


Así pues. si S.a k converge, entonces lím a k = 0. Este hecho da lugar a la 
siguiente prueba de divergencia. 

3.1 Si {a k } no converge a cero , entonces I a k diverge. 

k 2 + 3 k 

3.2 Ejemplo. ¿Converge I-——? 

2k 2 + 5 


Solución. Como lím 


k + 3 k 1 . . ,. 

- = la serie diverge. 

2 /c 2 + 5 2 


Debe tenerse cuidado en no creer que La k converge si lím a k = 0. 

Esto no es necesariamente cierto. Por ejemplo, I - diverge (lo que 

k 

probaremos más tarde), pero lím — = 0. 

k 

S* los términos de una serie I a k son no negativos, entonces la 

su cesión {í rt }, donde s n = £ a k , es una sucesión no decreciente. Dc donde, 

u cesión {í rt } (es decir, la serie La k ) o converge o diverge a co según 
que esté acotada o no. Por tanto, si a k ^ 0 , los criterios para conocer si la 
de j^ IOn es 0 no acotada, constituyen un criterio para la convergencia 
series SCrie ^° fc ' P rue ^ a Eásica para la convergencia y divergencia de 
teore C ° n ^ rrn * nos no negativos es el criterio de comparación dado en el 
3.3 y en el corolario 3.4 que a continuación prescntamos. 

3.3 Teor^ 

e 0fn 1113 * Si I.a k y Y.b k son series con términos no negativos , si S.b k 
Xu ' e s * a k ^ b k para todo k suficientemente grande , entonces 

* converge . 
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Prueba. Supongamos a k ^ b k para todo k mayor que cierto entero n ■ 

tivo N y Zb k = b. Entonces, para todo n > N y 

n N n N n N 

s„ = I a k = Z a k + I a k < I a k + £ t>k^ T a. + h 

¿ = 1 fc=l k = N +1 k= 1 fc = JV+l fc= I 

N 

Como b > 0, s n < X ^fc + ^ P ara t0< i 0 « y 5 P or tanto, {5 n } es acotada 
Luego Za k converge. 


3.4 Corolario. Si l.a k y lb k son series con términos no negativos , si Xb 
diverge y si a k ^ b k para todo k suficientemente grande , entonces Xa k diverge 

Prueba, Supongamos que la k converge. Entonces, según el teorema 3.3 
!b k converge en contra de la hipótesis. Lo que prueba el corolario. 

Otra forma del criterio de comparación que es generaimente más fácil 
de aplicar que la de 3.3 o 3.4 es: 

3.5 Corolario. Supongamos que !a k es una serie de términos no negativos 
ylb k es una serie de términos positivos. 

1) Si lím — = c ^ 0 y lb k converge , entonces la k converge. 

b k 

2) Si Iím — = c > 0 o oo y !b k diverge , entonces la k diverge. 

h 

Prueba. Solamente probaremos 1); la prueba de 2) es del todo análoga. 

Como lím ~ = c, existe un número N tal que — < c + 1 siempre que k > N. 
b k ^fc 

Si lb k converge, entonces Z(c+ 1)0* converge y, por tanto, la k converge, 
ya que a k < (c+ \ )b k para todo k suficientemente grande. 

, k 3 

3.6 Ejempio. Determínese si la serie 1— converge. 

T 

Solución. Determinamos primero el límite de {a*}: 

lím —— = 0. 

2* 

Aquí pues, 3.1 no se aplica. Para k grande,^-^ es mayor que k 3 . P° r ^ f \ 

k 3 /3\ fc , C ° D 

para k suficientemente grande, — es menor que ( - ] . Comparanoo a 
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que converge, tenemos 









por 


tanto, 



converge de acuerdo con el criterio de comparación 


(corolario 3.5). 

Aunque el criterio de comparación es un criterio de convergencia para 
series con términos no negativos, podemos a veces usarlo para probar Ia 
convergencia de otras series. Si 1 a k es una serie cualquiera de números 
reales, entonces l\a k \ es una serie de términos no negativos y, por tanto, 
el criterio de comparación puede aplicarse a Z|a k |. A continuación 
probaremos que si I|a*| converge, entonces la k converge también. 


3.7 Teorema. Si 1 a k converge , entonces I|a*| converge. 


Prueba. Supongamos que E|a k | converge. Como — |a k | ^ a k ^ |a k |, 
wL 0 ^ a k + |a k | < 2|a k |. 


Así pues, l(a k + |a k |) es una serie con términos no negativos cada uno* de 
cuyos términos es menor que o igual al término correspondiente de la serie 
convergente 12 |a k |. Por tanto, según el criterio de comparación (teorema 3.3) 
I(a k + |a k |) converge. Luego la k = I(a k +|a k | — |a k |) converge de acuerdo 
con el teorema 2.3. Esto completa la prueba. 

Decimos que la serie la k es absolutamente convergente si S|a k | converge. 
Así pues, el teorema 3.7 nos dice que una serie absolutamente convergente 
es convergente. Es posible, como más tarde veremos, que la k converja 
a unque S|a k | diverja. Si la k converge, pero S|a k | diverge, entonces 
decimos que la k es condicionalmente convergente. 

La utilidad del criterio de comparación para determinar la convergencia 
de una serie dada depende de que tengamos cierta cantidad de series 
convergentes o divergentes conocidas con las que podamos comparar las 
ries dadas. Hasta el momento tenemos esencialmente sólo un tipo de 
e Con vergente o divergente conocida: Ia serie geométrica. Sin embargo, 
COrn parando series con series de este tipo (geométricas) podemos desarrollar 
SUnos criterios de convergencia muy útiles. 


* 



<3 

^ eore ma. (Criterio de la razón.) Si a k / 0 

J ) ÍS a ' 


‘ fc +1 


< 1 implica que la k es absolutamente convergente , 












































500 


Series 



2) Um 


*fc +1 


> l implica que £a k divergente. 


. I a k 


Prueba 

1) Tomemos una r tal que lim 

a k+ 1 


q fc+ i 
a k 


< r < 1. Entonces existe 


un 


número N tal que 


a. 


^ r siempre que k> N. Es decir, 

#fc+1 




,fc+ L 


o lo que es equivalente, 

|a»+il < l fl kl 

-- 


.fc+ 1 


siempre que k> N. 


r k 


Iffc 

_.k 


es una sucesión no creciente 


Por tanto, para /c suficientemente grande, 

de términos positivos y, por tanto, es acouda. Así pues, existe un número » 

, l < h o lo que es lo mismo, 

tal que, para toda fc, k 4 


i«ki < 6rk - 

Como |,| I, Itr* converge por r.nto, IW con.erg. «gón «1 
de?onlpar.e¡¿». Y es.o prn.b. 1. P»rt. I). ”■ 


2) Si lím 


a k + 1 


üx 


> 1. entonces existe un número N lal que 


Ufc+ L^ 
a k 


> 1 


siempre que k > N; es decir, 

|a*+,l>W siempre que k > N. 

Así pues, para k suficientemente y!T°'“ nt0 ’ 

términos positivos. Por tanto, {«*} no puede converg.r 


Si 



a k + 1 

> 



fc 

a k 

4 


:gun ¿.1, p*s. . . r }a 

. tiene un límite, entonces podemos enunciar el cnterio 


a k + l 
a k 


= L. Si i- <l ' 


razón en ía siguiente forma. 

3.9 Corolario. Supongamos que a k =¿0 > que lim ^ ^ ^ , . 

c; / > 1, entonces 

enwnces I« t « absolutamente convergente. S, L > 
divergente. 


e$ 
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k 3 

3 10 Ejemplo. Pruébese que £— converge. 

/c! 


gOUUClÓN. 

llm r<í±ii7'í],„ m r(‘+» ! *! 

™L(*+>)'/*d 




= o. 


J/c + 1) 

H k* 

v 0T tanto, I— converge por el criterio de la razón. 
k ! 

3.11 Teorema. (Criterio de la raíz.) 

1) Si iím yKJ < 1, entonces X a k es absolutamente convergente. 

2) Si lím > 1, entonces Za fc es divergente. 

Prueba. 

0 Tomemos un número r tal que lím y|a fc | < /* < 1. Entonces existe un 
número N tal que y¡o¡| ^ r siempre que k > N. Es decir 

\a k \ ^ r k siempre que k > N. 

Como r < 1, Xr converge y, por tanto, X|a fc | converge según el criterio de 

comparación. 


comparacion. 

* 2) Si lím y¡a fc | > I, entonces +¡/f?¡ > 1 para infinitos k. Es decir, 

Kl > 1 para infinitos k y, {a fc } no converge a cero. Y esto prueba que Ta,. 

diverge. k 

Sl tiene un límite, entonces el criterio de ia raíz puede enunciarse 

en la siguiente forma. 


3.12 Corolario. Supongamos que lím \f\aA = L. Si L < 1 

absolutnn»~*~ __ , - . . 


r t/tfc uui yiu fc | = c. oí l < i entonces Xa fc es 

utameme convergente. Si L > I, entonces Z.a k es divergente. 

Ejemplo. ¿Converge la serie ^ 

k= i 2 k 

’ ^ción. Aplicando el criterio de Ia raíz tenemos 


lím 



-itaí^r 1 


K ) 1 * * 

= -• (ejempío 3.12, pág. 461.) 

JL* ¿ 

tanto y ^ 

Uü ’ converge. 

Si 

apficar ei criterio de la razón, lím 


a 


fc+ i 


a , 


= 1, o aí aplicar el criterio 


k. 






















































































































502 


Series 




lCa 


_ 'P. 9 

de la raíz, lím = I, entonces estos criterios no nos da n * 

información respecto a la convergencia de I a k . Por ejemplo, conside^ 113 

la serie X — donde r es cierto número real. Como se probará eñ ai 

kT cn e J proxi mo 

ejemplo 3.15, si r > 1 esta serie converge mientras que si r ^ i i 
diverge. Sin embargo, a 

= límf-ÍL. 1 = 1 


lím' 


a k + l 


a¡ 



M 4 ~ 1 


lím y¡aj = lím {T J _ i. 


Por tanto, la convergencia de I- no puede determinarse mediante la 

k r 


aplicación del criterio de la razón o el criterio de la raíz. 

Hemos estado enunciando criterios de convergencia para series de 
números reales ya que una serie de puntos en R m converge si y só’lo si las 
series componentes convergen. Sin embargo, es conveniente señalar que los 
criterios de comparación, razón y raíz pueden aplicarse directamente a 
series de puntos. Por ejemplo, tenemos el siguiente criterio de comparación: 

Si I es una serie de puntos en R m yXb k es una serie de números reales 
que converge si |a fc | ^ b k para todo k suficientemente grande , entonces Ia t 
converge. Puede verse fáciímente esto como sigue. Si a* = (a* 1 ,) 

entonces \a k J \ < |a fc | (J = 1. m). Así pues \a k J \ s? |¿>*| para todo k 

suficientemente grande y, por tanto, cada una de las series componentes Ifli 
converge según el teorema 3.3. Luego la serie de puntos Ia k converge. 

Las otras formas del criterio de comparación y de los criterio de la raz ®" 
y la raíz para series de puntos se deducen fácilmente del anterior criteno 
comparación. Todo lo que se necesita es reemplazar el valor absoluto I** 



X 


FIGURA 1 
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3 ] 


pof 


en 


eil^ 


neitud del vector |a k | en el enunciado y prueba de cada uno de 

v~ c teoremas. 

es* 05 - ahora otro criterio de convergencia para series de números reales 

e comparamos una serie con una integral impropia relacionada con 

■Hp.v j 

podremos determinar la convergencia de X — aplicando este criterio. 

14 Teorema. (Criterio de la integral.) SiXa k es una serie de términos no 

^ , v f es una función continua no creciente sobre el intervalo [1 , oo> 

negatuv* y j 

tal qae /(/c) = fl k> entonces Xa k e f o ambas , convergen o ambas , 

divergen. 

Prueba. Recuérdese que la integral impropia 


/ está definida como 


el lim 


'b 


/. Así pues, si definimos g(b) = 


/, entonces 


' 00 


/ = lím g(b). 


6-* oo 


Como sobre [1, oo> los valores de / son no negativos, g es una función no 
decreciente. Luego, lím g(b) = c o iím g(b) = co. 


b-* oo 


-» oo 


I) Supongamos que 


00 


/ converge a c. Como / es una función no 


creciente (figura 1), si k ^ 2 entonces a k = f(k) ^ f(x) para xe[k— I, k] y, 

por tanto. 


Üv = 


Entonces 


— X a k ^ a í + Y, 


rk 

k- 1 


a k 


/• 


k— 1 


k= 1 


k = 2 


f = a 1 + 


k— 1 


/ ^ a A +c. 


^sí pues, {í n } es una sucesión no decreciente acotada y, por tanto, Xa k 

converge. 


2) Supongamos que J / diverge a oo. Como 


a k = f(k) > f(x) para xe[k y k + 1], 


Ent 


a, = 


onces 


'k+ 1 


rk+\ 


a, > 


/• 


= I > x 


rk+i 


c omo 
h diy, 


k= 1 


fc= 1 


/ = 


'n+ 1 


/ 




00 


^ / diverge a oo, la sucesión {s n } diverge a oo. Por tanto, 

er ge. y est0 com pj eta j a p rue b a< 
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* 1 * 

3.15 Ejemplo. Demuéstrese que £ — converge si r > I y diverge si r ^ [ 

k= t k r 


Solución. Si /■ ^ 0, entonces 


1 


-' no converge a cero y, por tanto 

r v i 


I — diverge según 3.1. Si /* > 0, sea f(x ) = —. La función/es una función 
k r .x r 

continua decreciente sobre [1, oo) tal que f(k) = —. Por tanto, si r > o, 

k 


I — converge si y sólo si 
k r 


dx 


i x' 


x c/x 

— converge. Como 


1 


(I —b x r ) si r ^ 1 


r-1 
ln b 


si r— 1 , 


>cc ¿¡x 1 

— converge si r > 1 y diverge si r ^ 1. Así pues, I — converge si r > 1 

,i j' k r 

y diverge si r ^ I. 

En particular, I - diverge yl-^ converge. Tanto en una como en otra 

k k 

1 . 

de estas series el término general tiende a cero; en el caso dc X —- el ternnino 

K 

se hace pequeño con suficiente rapidez para que las sumas estén acotadas, 

en el caso de I-, la rapidez no es suíiciente para que se produzca la 

k 

acotación de las sumas parciales. 

Las series del tipo I^junto con las series geométricas lx k proveen una 

reserva adecuada de series de carácter convergente o divergente conocido 
para su uso en el criterio de comparación. Hay muchos más criterios p' 
la convergencia de series de términos no negativos que los que aqui P° t 
mos dar, pero los que discutamos serán suficientes para nuestros proposi o 
Como señalamos antes, los criterios para la convergencia de serits ^ 
términos no negativos son también criterios para la convergencia a so 

1 x* es 

de series con términos de signo arbitrario. Por ejemplo, 1( 


absolutamente convergente, ya que I 

1 Una discusión cxtensiva puede encontrarse en ia reterencia 140]. 


(-D k ^ 

k 


I 


= £— converge. 

k 2 


3) 
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Consideremos ahora la serie I(— í)*^ 1 Como I- diverge, I( — 1) 


i _ _ i .. ..*+11 


Jt “P 1 * 

n0 es absoiutamente convergente. Sin embargo, la serie I( — 1) - puede 

k 


1 


convergir; es decir, puede ser condicionalmente convergente. Calculando 
algunas de las sumas s „, tenemos: 


*I = 1, S 2 = l-i = i, s 3 =S 2 +t = I, S 4 = S 3 -¿ = TT> 


5 — 1 + J. — ±1. , — v _ i — ü 

í 5“ ,:) 4T5 — eO’^6 - d 5 6 “ 6 0* 

Si trazamos estas sumas sobre una recta (figura 2), la forma en que aparecen 
distribuidas sugiere que Ia serie converge: las sumas avanzan y retroceden 
en la recta y cada vez se mueven una distancia más corta. 


r 

0 


S 2 S 4 S 6 S 6 S 3 Sj 

-1-1—i-1-1 "I 

X 

FIGURA 2 


Mirándolo desde otro punto de vista, parece que las sumas pares forman 
una sucesión acotada superiormente por $, y las sumas impares una sucesión 
decreciente inferiormente acotada por s 2 . De donde cada una de estas 
subsucesiones de { 5 „} converge y, como los términos de estas subsucesiones 
se aproximan cada vez más, ambas deben convergir al mismo punto. 
Podríamos probar todas estas afirmaciones, pero en lugar de hacerlo 
probamos un teorema general que demuestra la convergencia de esta serie 
como un caso particular. La prueba del teorema sigue los lineamientos 
que acabamos de exponer. 


3*16 Teorema. (Criterio de las series alternantes.) Si {a k } es una sucesión 

OC 

no creciente de términos positivos y lím a k = 0, entonces V (— 1 ) k 1 a k 

k- l 


converge. 


Prueba. Como 

^2ri+ 2 = S 2n + a 2n+ 1 — ü 2n+2 ^ S 2n 


y 

s 2n+ l = S 2n~ 1 — a 2n + a 2n+ 1 ^ S 2n~ I » 

es una sucesión no decreciente y {^ 2 n-i} es una sucesión no creciente. 

Ad emás 


S 2 ^ *^2n = S 2n— ) ~ a 2n < S 2n - 1 ^ * 
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Así pues, {^ 2f) } está acotada superiormente por s t y {5 2ft - i} está acotad 
inferiormente por s 2 . Por tanto, {í 2fl } y {s 2n _ , } convergen. Como a 

lím - lím s 2n = lím (s 2n - j ~J 2n ) = lím a 2n = 0, 

estas dos sucesiones convergen al mismo punto, llamémosle c. Luee 
lím s n — c (problema 10, pág. 457). Y esto completa la prueba. °’ 

3.17 Ejemplo. ¿Converge la serie Y (—1/ +1 ——— ? 

* = i * /c 2 + 3/c 


Solución. Si hacemos ai — 


/c — 2 
k 2 + 3k 


, tenemos lím a k = 0. Si {a k } es 


una 


sucesión no creciente de términos positivos, entonces el criterio de ias 
series alternantes demuestra que Ia serie converge. Claramente, los 
términos a k son positivos para k > 2. Además, 


a 


1 


^ ÜvO 


k -1 


k 2 + 5k + 4 


k-2 
k 2 + 3k 


ok 3 + 2k 2 -3k « k 3 + 3k 2 -6k-8 


■e>k 2 — 3k — 8 > 0 


o k ^ 5. 

Por tanto, {a k } es una sucesión no creciente de términos positivos para k > 5. 
Como la convergencia de una sucesión y, por tanto, de una serie, depende 
solamente del comportamiento de los términos desde algún punto en 

adelante, I(—1)* +1 —;—— converge de acuerdo con el criterio de las 


k z + 3k 


series alternantes. 


Problemas 

1. Determínese si Ias siguientes series convergen o divergen. 


00 


«) I 


k 2 — 3 


k= i 3 k +4k 

® 3 k — 2 

C) *?i 2 k + 5 k 
00 »2 
e) X ^ 

k= i 3 


00 

i ») I 


k“ 3 +k 


00 


d) X 

*=i 2k 2 + 3k 

V fc3+3fe 
k=t 5*+ 2 


2. Si > 0 y lím = 0 para algún r > 1, pruébese que 

£“►00 




converge. 
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3. Si es absolutamente convergente, pruébese que lLa k 2 es conver- 

g ente ' . ’ - 

4. Determinese si las siguientes series convergen o divergen. 


” 2‘ 

a) I — 

k = i k ! 

“ 3^ + 4^ 

C) k?i k\ + lk 

" (fc+l)‘ 

«) I —~ 

fc= i e 


b) I -f— 

fc=i /c 4 + 3 
00 k t 

<0 I ~ 

k= 1 /c 

oo í.3 

fc 


/) I (-1) 

fc= 1 


k 3 + 5k 
3* + 4 


00 


5. Pruébese que X , ~ 

fc = 2 /c(ln k) 

£ 1. 


converge cuando r > 1 y diverge cuando 


6. Determínese si las siguientes series convergen o divergen. 


00 1 

fl) Y -r- 
fc=i Jk 


00 


c ) I 


1 


€ ) I 


fc = 2 ln k 
1 


fc = 4 k ln k ln ln k 
v * fc + 7 

9) I 


fc = i 3 /c + k — 2 


00 


o X (-i) 


fc+1 /í + 2 


fc= í 

00 


3k 2 + 5 
fc-3 


fc) 1 (_1) 

fc=i 4 /c + 7 

00 lr» k 

m) X (-l)‘í^ 

fc = i k 


00 1 n 

X ^ 

fc= i k 

d ) X 

*=i 3fc 2 — 1 

00 [ 

/) Z r-TüE 

fc = 2 (ln /c) 

r> fc 3 -5fc 

fc) X , „7 T 


k=i 4fc 4 + 7fc 3 + 9 

00 / 2 x4 

7) I (-’)‘ + ‘AtT7 

k=i 2k +3/c 

M ^ cos kn 

fc=i k 2 

* infc 

«) I TT’ 

fc= i k 


^' Si 0 y 
c onvergente. 


a 


2 1 

!±1 ^ i-f- ? pruébese que la k es absolutamente 

a h k k 2 


8 * Si^flfc 2 converge, pruébese que L— converge. 

k 
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9. En la prueba del teorema 3.8 probamos que si lím 

a k+ l 


a 


k + Í 

Ül 


< 1 


entonces para cualquier número r taí que iím 


a k 


< r < 1 existe 


ün 


número b tal que \a k \ ^ br k para todo k . Conclúyase de esto que para 

cualquier número s tal que lím < s < 1 , ¡a*| ^ s k para toda k 

a k I 

suficientemente grande. 


4. LA SUMA DE UNA SERIE CONVERGENTE 


Cuando probamos que ia serie geométrica X x k converge para \x\ < 1 , 

k = o 

obtuvimos la suma de la serie: -. Sin embargo, si usamos uno de los 

1 —x 

criterios discutidos en la sección precedente para mostrar la convergencia 
de una serie, no obtenemos la suma; sabemos que la sucesión {.?„} tiene un 
Iímite, pero no sabemos cuál es éste. Sabemos, sin embargo, que podemos 
aproximarnos a la suma tanto como deseemos con las s n tomando n 
suficientemente grande. En esta sección daremos algunas estimaciones de 
cuán grande debe ser n para que s n se aproxime a Ia suma de la serie con 
un grado especificado de precisión. 

Si probamos que la serie l,a k es absoiutamente convergente comparándola 
con la serie convergente entonces podemos obtener una estimación 
del error que se comete al usar 5 n como una aproximación a la suma a , 
como sigue. Si \a k \ ^ b k siempre que k > N, entonces m > n > N implica 



m 


Qt 


k = n + 1 


m 


m 


« i 

k = n+ 1 


l«*l « I b, 

fc = n + 1 


Por tanto, 


4.1 


aO 

l a ~ s nl = Hm |s m —s n | ^ X t>k siempre que n ^ N. 

m— qo fc = ft+ 1 


A1 número \a — s n | se le llama error de truncación. 

Recuérdese que, al probar ia convergencia de una serie mediante cl 
criterio de la razón o el de la raíz, estamos en realidad comparando la serie 

dada con una serie geométrica, Si lím 


a 


k + I 


= c < I o lím N\a k 


= c < h 


entonces, tomando cualquier número r tal que c < r < 1 , tenemos !#*! ^ r 
para todo k suficientemente grande. 
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4.2 Ejemplo. Demuéstrese que y — converge y estímese a partir de 


k= 1 3 


qué n las sumas s„ se aproximan afvalor de la serie con un error de truncación 
m enor que 1 x.lO -4 . 


SolUCIÓN. Usando el criterio de la razón, tenemos 

3* 1 / 3 k 3 \ k J 3 


1 


k 2 k 2 1 

Así pues, Z—- converge y — será menor que — para k suficientemente 

3 3 2 


grande. En realidad. 


k 2 I 

— < — siempre que k ^ 13. 
3* 2 k 


Si llamamos a la suma de la serie a, entonces el error de truncación que 
resulta de aproximar a a por es \a — s n \. De acuerdo con 4.1 


00 


< I t \v. = ¿ ¿ = P siempre que " * 13 - 


14 


Si tomamos n= 14, entonces — < 1 x 10 4 . Asi pues, s 14 = X — se 

2 " k= 1 3 

aproxima a la suma de ia serie con un error menor que 1 x 10 

Supongamos que hemos probado que I,a k es absolutamente convergente 
según el criterio de Ia integrai. Si / es una función continua no creciente 
sobre [1, oo> tal que f(k) = \a k \, entonces para m > n 


s m ~s n \ = 


m 


i 

Íí = n+ 1 


m 


m 


Ck 


< X 1^1 ^ X 

k = n+ 1 k = n+ 1 „ 

Por tanto, si la suma de la serie es a, obtenemos la siguiente cota para el 
error de truncación: 


/ = 


k - 1 


m 


/. 


4.3 


|a — s„| sS 


X 


/• 


« 1 

+4 Ejemplo. Hállese el valor aproximado de la suma de X 73 con un 

k= i k 

e rror de truncación que no exceda a 0 . 1 . 


Soluc 


; ión. Z —r converge, ya que 


k 2 


00 J 

—- converge. Si la suma de la serie 
1 x 2 
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es a, entonces de acuerdo con 4.3 


co 


n X 


dx _ 1 
~2 ~ 


n 
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10 


Luego, |a — s„| no excederá a 0.1 si n = 10. Calculando s 10 = ]T -L 
tcnemos * . /c 2> 

1 .54 < s 10 < 1.55. * 

Como es una serie con términos positivos, a es mayor que s 10 
k 


por tanto, 


1.54 < a < 1.65. 


De donde a es aproximadamente 1.6. 

Si I a k es una serie de términos no negativos que se conoce es convergente 
mediante el criterio de la integral, entonces nos encontramos con la acotación 
más estricta 


* 00 

n+ 1 


/ < a-s„ « 



Así pues, en el ejemplo 4.4 tenemos 


i 

n +1 


1 

a-s„ < - 
n 


y, para n = 10 , 

1.63 < 1.54 + ^ <a< 1.55 + = 1.65. 

Si {a k } es una sucesión no creciente de términos positivos y lím a k = 0, 


00 


entonces Y ( — + -vemos que converge de acuerdo con el criterio 

1 

de la serie alternante. Además, si a es la suma de Ia serie, sabemos que 
a = sup {j 2n } = ínf {s 2 n _j}. Luego, para cualquier n. 


es decir 


>2n 


< a < s 


2n+ 1 


y s 2n < a < s ln _ 


i > 


0 < a s 2n < S 2 „+i— s 2n — & 2 n+ 1 




0 > a-S 2n . J > 5 2 »-^2n-! = 


2n 


Luego, para cualquier n , 

4.5 


\a-s n \ <a n + x . 


4 ] 
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£ S decir, si aproximamos la suma a mediante una suma finita s „, entonces 
e l error de truncación es menor que el vaíor absoluto del primer término 
que no se ha tenido en cuenta. v 


4.6 Ejemplo. Pruébese que Z( — l) 




k — 2 


3/c 2 + 4/c 


converge y estímese a 


partir de qué valor de n la suma parcial s n se aproxima a la suma con un 
error de truncación menor que 0 . 01 . 


k — 2 

Solución. Sea a k = —--. Entonces a k > 0 si k ^ 3 y lím a k 

3/c 2 + 4/c 


= 0 . 


Ademas, 


a 


k+í ^ a k 


k— 1 




k — 2 


3/c 2 + IO/c + 7 ' 3/c 2 + 4/c 
o3/c 2 —9/c —14 > 0 

<=> k ^ 5. 

Así pues, para k ^ 5, {a fc } es una sucesión no creciente de términos positivos 


que converge a cero. Luego E( —1) 


*+1 


k — 2 


3/c 2 + 4/c 


converge de acuerdo con 


el criterio de la serie alternante. Si la suma de la serie es a , entonces 


a — sj < a „ 4 . i = 


n -1 


J ñl ^ v *u +1 ^ 2 


3 « + 10/1 + 7 


para n ^ 5 . 


Tenemos 


n- 1 


1 


3n 2 +10/1 + 7 100 


<=>3n 2 — 90 n + 107 > 0 


o 3(n — 15) 2 — 568 > 0 
o 29. 

Así pues, el error de truncación será menor que 0.01 si tomamos como 
v aIor aproximado de a a s 29 . 

Nota. En generaí, las series condicionalmente convergentes convergen 
lentamente y, por ello, no son muy adecuadas para propósitos de 
cálculo. 


^blemas 

Pruébese que las siguientes series convergen y estímese a partir de 
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qué n podemos asegurar que la suma 5 n se aproxima a la suma de j £ 
con un error de truncación menor que el número que se da. 


I 10 

.* = t 2 
oc -\k 

c ) I 77 ; 10 

* = i k ! 


-2 


-3 


oc 


1 


*> X yr; 10 

k = i k 


“4 


g) £ (-!)*-> *±L 

*=i k +2k 


°° j 

¡r' 0 " . 

«) f p: 10- 

*=i A: 

J) í -¡P^: io - 4 

/c 5 + 3A: 3 

1° 3 h) f (-1)* + >Í; | 0 -3 

*= i 2 
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5. REORDENACIÓN DE SERIES 

Dos propiedades fundamentales de la adición de los números reales son 
las leyes asociativa y conmutativa: a +(b + c) = ( a +b) + c y a+b = b+a 
Estas propiedades pueden extenderse a cualesquier sumas finitas por 

inducción matemática. Investigaremos ahora su extensión a las series 
infinitas. 

Supongamos que la k es una serie convergente de suma a. Si agrupamos 
los términos de esta serie dentro de paréntesis para formar nuevos términos, 
cntonces la seiie resultante lb k también converge a a. Esto es fácil ver ya 

que Ia sucesión {/„}, donde /„ = ¿ b k , es una subsucesión de {s„} 

k = 1 

/t 

donde s n ~ £ a k . Por ejempío, si 

k= ] 

b)+b 2 + b 3 + b 4 + = (a í +a 2 ) + a 3 + (a 4 , + a 5 + a 6 ) + a 1 + ***, 

entonces /, = s 2 , t 2 =s 3 , / 3 = , t 4 = s 7 . 4 

Además, si Ta k diverge a +oo, entonces la serie 'Lb k divergirá a +oo. 
Sin embargo, si I.a k oscila, entonces la inserción de paréntesis puedc 
producir una serie convergente. Por ejemplo, la serie 

X 

X (-i )‘ +1 = 1-1 + 1-1 +..... 

k = 1 

oscila. Pero si agrupamos los términos por parejas de modo que 

Z^ = I((-i) 2 fc " , +(-i) 2A ) = (i-i) + (i-i )+ ;.., ■ y m 

entonces obtcnemos la serie convergente cuyos términos son cero. Mirándolo 
desde otro punto de vista, si quitamos paréntesis en una serie convergent^ 
entonces la nueva serie puede divergir. 
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$ i Ejemplo. Pruébese que el decimal periódico 0.51375 es un número 
r acional cuando la barra sobre 375 significa que este es el grupo que se 

repite. 


SOL 


UCIÓN. 


0.51375 


= 0.51375375 


A — 

10 io 2 


3 7 , 5 3 7 5 

+ '—r + + - + - + - + 

io 3 io 4 io s io 6 io 7 ' 10 8 


+ 


3 7 5 

“f" “ -- “j" - -j- 

10 9 I0 10 10 u 


Como esta serie converge ^compárese con la serie geométrica I 
podemos agrupar términos. Entonces 



0.51375 = — + 


.10 10 



. 3 ^ 7 5 

+ I —r H-— -i-— | + 


10 


10 


10 


10 


11 


51 

10 2 

51 

10 2 


+ 


10 : 


+ 


+ 


375 

375 

375 


+ —r + 


I0 5 

I0 8 

10 n 

375 

(. 1 

1 


I “1 -r 

+ — 

10 5 

V io 3 

10' 

375 

10 3 

• 


10 5 

999 



+ 


r _ 51 324 
99 900' 

a ^ ora la ext ensión de la ley conmutativa a las series. 
conv e rem ° S CamI:>iar el or den de los términos en una serie sin afectar la 
^bsol^uf 6 ^ 13 ^ ser,e 3 Probaremos que podemos hacerlo si la serie es 
serjg s amente convergente. Cambiando el orden de los términos de una 
°dgin Se j ^ ro< ^ uce una nueva ser ie que se Ilama una reordenación de la serie 
| a ' 5 decir, Xb k es una reordenación de l.a k si existe una trans- 
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formación uno-uno / de los enteros positivos sobre los enteros 
tal que b k — a f(k) . * " J , 

Estudiaremos primero las series convergentes de términos no 


P°sitiv 0s 

ne gatív 0s 


5.2 Teorema. 57 I a k es una serie de iérminos no negativos 
entonees cualquier reordenación de Y.a k converge a a. 


que COni 'erg e Q 


Prueba. Sea I b k una reordenación de Za k y sea s n ~ Y. a k y t - y , 

I n 4- 

Si a m es el término de indice mayor en entonces t n ^ s m . Así pues ' 1 
cualquíer entero positivo n hay un entero positivo m tal que 

r n ^ s m ^ a. M 

X 

Si hacemos b = £ b k $-b k converge ya que {>„} está superiormente 

k = 1 

acotado por a ), entonces b ^ a. Por otra parte, Za k es una reordenación 
de I b k y, por tanto, a ¡$ b. Así pues, b — a. Y esto completa la prueba. 

Para el propósito de extender este resultado a una serie absolutamente 
convergente I a k , escribiremos a k como la diferencia de dos términos no 
negativos. Sean 


a k 


+ 


2 


y 




Entonces, a k — a k ~a k . Como ±a k ^ \a k \, tenemos 

0 ^ ^ \a k \ y 0 < a k ~ ^ \a k |. V 

En realidad, si a k es positivo, entonces a k es a k y a k es cero. Sí a k es 
negativo, entonces a k ~ es cero y a k ~ es — a k . 


5.3 Teorema. Si Ya k es una serie absoiutamente convergente cuya suma esa, 
entonces cua/quier reordenación de Y.a k converge a a. 


Prueba. Consideremos las series Ya k + y I a k donde a k y a k ^ 
definidas como acabamos de explicar. Estas series son no negativas y 
términos de las mismas son menores que o iguales a los términos cor 
dientes de Ia serie convergente Y\a k \. Luego, Ya k y ¿-a k - ufia 

convergentes de términos no negativos y Ya k = Ya k -Ya k ■ $ ea * e j aS 
reordenación de Ya k . Entonces I b k + y Yb k ~ son reordenaciones^^ ^ 
series Ya k ~ y I a k ~, respectivamente; por ello, de acuerdo con el teor ^ 
I b k + = I a k + y I b k ~ = I a k ~. Por tanto, 


Y esto compíeta la prueba. 
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? - 

Si I¿ 7 fc es condicionalmente convergente (I¿ 7 fc converge, pero Y\a k \ 
. ve i*ge), entonces podemos reordenar Ya k de manera que se forme una 
peva serie Yb k que converja a éualquier número real, diverja a ±oo u 
^ gC ile„ Es deeir, si p y q son dos puntos cualesquiera (posiblemente ± oo) 
& i eS que p ^ q, entonces existe una reordenación Yb k de Ya k tal que 

t r = p y lím t n — q donde t n = ^ Indicaremos cómo formar esta 

jt= i 

^ordenación Yb k . 

* primero, probamos que si Ya k es condicionaimente convergente, entonces 
*q + y Ya k divergen. Supongamos que I a k + converge. Entonces, como 
- = a k + — a k , Ya k ~ converge. Luego, Y\a k \ converge ya que \a k \ = a k + +a k ~. 
j^o Qne contradice ei hecho de que Ya k es condicionalmente convergente. 
j^uego, Ya^ diverge. De un modo análogo podemos demostrar que Ya k ~ 
^jiverge. Así pues, Ya k ~ y Ya k ~ divergen; en reaíidad, como ambas son 
5 eries de términos no negativos, divergen a oo. Es decir, la serie compuesta 
¿e los términos positivos de Ya k diverge a oo y la serie compuesta de los 
términos negativos de Ya k diverge a -oo. 

Supongamos ahora que p y q (p < q) son números reales. Formemos la 
reordenación Yb k como sigue. Tomemos de manera ordenada exactamente 
el número de términos positivos de Ya k necesarios para que la suma obtenida 
sea mayor que q. Tómense a continuación suficientes términos negativos 
para que la suma de éstos, junto con la de los términos positivos ya escogidos, 
sea menor que p. Tómense luego suficientes términos positivos para hacer 
la suma mayor que q y a continuación bastantes términos negativos para 
qne la suma sea de nuevo menor que p. Si continuamos escogiendo términos 
de esta manera obtenemos la reordenación Yb k tal que lím t n = p y lím t n ~q 

I n ” 

^onde t n = ^ b k . Esta construcción puede efectuarse ya que la serie de 


k — 1 


iérminos positivos de Ya k diverge a oo y la serie de términos negativos 
^iverge a — oo. E1 hecho de que los límites superior e inferior tengan los 
v 4lores prescritos depende del hecho de que lím a k — 0 . 

Si p es un número real, pero q es oo, entonces modificamos la construcción 
^°mo sigue. En los pasos donde escogíamos exactamente el número de 
to ^ In °s positivos necesarios para hacer que la suma fuera mayor que q , 
j^ ma mos ahora exactamente los términos positivos necesarios para hacer 
stima mayor que 1,2,... sucesivamente. La elección de los términos 
^gativos es la misma que la de la construcción precedente. Análogas 
°dificaciones pueden hacerse si p = — oo. 


h 

Ejemplo. Descríbase la formación de una reordenación de ^ ( —1)* + 


^Ue 


k = i 


Ce nverja a cero. 
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<30 

Sojluoón. La serie £ (— \ ) k+ 1 - es condicionalmente convergente y, po 

*=i k "M 

tanto, existe una reordenación I.b k cuya suma es cero. Sea />, =. 1, entonces 
= 1. Tomemos a continuación los términos negativos suficientes para 
que la correspondiente suma finita sea negativa: 


h = 1 —i = i 
h = l-i-i = i 

U = 1 — 1 — i — i = TT 


Tomemos ahora suficientes números positivos para que la suma sea positiva: 

u = = T4- 

Para hacer la suma negativa tomamos los términos —po, “tV» ~T 4 ’ —tV 

t — t__i__i_i_ \. _l — _ 43 

1 10 — 1 2 4 6 8 '3 10 12 14 16 1680’ 

Añadiendo otro término positivo se obtiene una suma positiva: 

t _ | _ 1_|__I_i_1_!_LÍ — 203 

'lt - 1 T 4 e 8 ' 3 1 Ó 12 14 l 6 ' 5 1680* 

Si continuamos la elección de términos de esta manera, obtenemos la 
reordenación I b k cuya suma es cero. 


Problemas 


1« Encuéntrese la expansión decimal de íos siguientes números 
racionales: 

a ) tV b) 4 c) 

2. Demuéstrese que cualquier número racional r = - donde p y q son 

<7 

enteros tiene una expansión decimal periódica. 

3. Demuéstrese que los siguientes decimales periódicos son números 

racionales representándolos en la forma - donde p y q son enteros. 

Q 

a) 0.9 _ b) 0.3_ 

c) 0.127 


d) 0.32594. 

4. Pruébese que todo decimal periódico es un número racionai. 


1 


k + \ ^ q ii£ 

5. Descnbase la formación de una reordenación de I(-l) ^ 


6] 


Series de funciones 


517 


a) converja a 1 b) converja a — 1 

c) diverja a oo d) diverja a — oo 

e) oscile, con los puntos límites 0 y 1. 


6. SERIES DE FUNCIONES 

La definición de una serie de funciones es análoga a la de una serie de 
puntos o números: si {f fc } es una sucesión de funciones de R p a R m , entonces 

oo n 

la serie £ ít es la sucesl ón {s„} donde s n = £ f fc . Nótese que ahora s n es 


Jfc = 1 


k= 1 


una función: es la función con dominio f) @ fk y regla de correspondencia 


k= 1 


oo 


s n (x) = X ít( x )- Si para cada x en un conjunto S, V f A (x) (es decir, 

k=i Jfc=l 

{s„(x)}) converge a un punto f(x), entonces decimos que la serie If fc converge 
puntualmente a f sobre S. Por ejemplo, en la introducción a este capítulo 


00 


probamos que £ ~ — e x para cualquier número real x; expresando esto 

jt = o k\ 


O0 T k 


en términos de funciones, tenemos £ — = exp. 

jt = o kl 

OO 

6.1 Ejemplo. Determínese el conjunto sobre el que la serie ^ I k converge 

k = o 

y proporciónese la suma. 

oo oo | 

Solución. La serie geométrica ^ x k — Y. I k ( x ) converge a - para 

k = 0 k = 0 1 —X 

— I) y diverge para x fuera de este intervalo. Por tanto, la serie I/ A 

converge puntualmente sobre <— 1, I) y Ia suma de la serie es ta función 

I 

con dominio restringido a <—!,!>. 


Definición. La serie V f fc converge uniformemente a f sobre el 
Co njunto $ si para cada e > 0, existe un número N tal que para todo xeS 

js„ (x) — f(x)| < e siempre que n > N. 


Es d 
a nif 0 


ec »r, Zf k converge uniformemente a f sobre S si la sucesión {s n } converge 
°rmemente a f sobre S. 

ota - A causa de la íntima conexión entre la serie de funciones Sf fc y 
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las series de valores funcionales If fc (x), frecuentemente hablarerrios 
de las series de valores de la función como si fueran la serie de funciones 


OO 


1 


6.3 Ejemplo. Pruébese que Y. e converge uniformemente a 

= o 1— 

sobre [1, 5]. 

Solución. Sea un e > 0 cualquiera y xe[l, 5]. 

KW-/WI = 


1 

1 



\—e~ x 

1 -éT* 


\-e~ x 


■-JIJC 


— u 


1-e 


— X 


I — e 


-1 


< 2e~\ 


£ £ 

Ahora bien, 2e~" < e si n > — ln-. Luego si N = — ln-, para cualquier 

2 2 


xe[l, 5] 


- 


1 -e 


— X 


< e siempre que n > N. 


00 j 

Esto prueba que £ e - ** converge uniformemente a -— sobre [1,5]. 

jt ~ o \—e 

De acuerdo con nuestra discusión sobre las sucesiones de funciones del 
capítulo 8, sabemos que una serie uniformemente convergente sobre un 
conjunto S es puntualmente convergente sobre S, pero que una serie que 
es puntualmente convergente sobre S no es necesariamente uniformemente 
convergente sobre S. 

Nótese que si a partir de una sucesión dada {s„} construimos la serie S * 
donde f, = Sj y f fc = s fc -s fc _! para k > 1, entonces esta serie tendrá [S nJ 
como su sucesión de sumas parciales. Así pues, de la sucesión {/"} 4 uC es 
convergente puntualmente, pero no uniformemente convergente so re 

< — 1,1] obtenemos la serie / + ¿ (l k ~I k ~ 1 ) que exhibe el mismo 

k = 2 

comportamiento. . s 

Hay un criterio para la convergencia uniforme de una serie de ^ uncl ^ r ¡ e 
que es análogo al criterio de comparación para la convergencia de una ^ 
de puntos. Este criterio, llamado criterio M de Weierstrass , se da 
siguiente teorema. 

6.4 Teorema. Si I M k converge y si |f*(x)| ^ M k para todo xeo y 
toda k suficientemente grande , entonces If fc converge absolutanie 
uniformemente sobre S. 
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PrUEBA. De acuerdo con el criterio de comparación (pág. 497) If fc (x) es 

oc 

absolutamente convergente para todo xeS. Sean f(x) = Y f fc (x), 

■jf k= \ 

s(x) = X í*(x), M = X M k ,yt„ X M k- si l f *(x)l $ M k para todo 

¿ > yv,, entonces para todo xeS y para todos los enteros positivos n y m 
con m > n > N , tenemos 


|s m (x)-s„(x)| = 


m 


X f *( x ) 


k ==n + 1 


m 


m 


< X ¡ f *( x )i < X M k = L 


~t. 


k = n+ 1 


k = n 4 1 


por tanto, lím |s m (x)-s B (x)| ^ iím (t m -t n ); es decir, 

jti oc m -* oo 

I l f (x)-s„(x)| < 


Tomemos e > 0. Como Iím = M y existe un número N > N x tal que 

n ~* oo 

M — t„ < £ siempre que n > N. Luego para toda xeS 

| f(x) — s n (x)| < £ siempre que n > N. 

Lo que demuestra que If fc es uniformemente convergente sobre S. 

Ahora probaremos que si una serie de funciones continuas converge 
uniformemente a una función f sobre algún conjunto <f, entonces f es 
continua sobre S. 


6.5 Teorema. Si la serie Lf fc converge uniformemente sobre el conjunto S 
y cada uno de los términos f fc es una función continua sobre 6\ entonces la 
suma de la serie es una función continua sobre $. 


Prueba. La convergencia uniforme de ia serie Sf fc a f es equivalente a la 
convergencia uniforme de la sucesión {s fl } a f. Como cada uno de los 
férminos f fc de la serie es una función continua sobre S y de ello resulta que 

n 

c ada uno de los términos s fl = £ f fc de la sucesión es una función continua 

, k=\ 

sobre S. De donde la continuidad de f sobre S sigue del teorema 8.5, 

Pág. 483. 


^ Ejemplo. 
c °ntinua. 


oc 

Pruébese que la suma de la serie Y. 

k= l 


l k 

— es una lunción 
k 2 


IIIINUIVIIIVO VI VVíIIJUIIik/ OU L/I V VI l|UV 

^nverge, es decir, íos valores de x para los que converge. 

k 


Usando 


































































520 


Series 


el criierio de ia razón tenemos 


lím 

zo 


_k+ 1 


(*+1) 


X 

2 / 71 


= lím IjcII —V - |x 

fc — oc \/c + 1 





y, por tanto, ia serie converge para \x\ < 1 y diverge para |x( > ] <>• 
x = ±1, el criterio de la razón no da información aiguna. Sin embare 

i (-n* . ’ 80, 

sabemos que ias series X — y I ■ - convergen ambas. Por tanto 

k k ’ ® 

l k - r 

serie X — converge sobre el intervalo [—1, 1]. Como cada uno de los 

términos de esta serie es continuo sobre [— 1, 1], si podemos probar que ia 
convergencia es uniforme sobre [—1, 1] entonces, según el teorema 6.5 

sabremos que ia suma es continua sobre [—1, 1]. Pero, 


1 


£ — 


para 

k 

lodo x € [ - 1, 1 ] y para todos los enteros positivos k. Además, X ~ cónverge. 

k 2 

Luego de acuerdo con ei criterio M de Weierslrass X — es uniformemente 

k 2 

convergente sobre [— 1, 1] y, por tanto, su suma es continua sobre [-1,1]. 
Problemas 

I. Determínese el conjunto sobre el que cada una de las siguientes 
series converge. 


OO r k 

«> I - 

k = l k 


00 rk 

b) I L 

k= i k 


c) 

00 

I 

kx k 

d) 

00 

I 

1 * 

- cos 


k= 1 



k = l 

k 

e) 

X 

I 

k 2 exp‘ 

f) 

00 

I 

k\ 

k 


k= 1 



k= 1 

X 

9) 

X 

I 

(f¡ 

b) 

oo 

I 

2* 


k= 1 

\k/ 


k= 1 

k(k + 1) 


X k . 


c O, 


2. Silf* es uniformemente convergente sobre un conjunto & y 
pruébese que If k es uniformemente convergente sobre ÍF. 

3. Si Ifjt y son uniformemente convergentes sobre un conjunto 
pruébese que Z(f A -h g*) es uniformemente convergente sobre S. 
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4. Pruébese que las siguientes series son uniformemente convergentes 
sobre los intervalos que se indican. 


oo i k 


a) Z T ; [ “ i » i] 

k= i k 
:) £ kx k ; 

* = i 

oo 


b) 1 ~ 3 > [-1,1] 

k= l k 


oü 


i 


d ) Y. ~ cos 

*. 1 k 


L4 ’ 4 J 


e) ¿ k 2 exp"; <-oo, -¿] 

k = 1 

5. Pruébese que Zx k es uniformemente 


oo / \k 

X 


/) 1 Í-J ; [-10, io]. 




6. Si If^ es una serie de funciones de R^.en R" y f k = (f k l . f k m )’ 

pruébese que Xf* es uniformemente convergente sobre un conjunto S si y 
sólo si cada una de las series componentes I f k j es uniformemente conver- 

gente sobre S. 


7. Si {/*} es una sucesión de funciones reales que están acotadas y son 
distintas de cero sobre un conjunto S y existen números K y r con r < 1 

taies que 


Jk + 1 ( x ) 

AW 


para todo k > K y todo x e S, 


pruébese que X f k es uniformemente convergente sobre S. 

f k {x) = (— 1 ) k+ 1 -- pruébese que I f k es 

k + x ¿ 

convergente sobre <-oo, oo>. 


uniformemente 


I 7. INTEGRACIÓN Y DIFERENCIACIÓN DE SERIES 

es * a sección, en realidad en el resto del capítulo. consideraremos 
amente series de funciones reales de una variable real. Sabemos que 

der^ SUmaS ^ n * tas de una suma es ia suma de las integrales y la 

^erivada de una suma es la suma de las derivadas. Daremos ahora exten- 
F nes e stas propiedades a las series. 

7.J 'r 

cerra i fema ' serie ^ fk converge uniformemente a f sobre el intervalo 

a ° [^, b ] y si cada uno de /os términos f k es integrab/e sobre [a. b ), 


L y 9 M = 


& i* t 

W? nces f es integrable sobre [g, b]. Además , si g n {x) — 

JPQrQ ,, J 

i h J, entonces l.g n converge uniformemente a g sobre [a. b]. 


f 
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Prueba. Este teorema es una consecuencia inmediata det teorem 
correspondiente para sucesiones (teorema 8.7, pág. 484) usando el hecho de 

n 

que si cada f k es integrable sobre [a, b\ entonces s„ = £ fu e¡> ‘ntegrabl 


*:= i 


sobre [a, 6] e s„ = £ 


k~ I 


ft 


E1 teorema 7.1 implica que si I f k converge uniformemente a/sobre [a ¿j 
y cada uno de Ios términos f k es integrable sobre [a, b] entonces / es 
integrable sobre [a, ¿] e 


00 


/= I 

Jt= 1 


/fc 


Este resultado a veces se enuncia como sigue: una serie uniformemente 
convergente de funciones integrables sobre un intervalo cerrado puede 
integrarse término a término sobre este intervalo. 


7,2 Ejemplo. Pruébese que In 


1 


X x k 


= z — P ara xe< — 1,1 >. 


I — x *= i k 


Solución. Mediante nuestra discusión de las series geométricas supimos 
que 


—¿ /* sobre < — 1,1 > 

I —/ fc = 0 


Supongamos que xe[0, l>. Como para cualquier /e[0, jc], |/*| ^ x* y Xx* 
converge, Z/ A es uniformemente convergente sobre [0, x] según el criterio M 
de Weierstrass. De donde esta serie puede integrarse término a término 
sobre el intervalo [0, x] por lo que obtenemos 



1-/ 



k = 0 



y 


i 


x k + 1 oc 

in —•— = y - — = y 

l-X k = 0 k+\ *=, 



Si xe( -1,0>, entonces podemos probar que l/ k es uniformemente 
convergente sobre [x y 0] de un modo análogo; para cualquier te[x , J’ 
\t k \ < |x|* y l\x\ k converge. Por tanto. 


*o 

J 


oc ro 


1 -/ 


= i 


fc = 0 


I — 

*- 0 k+ I 




X 
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1 




ln —— = X “* * 
1 — x fc= i k 


£n el ejemplo 7.2, podíamos haber enunciado que 


i 


X fc 
X 


= Z —para 


I—x fc= i k 

x e[— I, 1>. Sin embargo, cuando incluimos el punto —1 en el intervalo, 
la solución exige aigo más que una aplicación directa del teorema 7.1. 


50 x k 


Si xe[--l,0>, entonces £ — es una serie alternante que converge a, 

fc= i k 

digamos, /(x). Entonces, de acuerdo con 4.5, pág. 510, 


|/(x)-s„(x)| < 


1*1 


n+ 1 


í: - 


«+I n+1 


Así pues, para e > 0 existe un número N ^a saber, N = -) tal que para 
todo xe[— I, 0> 


| /(x) — s„ (x)| < £ siempre que n > N. 

I j k 

Esto prueba que I — es uniformemente convergente sobre [—1, 0> y, por 

k 

tanto, su suma es continua sobre [— 1, 0>. Por ello, 

/(—!)= lím /(x) = lím ln —— = lni. 

x-*-l + x-*-I + 1 — X 


Hemos, pues, probado que 

I' ln —!— = Y — para x e [ — 1, 1 > 

1—x fc=i k 


y> en particular, 


0 bien 



V izfl 
fc=i k 


00 , 1 \ fc + 1 

In 2 = I 

*= i k 


De acuerdo con el teorema sobre diferenciación de una sucesión de 
Une ¡ones (teorema 8.9, pág. 486) obtenemos el teorema correspondiente 
s °bre diferenciación de una serie de funciones. 
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7.3 Teorema. Sil.f k converge a f sohre [a, /»], si cada una de las derivadas f ' 
es continua sobre [a, b], y si lf k ' converge uniformemente sobre [a,b] 
entonces f' — lf k ' sobre [a, 6 ]. 

Prueba. Como la derivada de una suma es la suma de las derivadas, este 
teorema es una consecuencia inmediata del teorema 8.9, pág. 486. 

1 : * 

7.4 Ejemplo. Pruébese que--= £ kx k ~ 1 para xe< — 1, 1 ). 

(1 — x ) 2 *= i 

SoluciÓn. Sabemos que 

——= Y x* para xe< - 1 , i>. 

1 —x Jt = o 


Consideremos ahora la serie de derivadas: 
de la razón, tenemos 


I k¿~'. 

k = 1 


Usando el criterio 


lím 

k~* oo 


(fc+Qx 11 

kx 1-1 



|x| = |x| 


X 

y, por tanto, Y kx?~ l converge para xe< — 1, 1>. Tomemos un punto 

k = 1 

cualquiera xe< — 1 , I> y una a tal que |x| < a < 1 . Como para cualquier 

00 

te[ — £/, <?], \kt k ‘[ ^ ka k 1 y £ ka k ~ 1 converge, el criterio M de Weierstrass 

* = i 

X 

nos dice que y kl k 1 es uniformemente convergente sobre [ — a, a]. Por 

*= i 

tanto, según el teorema 7.3 


(1 


——- = y kl k 1 sobre [ —a, a] . 

—/) 2 *=i 


Así pues, para cada xe< — 1, 1 > 

1 


00 


= I kx 


k~ 1 


(1 —X) k= 1 


Problemas 


1. Pruébese que 

«> I (- 

k = 0 


1 


I +X‘ 


sobre < — !,!>. 
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Sugerencia. / k { — x 2 ) — (— l) k x 2<[ . 

b) La convergencia de esta serie es uniforme sobre cualquier inter- 
valo [ — ¿r, a) donde 0 < a < \. 

x ( — 1 ) k 

c) arctan x = y -- x 2k 1 sobre<—l,l> 

* = o 2k + 1 



OL 


I 

p — t 


(Zií x a + « 

2k +1 


es uniformemente convergente sobre [ 0 , 1 ] 


e) 


n 

- = arctan 1 
4 


t ^ 

k=o 2k+\ 


2. Pruébese que 

a) 1 


b) 


(1 

-x ) 3 


1 

(1 

-X) 4 " 

Si 

m es un 


1 


(k + 2) {k + 1 ) k 

V ---x sobre < — 1 , 1 > 


(/c + 3) (/c + 2) (k+ 1 ) 4 


3! 


x sobre < — 1 , 1 > 


oc 


(1 - x) m k = o 


(fc + m — l )( /c + m- 2 ) - . (/c + l) xt SQbr 

(m —1)! 


3. Verifíquese que 
*1 00 


a) 


b) 


1 00 1 I 

y - - dx = y - arctan - 

0 k=l k 2 + X 2 k=l k k 


00 


sen kx , ^ 

L Ti dx = I 


0 k= 1 k‘ 


k= i (2k-\y 


c) D x X J- = X y . para toda x 

* = o /c: * = o /c! 


00 2 * - 1 00 2 * 

= y (— 1 ) k _ , para toda x . 


d) D x y (- \) k+} 

fc=i (2/c-I)! *“o 


( 2 /c)! 


00 


Si <( 5 ) = y — para s > 1 , pruébese que 
*=i /c s 

c'(s) = - y - [nk 

k= t 


para s > 1 . 





































































526 




8. SERIE DE TAYLOR 

8.1 Definición. Si la función f tiene derivadas de todos los órdenes en e l 

® / ífc) (x ) 

punto A' 0 , entonces la serie V ——~ (/ —x 0 / se tlama serie de Tayl or 

k = Q k\ * 

de f airededor de x 0 . 

8.2 Ejemplo. Proporciónese la fórmula de Taylor de la función seno 
airededor de 0. 

Solución. Si / = sen, entonces / (I) — cos, / (2) = — sen, / 13) = ~cos, 
/ (4) = sen, y, en general, / (4A) = sen, f i4k " ]) = cos, / (4fc + 2) = 

y(4A + 3) __ __ cos> p Qr tamo> /<^) (0) = 0t /<4*+I)( 0 ) = /(4fc+2) (0) = () ’ 

/(4fc + 3) ( Q) _ _ ] y j a ser j e (j e j a yj or del seno alrededor de 0 es’ 

0 + /+0 - — / 3 +0 + — / 5 + *" =: f I 2k+l . 

3! 5! Áo (2fc+l)! 

Para definir la serie de Taylor de una función / alrededor de algún 
punto x 0 , todo lo que necesitamos es ia existencia de todas Ias derivadas 
de / en x 0 . Sin embargo, es posible que la serie resultante no converja en 
ningún punto distinto del x 0 e incluso si ia serie converge en otros puntos 
puede ser que no converja al vaior que la función / toma en esos puntos 
(problema 5). Ahora estudiemos bajo qué condiciones la serie de Taylor 
de una función /converge a /. 

Por el teorema de Taylor supimos que si la función/ tiene derivadas de 
todo orden sobre un intervalo / y x 0 e/, entonces, para cuaiquier xe/ 
y para cualquier entero positivo n 

n ~ 1 f ík} (x \ 

/(*)- I J —\^(x-x 0 ) k + R n (x) 

donde 

R n ( X ) = -L- 1 / (n) (o (x-tr'dt. 

(n— I)! Jjc 0 

Es, pues, claro que ia serie de Taylor de f alrededor de x 0 converge afen un 
punto xe/ si y sólo si lím /? n (x) = 0. 

En la determinación del límite de R n (x ) es usualmente convenien tc 


1 A la serie de Taylor de una función / alrededor de 0, es 
de Mac L.aurin de /. [N. del T.) 


habitual llamarla ser * 


8] 
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ejn plear la forma de Lagrange para el residuo: 


RJx) = 


n ! 


(*-+>)" 




í 


1 


para algún c n entre x y x 0 si x ¿ x 0 . 

8.3 Ejemplo. Pruébese que la serie de Taylor del seno alrededor de 0 
converge al seno en toda ia recta real. 


Solucíón. Como el seno tiene derivadas de todos los órdenes sobre toda 
la recta reai, tenemos, para cuaiquier xeRy para cualquier entero positivo u. 


n — 1 


sen x 


= I 


(-ir 


*“o (2k + I)! 


x 2k+ ' + R 2 „+ i (■*) 


cos c 

donde R 2n+ , (0) = 0 y R 2n + \ (*) ±- x 2n+ 1 para algún c 2n+ , enlre 

(2n+ I)! 

0 y x si x 0. Así pues, para cualquier xeR. 

12 n + 1 


l^2n+ 1 (*)l ^ 


M 


( 2/1 + 1 )! 


y, por tanto, lim R„(x) = 0. Lo que prueba que 


QC 


00 


sen x = X 


<-ir 


.Zk + ! 


k = o (2k+ 1)! 


para cualquier numero real x. 


• u ego, 


sen = £ 

Jk = 0 


( 0 12k+ ] 

(2k+\)\ 


^ a igunos casos, es otra forma dei residuo, la llama forma de Cauchy, 
resulta adecuada para ia determinación de lím R n (x). La forma de 

^ au( % puede derivarse de la forma integral del residuo mediante ei uso 
Pnmer teorema del valor medio para integrales: si x # x 0 


&n(x) 


1 


(«“ i)! * 


XQ 


f ,n '(t ) (x-lf~' lil 


I 


(n-1)! 


f'"'(c„)(x-c„) 


n — I 


di 


xq 
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Series 


] 


/'"'(OOc-cJ—U-Xo) 


(n — 1)! 


. \n - 1 


donde c n es.un número entre x y x 0 . 
8.4 Ejemplo. Pruébese que 


( i+x)“ = i + I 

k= i k ! 


tCa 


P. 9 


a ésta 


para cualquier xe(- 1, 1) y para cualquier número real a. Se llama a é 
.sm'e' binomial. 

Solución. Sea f(x) = (1 +jc) a . Tenemos, entonces: 

/ (1) (x) = a(l+*r l , / ,2> (x) = £!(£? — I) (1 — , 

y, en general, 

/'“(x) = a(<a — l) -(a —* + i)(l +JC)" - * 

Así pues, la serie de Taylor de /alrededor de 0 es 

I _|_ y cf (¿f ~~ 1) (cf /c + 1) 

k= i k ! 

Usando la forma de Cauchy para el residuo, tenemos 

a(a— l)*--(a — ai + 1) 





«.(*) = 


(1 +C„)° "(x — c„)" 1 x 


(n-1)! 


donde c„ está entre 0 y x. Sea c„ = Ox , entonces 06<0, 1) y 

a(a — 1) (a — n + 1) ( 1— 0 1 


K„(x) = 


(« — !)! 


1 +0x, 


(l+0x)‘~'x’ 


Supongamos ahora que xe( - 1,1). Entonces 
S' a > I, 


1-0 

l+0x 


n— I 


I Ademá s - 


|I + 0x| a " ^ (i +|x|) 


a — 1 


y si a < 1, 
Por tanto 


jl +0x\ a 1 ^ (1 -|x 


a — I 


l«„(x)| $ (l±|x|) 


.a — 1 


q(q — 1) ■•■ (a — » + 1 ) 
(n — 1)! 


I*’ 
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y lím 


R ñ (x) — o y a q ue 


lím 

oO 


o(a — l)---'(a — n+ 1) 
(«-!)! 



Esto prueba que 

i (1 +x)° =1+1 

k = 1 


a(a- 1)*“ (a-k+ 1) k 
-—— x 

k\ 


ara cualquier xe<— 1, 1). Si a es un entero positivo, entonces la anterior 
serie se reduce a una suma finita y lo que tenemos es simplemente el teorema 

del binomio. 

Las funciones que son !a suma de su serie de Taylor constituyen una 
clase importante de funciones y tienen un nombre: funciones analiticas. 

8.5 Definición. La función f es analítica en un punto x 0 si bay un intervalo 
abierto J que contiene a x 0 tal que f tiene derivadas cie tocios los órdenes 

en J y 

todo xeJ. 

En los ejemplos 8.3 y 8.4 mostramos que la función seno y la función f 
definida por f(x) — (I +xf son analíticas en 0. 

Problemas 


/(X) = ¿ —— ^(x-x 0 ) A para 
k = o k : 


I* Hállense los primeros cuatro términos de la serie de Taylor de las 
siguientes funciones alrededor de los puntos que se indican. 

a ) cos; 0 


b) tan: 0 


c ) sec; 0 


e ) 1 
/ 


d) 


I 


1 -/ 


; o 


71 


f) cos; - . 
2 


2 

) pruébesf^° rC *^ neSe ^ ser>e ^ e ^aylor de función coseno alrededor de 0 


**• Proi 


que converge a coseno sobre toda la recta real. 


c onv' e : ?? rció nese la serie de Taylor de ln aírededor de i y pruébese que 
e a In sobre <0, 2]. 

fferencia ; úsese la forma de Cauchy del residuo. 

4 ' Pr uébese 


que 
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ECap. 9 


a) (1 + /)"* =1+1 ( i)( j) '" ( * fc ^ / t sobre<-i ) i > 

k = 1 fC • 


b) (í -x 2 y* 


= i + x ( -o* v 2jv 2/ ,, v j *«<-i,i>. 


( -Í)(“~Í)'"(~Í~~^ + ]} -2* 

*-i . *! 

c) La convergencia de la serie de la- parte b es uniforme sobre 
cualquier intervalo [ — a,a] donde 0 < a < 1. 

d ) arcsen x 

( — i) ( — i) *••(—i — fc+1) 2* + 1 


= x + i (-iy 

k= 1 


k ! (2/e + 1) 


. XG<-1, 1). 


e) Escríbanse los primeros cuatro términos distintos de cero de la 
serie de Taylor de arcsen alrededor de 0 y compárense con 
la serie de parte d . 

5. Sea / la función definida por /(0) = 0 y f(x) = e J , si jc # 0. 
Proporciónese la serie de Taylor de/alrededor de 0. ¿Para qué valores de x 

converge la serie de Taylor a /(x)? 

6. Pruébese que las siguientes funciones son analíticas sobre toda 
la recta real; 


a) exp 


b) sen 


c) cos. 


7. Si/y g son analíticas en x 0 , pruébese que f+g es analitica en xJ 

9. SERIES DE POTENCIAS 


9.1 Definición. Una serie de la forma X a kU~ x o) se ,lama 

. , k = 0 

potencias en 1 — x 0 . 

Así pues, la serie de Taylor de una función alrededor del punto 
serie de potencias en I-x 0 . En realidad, toda serie de potenc ^ 
converge en más de un punto es una serie de Taylor. Probar 
afirmación posteriormente. ^ , 

* j 1 * \ /j * X0' 

Consideremos ahora la convergencia de la serie k 

Claramente esta serie converge para x = x 0 . Usamos el criterio de ^ ^ 
para determinar si la serie converge en otros puntos. Si lim \ a k 
mtonces para x x 0 

lím (1^1 |x—x 0 | k ) 1/fc = 


oo 
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por tanto, Ia A (/-x 0 )* converge solamente en el punto jc 0 . Si 
jím Ififjtl 17 * < 00 » entonces 

¥' lím (|¿7 A | Ix-XqI*) 1 '* = ÍIÍ5 \a k \ l/k |x-x 0 |. 

Así p^ es » tk ~ 0 entonces Za k (I — x 0 ) k es absolutamente conver- 

gente en toda ia recta real. Si 0 < lím |a k | 1/A < oo, entonces La k (I— x 0 ) fc 

es absolutamente convergente cuando |x —x 0 | < 1 - y es divergente 

í lím \a k \ l/k 

cuando jx —x 0 | > - —. Enunciaremos en forma de teorema lo que 

lím |a A | 7 

acabamos de probar. 


9.2 Teorema. S/lím \a k \ 1/k = oo, entonces ^ a k (l -x 0 ) k convergesolamente 

_ fc = o 

en el punto x a . Si lím \a k \' ,k = 0, entonces la k {/-x 0 ) k es abso/utamente 

convergente sobre <-oo, oo>. Si 0 < lím |a t | 1/(1 < oo y r =-¡-. 

W; 

entonces la k (/-x 0 ) es absoiutamente convergente sobre <x 0 -r, x 0 + r> y 
es divergente sobre 

r <-oo, x 0 -r> u <x 0 + r, oo>. 

Así pues, si lím |a A | 1A < oo, Za k (I — x 0 / es absolutamente convergente 
sobre un intervalo abierto; o < —oo, oo> o <x 0 — r, x 0 + r>. Este intervalo 
se llama el intervalo de convergencia de la serie. Si el intervalo de conver- 
gencia es el intervalo finito <x 0 — r, x 0 + r>, el teorema 9.2 nada nos dice 
sobre la convergencia de Ia serie en los puntos extremos x Q ~r y x 0 + r. 
La serie puede convergir o divergir en estos puntos; la convergencia en 
estOS Puntos debe investigarse para cada caso particular de serie de 
potencias que se considere. 


^j em Plo. Determínese el conjunto sobre el que cada una de estas 
^nes de potencias converge: 


X 


a ) X k k (/-2f 

k-Q 


QC 


I 


1 


‘=° (k+ 1)2' 


Sol 


UCIÓN 


X 


») I 


1 


00 


/ k e) X 


k ~o (k + \) k 
1 


(/ + 3) 1 


1 


c > I Tk'‘ 

k = 0 2 


OD 


2 -»ít 


k = o (k+ 1) 2 


| ^°mo lím (k k ) lík = oo, Hk k (I~2) k converge solamente en el punto 2. 
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[Cap. 


b) Como lím 


—r « T /fc i 

im 7¡ 77k ~~ ^--(/ + 3)* converge S ohr 

L(/c+irJ (k+\f 6 sobre 


<-oo, 00>. 


—/1 v /fc i 

c) Como límI — J — ~, cl intervalo de convergencia de X T i k 

\2 / 2 • . es 

< —2, 2>. lnvestiguemos ahora la convergencia en los puntos - 
Como ”■=— ^ ^* 


00 


1 ~I k (~2)= Í (-1)‘ y f i/*(2)= f 1 . 

k=0 Z k =0 *=o2 


k = 0 


la serie diverge tanto en uno como en otro puntos. Por tanto, 
X — /^ converge sobre < -2, 2>. 


d) Como lím 


I 


Jk+\)2 k _ 


I /k 


— ^ intervalo de convergencia de 


I 


(A' + 1) 2 a 
tenemos 


‘ es <~2. 2>. investigando la convergencia en -2 y 2 


1 


I - 

* = o (k+ 1)2* 


/*(- 2 ) = ¿ (-|)‘ 


* = 0 


A+ 1 


I 


00 


a = o (k+ 1)2* 


/*(2) = X 


k = 0 k+ 1 


Por tanto, X 


I 


(k+ 1)2 

esta serie converge en [-2, 2>. 


- / converge en — 2 y diverge en 2 y, por tanto. 


t') Como lím 


1 


L(A+ 1) ¿ 2 


1 !k j 

e! intervalo de convergencia de 


I 


2 


(A + 1 ) z 2 
tenemos 


/* es <~2, 2>. Investigando la convergencia en — 2 y 2, 


I I (-D* 1 


*=o (A + 1 ) ¿ 2 


k = 0 


(A+I) J 
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y 


i 


-x 

i - 

k = o (k + 1 ) L 2 


i‘w= I 


i 


k = 0 (k+ 1 ) 


series que, ambas, convergen. Por tanto, X 
sobre [-2, 2]. 


1 


2 n* 


(k+ 1)2 


/* converge 


9.4 Teorema. 5/ •/ c.v el intervalo de convergencia de 'La k (Z — x 0 ) fc , entonces 
La k (Z — x 0 ) k es uniformemente convergente sobre cuaZquier intervalo cerrado 
eontenido en J. 


Pruhba. Consideremos un intervalo cerrado [ a , 6] c= y. Para todo xe[a, /?], 


\x-x 0 \ < |a-* 0 | o \x-x 0 \ 


según cuál sea el mayor. Supongamos que |¿>-x 0 | es el máximo entre 
\a-x 0 \ y \b-x 0 \. Entonces |£/ A (x-x 0 ) í( | / (¿> — jc 0 )*| para toda xe[a, b ] y, 

como L\a k (b — x 0 )*| converge, La k (Z—x 0 ) k es uniformemente convergente 
sobre [a, b ] según el criterio M de Weierstrass. 

De acuerdo con el teorema 9.4, lo anterior nos dice que sobre el intervalo 
de convergencia la suma de una serie de potencias es continua. Supongamos 
que el intervalo de convergencia de Ia serie La k (Z—x 0 ) k es J . Clarámente 
cada uno de Ios términos de esta serie es continuo sobre J. Además, 
si xeJ, entonces existe un intervalo cerrado [a,b] tal que xe[a, 6]c J. 
Por tanto, usando e! teorema 6.5, pág. 519, tenemos: /a suma de la serie de 
potencias La k (I—x 0 ) k es continua sobre su intervalo de convergencia. 

Usando el teorema 9.4 y el teorema 7.1, pág. 521, obtenemos: una serie de 
Potencias puede integrarse término a término sobre cualquier intervalo cerrado 

OC 

eontenido en su intervalo de convergencia. Es decir, si / = Y a k (Z—x 0 ) k 
H k = 0 

y 1<X b] está contenido en el intervalo de convergencia de esta serie, entonces 



J 


a 



a k (l — x 0 ) k — 


v . C b-x 0 ) k+í -(a-x 0 ) k+1 
L a k ; ; 

k = o k+ 1 


Ejemplo. Exprésese 
P°tencias en /. 


e ' 2 dt como 


el valor en x de una serie de 
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Solución. Como 


Series 


Por tanto 


exp = 

oD tk 

= y - 


k =o k\ 

00 

í" 2 = I 

(-i ft n 

k = 0 

k\ 

00 

’ 2 d! = I 

r x (-i/ 

1- I 


k = o 


00 2fc + l 

k A 


t 2k dt = y (-i) 

= o (2k + \)k\ 


[Cap. 9 


Probaremos ahora que una serie de potencias £ a k (f-~ Xq)' 1 puede 

k = o 

diferenciarse término a término sobre su intervalo de convergencia. 

OC 

Demostraremos primero que la serie de las derivadas £ ka k (I—x 0 )*“ J 

k = i 

tiene el mismo intervalo de convergencia que !a serie original. Esto es 

cierto, ya que lím k l,k — I impiica que lím \ka k \ l/k = lím \a k \ l/k . Si ei 
intervalo común de convergencia es «/, entonces, para cualquier xeí hay 
un intervalo cerrado [a, b) tal que xe[o, b) cr J. Según el teorema 9.4, 

y ka k (I~x 0 ) k ~ l es uniformemente convergente sobre [a, b] y, por tanto, 


k = 1 


00 


según el teorema 7.3, pág. 524, si / = y a k (J — x 0 ) k entonces 

k = 1 


00 


/' = I ka„U-x 0 ) 


fc “ 1 


= 1 


Hemos, pues, probado el siguiente teorema. 

9.6 Teorema. Si una serie de potencias tiene el intervalo de convergencia * 
entonces la suma de la serie es continua sobre J, la serie puede inte ^ ra ^ a 
término a término sobre cualquier intervalo cerrado contenido en J, y 
serie puede diferenciarse término a término en J . 

El teorema que sigue es una consecuencia inmediata del anterior teorema 

9.7 Teorema. Si la serie de potencias I a k (I—x 0 ) k tiene el iníen ^y¡or 
convergencia J y su suma es /, entonces esta serie es la sene e 

de f alrededor de x 0 . 

Prueba. Para probar que 'La k (I — x 0 ) k es la serie de layloi de/ a * r 

ül - f (k) ( Xo l' Claramente /(^o> ^ a ° 

k\ 


de x 0 , debemos demostrar que a k 


9] 


Series de potencias 


535 


Como la serie puede diferenciarse término a término sobre J , es decir, como 

I /'= Z ka k (!-x 0 ) k -' 

k = 1 

sobre J , tenemos f(x 0 ) = a x . La serie de derivadas es también una serie 
de potencias con intervalo de convergencia J y, por tanto, puede diferen- 
ciarse término a término sobre J: 

I /" = z k( k -l)a k (l-x 0 ) k ~ 2 

k=2 


sobre J. Por tanto, f"(x 0 ) = 2!a 2 - Continuando de esta manera podemos 

demostrar que a k = ~ f ik} (x 0 ) para cualquier entero positivo k . (Se puede 

k 


probar por inducción matemática.) Y esto completa la prueba. 

Este teorema prueba que la representación de una función por una serie 
de potencias en f~x 0 es única: cualquier representación de una función por 
una serie de potencias en / — x 0 es la serie de Taylor de la función 
alrededor de x 0 . Así pues, si 


oo 


00 


I a k (¡~x 0 )‘ = Y. 

> = n L -- t 


b k U-x 0 )‘ 


en alguna vecindad de x 0 , entonces a k = b k (k = 0, I, ...). Además, para 
encontrar la serie de Taylor de una función, no es necesario que los 


coeficientes se calculen mediante la fórmula a k 


— f {k) (x 0 ). Frecuentemente 
k\ 


hay una forma más fácil de obtener una representación en serie de potencias 
de una función y no importa cómo se obtenga la serie de potencias, esa 
serie es la serie de Taylor de f. 


^•8 Ejemplo. Obténgase la serie de Taylor alrededor de 0 de la función f 

definida por f(x) = —5— . 

3x 2 + 2 


Solución. Como 


OO 


1 -1 


= I / J 


fc = 0 


/w = 


1 

3x 2 + 2 



1 


1 - 


- x 


y 
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- c ap. 9 


tenemos 


M-\ X H/f = Í 


X 


/ = .I (-')‘^r í2 ‘ 


fc = 0 


Los teoremas 9.6 y 9.7 tienen interpretaciones interesantes en términos 
de funciones analíticas. E1 .teorema 9.7 impiica que si la serie de potencias 
I.a k (I—x 0 ) k tiene un intervalo de convergencia, entonces ía suma de la 
seriees analítica en x 0 . Este teorema también implica que si/es analítica en 
x 0 , entonces / tiene una representación única como una serie de potencias 
en I~x 0 . Del teorema 9.6 se deduce que si / es analítica en x 0 , entonces 
todas las derivadas de /son analíticas en x 0 . 


Problemas 

1. Pruébese que si lím 


a \k + 1 


a . 


solamente en el punto x 0 . Si lím 


= oo, entonces I.a k (I — x 0 ) converge 

a k+ I 


a. 


= 0, entonces l.a k (I~ x 0 ) es 


absolutamente convergente en < —oo, oo). Si 0 < lím 


a 


*+1 


< oo y 


r — lím 


a , 


a 


k+ i 


, entonces la k (I — x 0 ) k es absolutamente convergente 


sobre <x 0 —r, x 0 + r> y es divergente sobre < — oo, x 0 — r) u <x 0 + r, oo>. 
2. Determínese el conjunto sobre el que cada una de estas series de 


potencias converge: 


a) ¿ k 2 (¡+\f 


OOí 


M I 


1 


/ 


k = 0 

X 


k = o k ■+■ 2 


X 


e) I k\V 

k = 0 


I 


«0 X -I' 

k = 0 kl 


e) X 


k + I 


o-2y 


f) I e k l\ 

k = 0 


k= i /c 3 + 4/c 

3, Proporciónese la serie de Taylor de las siguientes funciones alrededor 


del punto que en cada caso se indica: 


a) f(x) = 


1 


x + 5 


; o 


b) f(x) = 


x + 5 


; l 



a 
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c) /(*) = 


x 2 + x-2 


; 0 


d) senh; 0 




e) cosh; 0 


g) f( x ) = sen * 2 ; ^ 


/) 


sen x 

/(x) =-; 0 


/( 0 ) = 1 


A) /W = a x ; 0 (fl>0). 


4 . Proporciónese la serie de Taylor alrededor de 0 para cada una de las 
siguientes funciones: 


a ) 


c) 


sen t 


dt 


0 t 

' x 1 — cos t 
0 t 


dt 


b) 


d) 


‘sen r dt 


n e xí - e ~ xt 


dt . 


i 




5. Pruébese que: 


- r sen x 

hm -= 1 

b) lím 

x-0 X 

JC“* 0 

Xí — xt 


lím -= 2x 

d) lím 

I*+0 t 

x-»0 


1 — cos x 


= 0 


a x - 1 


= In a 


é) lím /(x, y) = 0 donde /(x, y) = - sen xy, y ^ 0 y f(x, 0) = x. 
(x,y)-(o,o) y 


6. Pruébese que: 

a) Si / = la k I k sobre < — r, r) y /es una función par, es decir, si se 
tiene f(x) = /( —x) para toda xe<-r, r>, entonces a 2 «+ 1 = 0 
(« = 0, 1,...). Así pues, la serie de potencias es en este caso una 
serie de potencias pares de /. 


b) Si / = la k I k sobre < — r, r> y / es una función impar, es decir, 
/(—x) = —/(x), entonces ^ 2 « = 0 (n = 1,2,...). La serie de 
potencias es, pues, una serie de potencias impares de I. 

7. Encuéntrese la suma de 


OO 


«> I 

k= 1 


k 

3* 


00 


b) 1 

k= 1 









































































538 


10. MULTIPUCACIÓN DE SERIES DE POTENCIA^ 

La expansión en serie de potencias de un producto fg de funciones puede 
obtenerse multiplicando la serie de potencias para/por ía serie de potencias 
para g. Esta multiplicación de series de potencias es anáioga a la multi- 
plicación de polinomios. Es decir, si / = 2>ct k I k y g = 'Lb k I k y entonces 

fg = (¿i 0 + a l l + a 2 l 2 + "*) {b 0 + bil + b 2 l z + ***) 

= a 0 ¿> 0 + (£ío^i + a i b o) 1 + ( a o b 2 + a Y + a 2 b 0 )í 2 + •*• 

oo k 

= X c kl k donde c k = X ajb k „j. 
k =o j =o 

Con el fin de justificar esta multiplicación de series de potencias 
probaremos el siguiente teorema. 


OO 00 

10.1 Teorema. Si X a k + X b k son series absolutamente convergentes con 

k =0 k =o 


oo k 

sumas a y b respectivamente , entonces X c k ~ Q b donde c k = X a jbk-j • 

* = o > = o 


Prueba. Ordenemos los productos en serie como sigue 

10.2 a 0 b 0 + a 0 b¡ +a x b { +a x b 0 + a 0 b 2 + a x b 2 +a 2 b 2 + a 2 b x +a 2 b 0 + ... 


Consideremos ahora las series cuyos términos son los valores absolutos 
de los términos de 10.2. Cualquiera de las sumas finitas de esta serie será 
menor que o igual a 




Por tanto, la serie 10.2 es absolutamente convergente. Probemos ahora que 
la suma de 10.2 es ab. Sea t n la suma de los primeros n términos de 10.2. 
Entonces 


'n- 1 

^n 2 ( X a k 


'n — 1 




,k = 0 


,k = 0 


y, por tanto, lím t„ 2 = ab. Como {/„} converge y la subsucesión 

k 

converge a ab , lím t n = ab. Obsérvese que la serie Y,c k donde c k — X a j bk ' j 


i = 0 


de 


puede obtenerse de la 10.2 por reordenación de términos e insercion 
paréntesis. Como estas operaciones no afectan la suma de una 
absolutamente convergente, l.c k — ab. 

Aplicamos ahora este teorema a la multiplicación de series de potencias* 
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10 ] 


10.3 Corolario. Si f = la k (f— x 0 ) k sobre el intervalo abierto J y 
g = lb k (I—x 0 ) k sobre el intervalo abierto J\ enfonces sobre J c\ J' 

k 

fg = lc k (l-x 0 f donde c k = X a j b k-j - 

j=0 

PrUEBA. Si xe J r\ entonces la k (x — x 0 f y lb k (x — x 0 f son absoluta- 
mente convergentes. Por tanto, según el teorema 10,1, 

k 

/00<7 00 = I.c k (x-x 0 ) k donde c k = £ a j b k-j■ 

j=o 

Y esto completa la prueba. 

E1 corolario 10.3 implica que si / y g son analíticas en x 0 , entonces su 
producto es fg es analítica en x 0 . 

10.4 Ejemplo. Proporciónense los primeros cuatro términos distintos de 
cero de la expansión en serie de potencias alrededor de 0 de e x sen x. 


x x 
-- - 

3! 5! 



SOLUCIÓN. 


X 2 X 3 x 4 x 5 

e sen x = 1 + xH- - H- 1 - 1 - 1- 

2! 3! 4! 5! 


x — 


= x + x 2 + ( - - + -W + (- + - )x 4 


6 2. 


f 6, 


+ i — - — + — u s + 

120 12 24, 


2 1 3 1 5 

= x + x 2 + -x J -x + 

3 30 


Esta expansión en serie de potencias es válida sobre toda la recta real. 


10.5 Ejemplo. Proporciónese la expansión en serie de potencias alrededor 
de 0 de sen 2 . 


oo j 2k+ í 

Solución. Como sen = X ( — 1)*—-— y esta expansión es válida 

k =o (2k+ 1)! 

sobre toda la recta real, podemos obtener la serie de potencias para sen" 
P°r multiplicación y esta expansión será válida para toda la recta real. 


sen 2 



(- 1 / 


| 2*+1 \ 
(2 /c + 1) !/ 



(- 1 / 


/ 2fc+i \ 

(2/c+l)!/ 
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í c ap. 9 


\ k ~J 


y (y tJl (-!) _ ), 2 t+ 2 

k=o \;=o (2j + 1)! (2 (k-j)+ 1) !, 


00 


= I 


c -1 )* 


ic = o (2/c + 2) 




= X ov 1 )}- 

fc = 0 (2 rí + 2) ! L 1 ~ Q \ * /_| 


oo -r 2fc •+ 1 

k _£_ |2 k + 2 


= X (-*) 

k = o (2/c + 2)! 


X 


= I (-1) 


*-■ 2 


2k- 1 


2k 


k= 1 (2/c)! 


Esta expansión en serie de potencias puede obtenerse también usando la 
identidad: 


2k 


2 11 , 1 1 v , ,\ft( 2x ) 

sen x=-cos2x =-V (— 1) -—— 

2 2 2 2 *=o (2k )! 


Mediante una operación formal de las series de potencias podemos también 
obtener ía expansión en serie de potencias de un cociente de funciones, de 
la composición de funciones, y de la inversa de una función. Solamente 
enunciaremos el teorema para cocientes. Los teoremas que justifican estas 
operaciones de las series de potencias, junto con sus pruebas, pueden 
encontrarse en los trabajos sobre series infinitas tales como la Theory and 
Application of Infinite Series de K. Knopp (Blackie, Londres, 1951). Sin 
embargo, tales cuestiones es más conveniente considerarlas en el marco de 
la teoría de las funciones complejas. 

10.6 Teorema. Si f y g son analiticas en x 0 y g(x 0 ) ^ 0, entonces el 
cociente fjg es una función analítica en x 0 . 

Sea f(x) = £a fc (;c —x 0 )* y g(x) — 'Lb k (x — x 0 ) k . Sabiendo que f(x)lj?( x ) 
tiene una expansión en serie de potencias Lc k (x — x 0 ) fc , podemos determmar 
los coeficientes c k mediante multiplicación: 

oc r x 

X = X c k(x-x 0 f 

k=0 L *=0 

= X (x C J b k-j) (X-X 0 f. 

k = 0 \j=0 ) 

k 

Así pues, a t = X c j b k-j ■ 

j=0 


00 


X b k(x-x 0 ) 


k = 0 


10 ] 
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j 0,7 Ejemplo. Proporciónense los primeros cuatro términos distintos de 
cero de la expansión en serie de potencias de tan alrededor de 0. 


00 


'2fc+ I 


■2 k 


y X (-*)* 


(2k)\ 


e sen r~' . • I 

SolUCIÓn. Comotan = —ysen = \ (-1) — ^ 

COS k = 0 (2fc+l)! k = 0 

00 

tan tiene una expansión en serie £ c k I k que es válida en alguna vecindad 

k = 0 

de cero. En realidad, ésta ha de ser una serie de potencias de potencias 
impares de I ya que tan es una función impar (problema 6, pág. 536). 
Tenemos, por tanto, 


/ 7 


/ 


7 —-1-h *** = | 1-1-b 

3! 5! 7! V 2! 4! 6! 


x (c l / + c 3 / 3 +c 5 / 5 + c 7 / 7 + ••*) 




+ c 7 — 


C 5 , C 3 

~ + — 
2! 4! 


6!/ 


/ 1 + * * • 


Así pues, Cj = 1 


c 3 - 

2 ! 


1 

C3 


\_ 

2 


C 3 C i 

c 5 - — + — = —; c 5 = 
2! 4! 5! 


_L I _ j_ _ 2_ 

120 6 24 _ 15 


c _£i + £2_£i = _i. c = 1_1 + J_!_ = ü 

7 2! 4! 6! 7!’ 7 15 72 720 5 040 315 


Por tanto, 


tan = / + -7 3 + — I 5 + -—/ 7 + ••• 
3 15 315 


^n método equivalente para Ia obtención de la serie de potencias de tan 
es mediante el proceso de la división larga. Tenemos 


x — + — 

3! 5! 7! 

x 2 x 4 x 6 

1 — - + - — - + 

O , A 1 fk ! 


tan x = 
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Series 


Luego, mediante la división íarga, 



, X 2 x 4 X 6 

1 -+-+ 

2 24 720 


^ 2 17 

x + — + —x 5 + —y’ , 

3 15 315 + " 



X , X 

X -+ - 

6 120 


XX' X 

' x 2 + S ~ 720 + 

X 3 x 5 X 7 

+ - + 

3 30 840 


3 6 + 72 + 


— x-X + 

15 315 


2 x 7 

15 X “15 + 



1T 

315 


x 7 + 


Nótese que podemos obtener tantos términos como deseemos de la serie 
del cociente, pero no tenemos una fórmula para el término general. 


Problemas 


1. Proporciónense los primeros cuatro términos distintos de cero de las 
expansiones en series de potencias alrededor de 0 de Ias siguientes funciones. 


<0 /(*) = 


sen x 


V1 


b) f(x) = 


cosx 

7+5 


c) f (x) = e x cos x. 

2. á) Obténgase la expansión en serie de potencías alrededor 
de cos 2 . 

2 2 = 1- 

b) Usando series de potencias, pruébese que sen +cos 


0 


U) 
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Usando series de potencias pruébese que 

^ - e x+y b) 2 sen x cos x = sen 2x . 

Proporciónense los primeros cuatro términos distintos de cero de ias 
. pc en series de potencias alrededor de 0 de las siguientes funciones: 

“’ , * n " i *>■ 


11. RESUMEN 


En este capítulo presentamos algunos tópicos importantes de la teoría 
ser ies Consideramos primero Ja convergencia de series de puntos en R m . 
Como la convergencia de tales series depende de la convergencia de las 
series componentes, nos restringimos a la discusión de las series de números 
reales y desarrollamos unos cuantos criterios de convergencia para estas 
series. Este tipo de serie es importante para el cálculo. Además, un estudio 
de la convergencia de series de números reales nos da una base para el 
estudio de la convergencia de series de funciones. 

E1 concepto de convergencia uniforme cobra importancia cuando 
estudiamos las propiedades analíticas de las series de funciones. Enfatizamos 
un tipo particular de series de funciones —las series de potencias— ya que 
Ia expansión de una función en una serie de potencias es un método 
importante para la resolución de muchos problemas. Mediante el uso del 
teorema de Taylor podemos determinar si una función tiene una represen- 
tación en serie de potencias; es decir, si una función es analítica. Este 
teorema también nos provee de un método para encontrar la expansión en 
serie de potencias de una función analítica, aunque, como hemos visto, 
puede que haya procedimientos más sencillos de obtener la expansión. 


Rroblemas de repaso 

1* Determínense si las siguientes series convergen o divergen. 

k k + 3 


a) y 

2 * + 2 
c) £ k + 2 


b) I (-D' 

k = 1 


2fe 2 —5 


‘=i 2k 2 — 5 


00 —2 

d) y - 

; ffx k 3 +4k 


2 . 


Obténgase el valor aproximado de la suma d¿ la serie £ —: con un 

k = i k 


e * rün cación menor que 1 x 10" 2 . 

3. 


conv 


^termínense los valores de x para los que la serie £ 

rV J 


k= 1 


er ge. 
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Series 


tc 


a D. 9 


* oc j 

4. Pruébese que ^ — es uniformemente convergente para xpr 

k=\ k x ' t-^oo) 

donde a > 0. 


5. Si I f k es uniformemente convergente sobre un conjunto § 
función g es acotada sobre $, pruébese que Z.gf k es uniformen/ ^ 
convergente sobre £. 

6, Sea Sf el conjunto de todas las funciones reales acotadas defi n í 4 
sobre un conjunto £. Si f y g están en Sf, definamos 


\\f-g\\ = sup \f(x)-g(x)\. 

xe<¥ 


a) Pruébese que 


1) U-g\\ > 0; \\f — g\\ = 0 implica / = g sobre £ 

2) \\f-g\\ = \\g-f\\ 'J: 

3) \\f~9\\^\\f-h\\ + \\h-g\\. 

b) Si f k e£f(k= 1,2,...) pruébese que I f k es uniformemente 
convergente sobre £ a la función feSf si y sólo si para cualquier e > 0 
existe un número N tal que 


II/— sj<£ siempre que n > N . 




1. INTRODUCCIÓN 


^ ue inte & ra l definida solamente lo está para funciones 
deRie S ^ so ^ re un * nt ervalo finito. La definición de la integral definida 
uj en ^ ann no P uecte aplicarse ni en el caso en que la función no es acotada 
dpfír>; *, Caso en et Q 116 e ^ intervalo es infinito. Cuando éste es el caso, la 
finitos ■ d Qe ía lnte g ra l se generaliza tomando la integral sobre intervalos 
el llmite i CUac * os so ^ re tos que l a función es acotada y considerando después 
que con C CStaS * nte & ra l es - Si el límite existe, Ia integral generalizada se dice 
Haman ' ^ ^. si et l irrute no ex ist e » se dice que diverge. Tales integrales se 
ca PítuI 0 lr H^ r °^! aS ° intinitas - Aparte de las integrales impropias, en este 
inte gral h 1SCUtirern °s las integrales dependientes de un parámetro. Una 
^Pendiente de un parámetro define una función cuyo dominio 
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Integrales imp»roptas 


[Ca 


P-10 


es 


el conjunto de valores del parámetro para los que la integral está defi 
Trataremos cuestiones sobre la corutinuidad, diferenciabilidad n ^ a ' 
grabilidad de tales funciones. En todo este capítulo, las i nt lnte ' 
consideradas serán integrales simples (unidimensionales). 


2- INTEGRALES IMPR 0PlAs 

Mucho de Io que fue discutido en el capítulo 9 respecto a series ittfinit 
tiene un estrecho paralelo con las integrales impropias (infinitas). P ar a las 
integrales impropias tomamos la integral sobre intervalos finitos sobre 
los que el integrando está acotado y luego consideramos el límite de estas 
integrales. Para series finitas tomamos sumas finitas —las sumas parciales— 
y luego consideramos el límite de estas sumas. 

Supongamos que / es integrable sobre [u, h] para todo a y sea 


F(b) = 


/ donde 6e[u, oo). Entonces 


(infinita) de primera clase. Decimos que 


/ se Ilama integral impropia 

0 

/ converge si lím F existe y 


00 


en tal caso el valor de 


00 


/ es lím F ; es decir, 


00 


2.1 


Si lím F no existe, 

00 


00 


rt 


f = lím F(by = lím 

b -* 00 fr —► 00 *r 


/• 


'00 


/ se dice que diverge. Ei número F(b) - 


f 


corresponde a ia suma parcial s n — X a * una ser * e ^ n * ta ^ ^ 


k=i 


F corresponde a lím s„ , ia suma, de la serie infinita. 


00 


2.2 Ejemplo. Evalúese 


00 


x" cfx, (a > 0). 


Solución. Para n # - 1, 
F(b) = 


—T = -^[6" +1 + fl " +1 ]- 

n + ijo n + 1 


Si n > — 1, entonces iím F = oo e 
la integral converge y 


00 


í. 


o O 


dx diverge; si n < en 


ton ^ 5 


lím F = 

00 


co a 

x n dx — — 

Q 


11+ 1 
rt + 1 


21 
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para n 


-1, 




F(b) = 


dx 


= ln b — In a 


a X 


como 


lím f = oo, la integral diverge. 


Supongamos que / es integrable sobre [a, b] para todo a s* b y 


sea 


_ f f £i valor de la integral impropia 

F(a) ~ J a J - 

existe. Así pues 


/ es lím F si este límite 


— 00 


— 00 


rt 


2.3 


/ = lím F(a ) = lím 


— 00 


a — ao 


a-* — oo 


/. 


2.4 Ejemplo. Evalúese 


e x dx. 


“ 00 


SOLUCIÓN. 


*Q 

*0 “I 

e x dx = Iím 

e x ¿/x= lím e x \ 

J - od a~► — 00 % 

a a~* — oo J 


]° = lín 

_J a — 


lím [ 1 — e fl ] = 1. 


00 


Supongamos que / es acotada e integrable sobre todo intervalo [a, c], 


donde ce[a, 6), pero no acotada sobre [u, h) y sea F(c) = 


/ donde 


ee[a, b>. Entonces 


Cb 


f se Ilama integral impropia de segunda ciase y 


el valor de 




/ es lím F si es que este límite existe. Así pues 
¿>- 


2.5 


/ = iím F(c) = lím 

c-*íj“ j 


/. 


^ Ejemplo. Evalúese 




dx 


V b~ 


, donde a < b. 


^lución. 


í: 


dx 


= lím 


X w 


dx 




= lím [-2^/b-x^ 




= lím [ — 2 Jb — c -í- 2 Jb — a) = ijb — a . 
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Integrales impropias 


[Cap. 10 

Sea / acotada e integrable sobre todo intervalo [c, b], donde ce(a,b], 

m b 

pero no acotada sobre <u, b ] y sea F(c) — f donde ce(a, b]. Entonces 

J c „ 

rb p 

/ se dice que converge si lím F existe, y en tal caso el valor de / 

a* J a 

es lím F, es decir, 



2.7 


Si lím F no existe 


/ = lím F(c) = lím 

c-*a + m 


c~*ü 


/. 


/ se dice que diverge. 


(*b 


2.8 Ejemplo. Evalúese 


dx 


a (x — a) 


3/2 


, donde a < b. 


SOLUCIÓN. 


dx 


a (x~a) 


3/2 


“ s r » -[- 7=1 


= lím - 

c- fl + L 


2 2 
--- + - 


\! b — a V < 


2 ] 

- = oo . 

— aJ 


Luego la integral diverge. 
La integral impropia 


00 


— 00 


/ se deñne como 


- 00 


í 


00 


/ + / donde a es 


un número reai cuaíquiera. Si ambas integrales 


/e 


- 00 


00 


f convergen, 


entonces 




— 00 


/se dice que converge y si cuaíquiera de Ías dos 


/o 


— 00 


1 00 


diverge, entonces 


00 


/ se dice que diverge. Podemos probar que 


— 00 


‘00 


/ 

a 

f es 


- CO 


independiente de ia elección de a como sigue: como 


fb 


/ = 


/ + 


/ (, a<c<b ), 


se sigue que si una de las dos integrales 
otra también converge. Análogamente, 


00 


r°o 


/o 


/e 


— 00 


y 1 
/V 


— 00 


converge, entonces la 
/ o ambas converg en 




2 ] 
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o ambas divergen. Por otra parte, como 


00 


/ = 


/ + 


00 


/ 


m a 

m c r 

!i / = 

f~ ii 

* “ 00 ^ 

* 

8 


/, 


se sigue que 


'OO 


— 00 


/ 


-í: 


/ + 


oo 


00 


/ = 


rc 


— 00 


/ + 


00 


/ 


y el valor de 


00 


/ es independiente de la elección dei número a. 


— 00 


Finalmente, si la función / tiene infinitas discontinuidades en un número 
finito de puntos x x ,..., donde a < x t < x 2 < ... < x n ^ b, definimos la 


rb 


integral impropia 


/ como sigue 


C b 

m xi 





/ = 1 

f + 

/ + 

/+•** + 

/+ i 

/ + 

Ja m 

O • 

Xi * 

yi « 

Xf% - I V 



/ 


donde y L es algún punto convenientemente escogido entre x t y x i+l . Si 
todas las integrales del segundo miembro de la ecuación anterior convergen, 

m b 

entonces / se dice que converge y tíene un valor igual a la suma de los 

J a 

valores de las integrales de este segundo miembro. Si cualquiera de las 

C b 

integrales de la derecha diverge, entonces se dice que / diverge. Tenemos 

Ja 

una extensión obvia si a — — co o b — oo. 

Toda integral impropia del tipo 2.3, 2.5 o 2.7 es equivalente a una 
integral impropia de la primera clase. 


Las integrales del tipo 


/ pueden reducirse a integrales impropias 


— 00 


— 

de la primera clase por el cambio de variable y = — x: 


-f. 


/ (x)dx = lím 


00 


a-* oo 


f(x) dx = lím 


— o 


a~* oo 


f(-y)dy 


-b 


“í>- 


y)dy. 


Si / es continua sobre [ a, by, pero no acotada sobre [a, b >, entonces la 

rb 


* 

mtegral impropia de segunda clase 


/, puede reducirse a una integral 
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impropia de primera clase mediante el cambio de variable y - 


b- 


2.10 


'b 


f (x) dx = lím 

c-+b~ 


f(x)dx = lím 

c~*b~ 




1 /(b-a) 


y/ y 


,2 


'oO 


/lo-T-f- - 

V y/ y 


Si /es continua sobre <o, f>], pero no es acotada sobre <a, b], entonces 
la integrai impropia f puede reducirse a una integral impropia de primera 

J ‘ 1 


clase mediante el cambio de variable y — 


x — a 


211 . 


Cb 


f(x)dx = lím 


C'+a 


f{x)d 


% 

x = lím - 

c-*a + * 


l/<6“.) / Ady 

/(" + “)"1 

l/(c~a) \ y 


/*l/(c-a) 


lím 

C”+a 4 * 


!/(»-.) V y/ y J i/(6-.i V y/ y 


Como todo tipo de integral impropia puede, mediante un cambio 
adecuado de variable, transformarse en una integral impropia de pnmera 
clase, enunciaremos y probaremos todos nuestros resultados para este caso. 
Los resultados para Ios otros casos pueden darse como corolarios. 

Como una simple consecuencia de los teoremas sobre límites en x, 

tenemos el siguiente teorema. 


212. Teorema. Si f y g están acotadas sobre [a, oo> e 
convergen ambas, entonces 


00 


/ * 


OC 


oO 


i) 


(/± 5 ) converge e 

(f±g) = 


00 


00 


/± 


00 


2 ) 


OC 


cf conuerge e 


'00 


cf 


= C* 


00 


/ 


para cualquier funcion constante c. 
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pjtUEBA. Como para toda be[a, 00 > 


rb 


rb 


(f±g) = 


rb 


f± 


g , 


lím 

00 


(f±9) = lím 

b eo ¿ 




/ ± lím 

6-*oo 


9 = 


' 00 


roo 


/± 


Así pues, 


00 


(/± 5 ) converge e 


00 


(/± 0 ) = 


00 


/± 


'00 


Además, como 


lím 

b-*ac „ 


c/ = lím c 

b-*cc 


rb 


f — c lím 

b — co ¿ 


f 




" 00 


cf converge e 


'OO 


cf — c 


k oo 


f. 


La integración por partes es a menudo útil en la evaluación de las 
integrales impropias. Si f y g tienen derivadas continuas sobre [ a, cx)>, 
entonces, para todo be[a, co> 


rb 


fg = fg\ - 

a 

Si se sabe que dos de los tres límites: 


f’g - 


rb 


lím 

b->oo 


fg' , lím 

b~+ ao * 


f'g, y lím [f(b) g(b)-f(a) g(a)] 

b~* 00 


existen, entonces el tercero también existe y 

2.13 


r* oo b r 


fg' = lím [/g] - 

b— oc a 


f'g- 


2.14 Ejemplo. Evalúese 


□0 


xe X dx. 


Solución. Si integramos por partes tomando f(x) = x, f'(x) 
g'(x) = e~ x , y g(x) = - e~ x , obtenemos 


= 1, 


'00 

*b f b 

pb 

xe~ x dx — lím 

xe~ x dx = lím -xe x ] + 

e~ x dx 

J 0 b-» 00 w 

O 

8 

r 

-Cs 

i 

0 

0 ¡ 


= lím -c“ x ] = 1 . 

b-+ 00 0 


V 
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Problemas 

1. Evalúense las siguientes integrales impropias: 
x"~ + 3 


^oc 3/2 




dx 


c ) 


OO 


dx 


2 x 4 4-4x 2 


2 


e) 


éf) 


2x-l 


o (x —2)' 


r/x 


00 


x 2 c/x 


0 (x 2 +i) : 


0 


fc) 


00 


dx 


0 X + 1 


’ oc 


dx 


^ *Vx-l 


í>) 


«/) 


/) 


*) 


j) 


i ) 


QC 


00 


xe~* 2 dx 


x dx 


ó x +1 


oo 


2x— 1 


3 (x — 2)' 


dx 


00 


x dx 


0 1 + X' 


oO 


e cos x dx 


00 


In x 


dx. 



2. Evalúense por medio de Ia integración por partes las siguientes 
integrales impropias. 

xdx 3 


a) 


ln x dx 


b) 


y/x-\ 


c) | x 2 e X dx 
o 


In xdx. 


<j) r; 

3. Encuéntrese el área de cada una de las regiones no acotadas qu 
abajo aparecen, si es que tal área existe. 

a) {(x, >>)¡0 x < oo, 0 ^ .y ^ e~ x ) I 

b) |(x, )>)|xeR, Oí y « —f 

[ x 2 + l. 

c) |(X, >>) I o < x < 1, 0 < y < —== 

i 


d) 


(x, y) | 0 ^ x < 4, 0 < y < 


.3/2 


V 4-x 
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4. 

para 

5. 


Encuéntrese la longitud de arco de la espiral logarítmica r = e~ 9 
0e[O, co>. 

V 

Demuéstrese, integrando por partes, que 







x e dx = nl 


6. Pruébese, integrando por partes, que 


00 


x 2n+l e~ x2 


dx = — 


7. Pruébese que si F es una función monótona acotada sobre el inter- 
valo [a, oo), entonces lím F existe. Si F es no decreciente (no creciente) 

lím F = sup {F(x) | xe[a, oo>) (ínf {F(x) \ xe[a , oo>}). 

00 


3. CRITERIOS DE CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA 

PARA LAS INTEGRALES IMPROPIAS 


Como con las series infinitas, necesitamos algunos criterios para la 


convergencia de la integral 


00 


/ que puedan expresarse en términos del 


mtegrando/. En esta sección obtendremos algunos criterios de convergencia. 
Para una serie infinita tenemos lím a n = 0 como una condición 


oO 


necesaria de convergencia de la serie (3.1, pág. 497). Para Ias integrales 
unpropias se tiene un resultado análogo. 

3.1 Teorcma. Si f es continua sobre [a, oc> y lím / existe , entonces 

lím / == o 


es una condición necesaria para la convergencia de 


/• 


Supongamos que lím / = L ^ 0. Si L > 0, entonces existe un 

P p n % j 00 

¿ c ' ^ a tul que f(x) > \L para todo x> N. Para todo x,, 

^ x i > N , tenemos 


f 


/> 




*l 


Cw °£; ! 


oo 


*i 


f también diverge. Ahora bien. 


/ = 
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1 /+ JV 


/ de modo que lím 


/)-* 00 


Cb rb 

/ = oo implica lím 

jc | b-*oo J a 


/ = 


00 • La 


prueba para L < 0 es análoga. Las desigualdades están invertidas 


í. 


00 


oo 


f diverge. 


/ = — oo. Por tanto, si L # 0 entonces 

Sabemos que para las series infinitas lím a n = 0 no es condición suficiente 

* 00 

para la convergencia de la serie l.a n . También aquí nos encontramos 


que lím f — 0 no es condición suficiente para la convergencia de 


00 


00 


/. 


Para ne[— 1, 0>, lím x" = 0, pero como vimos en el ejemplo 2.2, pág. 546 

x-* 00 

00 

x n dx (a > 0), diverge para n ^ — 1. 


La convergencia de la integral 


00 


/ no siempre impiica que iím / = 0. 


00 


Puede ser que ei límite no exista. Como se muestra en el siguiente ejemplo, 


incluso cuando / es continua y no negativa en [u, oo), 
convergir aunque lím / no exisla. 


co 


/ puede 



3.2 Ejemplo. Pruébese que si 


/W = 


2n 2 (x — n + 1) xe(n — 1, n — 1 + 


2u 2 J 


— 2n 2 [x — n + \ ) xe(n- 1 H--, n — 1 H— 7 


0 


n ¿ \ 2 n 


xe(n~ 1+ n 
n 


para todo entero positivo u, entonces 


X 


/ converge. 


n j 
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SoLUCiÓN. (Figura I.) La función/es continua sobre [0, oo> y es acotada: 
0 ^/(*) ^ * P ara t0 ^ a °°)* P° r otra parte lím /no existe ya que en 


X 


toda vecindad de oo,/ toma todos los valores entre 0 y I ambos inclusive. 

*JC 

Como / es una función no negativa, F(x) = / es no decreciente. E1 

Jo 

área bajo la gráfica de / sobre el intervaio [n — 1, n] es - • —-. Luego 

2 n 

para xe[n-1, n], 

+ ¿ + - + i J 




fc = i 2/c' 


y como ía serie a ia derecha converge, F es acotado. Como F es acotado y 


no decreciente, de acuerdo con ei problema 7, pág. 553, lím F = 


CC 


00 


f 


o 


existe. 

E1 criterio básico para las integrales impropias de funciones no negativas, 
como para las series infinitas de términos no negativos, es el criterio de 
comparación. 

3.3 Teorema. Si f y g son continuas sobre [a, oo), 0 ^ f(x) ^ g(x) para 

OC 00 


toda xe[fl, oo) e 


g converge , entonces 


f conuerge. 


rb 


rb 


Prueba. Sea F(b) = / y G(b) = g. Como / y g son funciones no 

J J a 

negativas, F y G son no decrecientes y para todo be[a , oo>, 

0 ^ F(b)^ G(b) ^ 


9 • 


Así pues Fes una función monótona acotada y según el problema 7, pág. 553, 

r oo 


lírn F = 


OD 


/ existe. 


^•4 Corolario. 5/ f y g son continuas sobre [a , oo), 0 ^ #(x) < f(x) para 

00 /*00 

todo xe[fl, oo>, e 




£ diverge , entonces 


f diverge. 


^RUeba. Supongamos que /converge. Entonees, según el teorema 3.3, 

*oo J tí 

0 converge en contra de la liipótesis. Lo que prueba el coroiario. 
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La forma límite del criterio de comparación es a menudo más fácil de 
aplicar. 

3.5 Corolario. Supongamos que f y g son continuas sobre [a, oo) y q Ue 
0 ^ f(x ) y 0 < g(x) para toda xe[a, oo). 


f 

1 ) Si lím - — c ^ 0 e 

oo g 


00 


g converge , entonces 


00 


f converge. 


2 ) Si lím - = c, donde c > 0 o c = oo, e 


oc g 


X 


g diverge , entonces 


00 


/ 


diverge. 


Prueba. Damos la prueba solamente para el caso c > 0. Las pruebas 

para c = 0 y c = oo son análogas (problema 10). 

^ , , ,1 /(x) 3 

Si lim - = c > 0, existe un numero N ^ a tal que -c ^ ^ -c o 

» g 2 g{x) 2 

1 3 

-cg(x) ^ f(x) C -c^(x) para todo x > N. Si 

2 2 


X 


£ converge, entonces 


X 


~cg converge y según ei criterio de comparación 
n 2 

Coc 


' oo 


N 


f converge. De 


donde 


X 


/ converge. Si 


£ diverge, entonces 


X 


1 


-cg diverge y según 
\ 2 


el corolario 3.4, 


00 


N 


f 0o 


/ diverge. De donde 


/ diverge. 


3.6 Ejemplo. ¿Converge la integral 


roc 3 

— dx2 
o 2 X 


Solución. Como para x suficientemente grande 2 X es mucho mayor que x , 
^ se comporta como Así pues, podemos intentar aplicar el corolario 3.5 

x 3 1 

con / (x) = — y g(x) = —. Sin embargo, en este caso 
2 í— 


f 

lím - = lím x 3 = oo 
x g x-* x 


y como 


X 


i 


— dx converge el criterio no puede aplicarse. 
o 2 X 


Podemos aplicar el coroiario 3.5 si tomamos una función un poco may 


3] 
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I ... 


para g • Tomando g(x) = (J) x , tenemos 


f x 3 x 3 

lím - = lím -= lím -= 0. 


X g 2 x (i) x 


x-> X 


(ÍY 


Ahora bien 


X 


9 = 


í 


* (-) dx = iím 
o \3/ b^oo ln § \3/ Jo 


ln j 


De donde según el corolario 3.5, 


x^ 

0 2 X 


dx converge. 


Como un caso particular del corolario 3.5 obtenemos el criterio de la 
potencia. 

3.7 Corolario. Supongamos que f es continua sobre [a, co) donde a > 0 y 
que 0 ^ f(x) para toda xe[a, oo>. 

" X 

1 ) Si lím x r f(x) = c ^ 0 para algún número real r> 1, entonces f 

X-+00 J a 

converge. 

■* X 

2 ) Si lím x r f(x) = c, donde c>0oc = oo, y r ^ 1, entonces f 

x-*oo J a 

diverge. 

Prueba. Tómese g(x) = — en e! coroiario 3.5 y úsese el resultado del 


ejemplo 2.2, pág. 546. 

3.8 Ejemplo. ¿Converge 


’°° x 2 dx 


7 


'o (n 2 + x 2 ) 3/2 
x 2 

Solución. Como lím x 


= lím 


1 


/ 2 , 2 \ 3/2 / n 2 \ 3/2 

jc-x (a +x ) x-*oo f a ^ ^ 


= 1 > 0, la inte- 


gral dada diverge. 

E1 teorema 3.3 y los corolarios 3.4, 3.5 y 3.7 pueden aplicarse a integrales 
sobre el intervalo < —oo,ó] usando la relación 2.9, pág. 549. Podemos, 
a demás, obtener resultados análogos para integrales impropias de segunda 
c * ase usando Ias relaciones (2.10,2.11) entre las integrales impropias de 
^gunda clase y las de primera clase. Damos ahora el análogo del 
c °rolario 3.5 para integrales de segunda clase. Otros resultados aparecen 
en los problemas. 

^ Corolario . Supongamos que f y g son continuas sobre [a, ¿> y que 
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0 < f(x) y 0 < g(x ) para todo xe[a, 6>. Supongamos , además , q Ue 
lím f — oo y lím g — oo. 

6- - b~ 


1) 5/ lím í = c ^ 0 e 
b- 9 

, / 


rt 


g converge, entonces 


f converge. 


2) Si lím - = c, donde c > 0 o c = oo, e 
b ~ 9 

diverge . 


g diverge , enfonces 





« I 

Prueba, Mediante ei cambio de variable y =-, vemos que 

b — x 


lím JIí) = lím y l 6 y. 


y que 


/e 


jc-h* g(x) y-* oo gf ¿ 


g son equivalentes a 


i/tt-o) \ y/ y 


= lím 

y~* 00 




00 




y/ y 


respectivamente. E1 corolario se sigue entonces del coroiario 3.5. 

1 dx 


3.10 Ejemplo. ¿Converge 


Solución. E1 integrando f(x) = 


iím f(x) = oo. Tomando ¿/(x) = 

x-*l~ 


0 V(1 —x) (2 + x) 

1 


V(1 —x) (2 + x) 
1 


es no negativo y 


lím ^ = lím 


V í — x 

1 


tenemos 


1 


x-i- g(x) 


— -.* = — > 0 

“* 1- v2 + x \P> 




y de acuerdo con el corolario 3.9 la integral dada converge si y sólo si 
converge. Ahora bien 


o Vl-V 


í 


dx 


__ = lím 

0 v 1 — x b -* l ~ 


dx 


° y/l-x 
luego la integral dada converge. 


= iím [-2^/1 - x] fc 0 = 2 


b— I * 


3 



3) 
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Aunque el criterio de comparación es un criterio de convergencia para 
¡ntegrales con integrandos positivos, como con series infinitas, podemos 

aplicarlo para mostrar también la convergencia de ciertas otras integraies. 

V /*00 00 

pada una integral /, la integral |/| es una integral con integrando 


no negativo y, por tanto, ei criterio de comparación puede apíicarse a 

* 00 oc 

probaremos ahora que si |/| converge, entonces / converge. 


00 - 


i/i- 


3.11 Teorema. Si 


00 


|/| converge , entonces 


'ao 


Prueba. Supongamos que 

tenemos 


oc 


/ converge . 1 
|/| converge. Como -|/(x)| ^ f(x) ^ |/(x)|, 


0 </(x) + |/(x)| <2|/(x)|. 

Así pues, según el criterio de comparación (teorema 3.3), 
converge. De donde 


" (/+1/1) 


OC 


/ = 


00 


(/+ 1 / 1 - 1 /D 


V mr — 

onverge según el teorema 2.12. Y esto completa la prueba. 

'*00 /*°C 

Decimos que la integral / es absoiutamente convergente si |/| 

J a J a 

onverge. Lo que nos dice por tanto el teorema 3.11 es que una integral 

r co 

bsolutamente convergente es convergente. Es posible que 


íciuso si 


00 


' 00 


|/| diverge. Si / converge, pero 


* 

00 


/ converja 
|/| diverge, entonces 


oo 


ecimos que / es condicionalmente convergente. 

i 

J 

De acuerdo con el criterio de la integral para series infinitas si / 

r<x> 

Jnción no creciente y no negativa sobre [1, oo> entonces 

J i 

ambas convergen o ambas divergen. Este criterio puede usarse 
nterio para las integrales cuando la convergencia o divergencia de la scnc 
nrrespondiente pueda determinarse, por ejemplo, con la ayuda del criterio 
e la razón o del criterio de la raíz. 


es una 

/ y Z f(k) 

como un 
serie 


í: 


1 El autor supone que /está definida para toda be[a, oo>. [N. del T.) 
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3.12 Ejemplo. 


Determínese si la integrai 


oo 


V 


1 



dx converge o no. 


Solución. E1 integrando es no negativo y decreciente en [ 1 , oo>. Se satis- 
facen, pues, las condiciones del criterio de la integrai. Ahora bien 


lím 

fi-* 00 


f( n + 1 ) 

/(«) 


lím 

n~+ oq 


7^Tl3' _ l 

3" +1 ^ _ 3 


de modo que X f(n) converge y, por tanto, ia integral dada también converge. 

Dei criterio para las series alternantes podemos obtener un criterio que es 
a veces útil para demostrar la convergencia de una integral en que el 
integrando va cambiando de signo. 


3.13 Teorema. Sea f continua sobre [ 6 t ,oo> y sea {6 k } una sucesión 
creciente de ceros de f tal que lím b k = oo. Si f no cambia de signo sobre 
el intervalo [b k , b k+ , ] para toda k y si {a*}, donde 


a k = (- 1 ) 


k+ 1 


'b k + 



es una sucesión no creciente de términos positivos tales que lím a k = 0 , 


eníonces 


OO 


/ converge e 


00 


00 


/ = I (-l) k+l 0 *. 

h, k — 1 


'rueba. Por el criterio para series alternantes (págs. 505 y 511) sabemos 

n P + i 

ue X( — l)* + 1 a k converge a una suma s y que si s„ = £ (— l) fc+ 1 0 * = 

ír- 1 


/> 


k = i y°i 

ítonces \s — s n \ < a n+l . Queremos probar que dado un £ > 0 existe un 

fx 


úmero M ^ b x tal que 


s — 

/ 

« 

>1 


< e 


siempre que x ^ M. Ahora bien, 


imo íim a k = U, dada e > U existe un entero N tal que a n+ , < e.¡i sieinp*^ 
íe n ^ N. Si x > M = b N+ ,, existe un entero n > N tal que xe[b n+ j, ¿»+ 2 )* 

it An PAC 


5 _ 

/ 

— 

s — 

/- 

'x 

f 


s — 

m b „.m 

/ 

+ 


/ 

J 



• 

b\ *, 

bn* l 


m 



v 

h„ ♦ 1 





+ 



fb n+ 2 

f 

91 

J 

bn ♦ I 


< 2 a n+l < e. 


Luego lím 

x-*cc 


m x 

J = s y Ia prueba es completa. 
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3.14 Ejemplo. Pruébese que 


üt 


sen x 


0 x 


dx converge. 


Solución. Sea 


fkt 


a k = (- 1 ) 


k+ 1 


sen x 


dx 


(fc-l)n x 


Entonces 


a k + i — 


f{k+ 1 )jt 


kn 


sen x| 


dx = 


x 


'kn 


|sen (y + 7 r)| 


(fc-Dn y + n 


dy 


'kx 


(Jt-l)jr > + 7T 


56,1 d y ^ ' k ' i Sen *l 


dx = a, 


(* - i)n X 


a,. = 


'kn 


(k~ I )Jt 


sen x 




dx < 


dx 


< 


ÍA — 1 )n X k — 1 


Luego lím a k = 0 v ia sucesión {¿y*} satisface las condiciones del 


teorema 3.13. Por tanio, 


X 


0 


sen x 


dx converge. 


1 


Problemas 

1 . Determínese si ias siguientes iníegrales convergen o divergen. 
r<x> dx 


a) 


c) 


<0 


9) 


0 V 1 + x 


'00 


dy 


1 y v 3 y 2 + 2 y + 1 
00 dx 


-00 x 2 + 4x + 4 


00 


dx 


■Jx 2 -a : 


(a> 0 ) 


b) 


d) 


/) 


h) 


oc 


dx 


0 1 +x' 


X 


dx 


-v, x~+4x + 5 


00 


dx 


" > Jx 2 — a : 


(a > 0) 


r 00 


cos x dx 


0 1 + sen x + 


*• Establézcase el criterio de la potencia: sea f continua y no negativa 
■ re todo intervaio [¿ 7 , c] dondé a < c < b, y sea r un número rea/. 
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Integrales impropias 


[Ca 


P-10 


i) Si lím (b — x) r f(x) = c ^ 0 par.a r < 1 , entonces 


x^b- 


j conver 


9e. 


2) Si lím (b — xfj(x) = c donde c > 0 o c = oo, para r > t 

*'b. ■ x-*b~ ' 5 ent onc is 

f diverge. 

2 

3. Determínese si las siguientes integraíes convergen o divergen. 


<*) 


c) 


sen x 


n 


0 X 


3/2 


dx 


o x + sen x 




dx 


b) 


d) 


dx 


0 x 2 —4 


f 2 


dx 


1 V(jc— 1 ) (2 — 


x) 


4. Enúnciense los análogos del teorema 3.3 y del corolario 3.4 para 
integrales impropias de segunda clase. 

5. Pruébese que cada una de las siguientes integrales satisface las 
condiciones del criterio de la integral y aplíquese el criterio de la razón a 
las series correspondientes para determinar la convergencia o divergencia. 

r<c 


a) 


x 2 


0 3 ; 


dx 


b) 


iv dx 


c) 


‘oo „3 


x +3x 
5 X + 2 


dx 


d) 


' OO 


o 3* + x 


dx 


6 . Pruébese el criterio de la raíz si f es continua sobre [a , oo> y 

lím |/(x)| ,/ * = L < 1, 


x-*co 


en tonces 


00 


/ es absolutamente convergente. 


7. Aplíquese el criterio de la raíz del problema 6 para probar la c 
gencia de las siguientes integrales. 

,--*** cosh bxdx ( 0 ± O) 


a) 


c) 


~ a Zx* 


cos bxdx (a + 0 ) b) 


x m 1 Mn -J dx (m > 0, n > 0) . 


1 


Sugerencia : hágase ln - = u. 

x 
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8 , Úsese el criterio del teorema 3.13 para establecer la convergencia de 
las sigui entes integrales. 


a) 


OC 


xe sen xdx (a > U) 


b) 


oo 


COS X 


0 1 +x' 


dx 


c) 


<30 


sen x^ dx 


d) 


00 


sen ax cos bx 


dx 


9. La gráfica de ia ecuación y 2 (a~x) = x 3 se llama “cisoide de 
Diocles". Estabiézcase cuál es la integrai para el área entre la cisoide y su 
asíntota. Demuéstrese que la integral es convergente y evalúese. 

Sugerencia : hágase x = a cos 2 0. 


10. Supongamos que/y g son continuas sobre [a y oo> y que 0 < f(x) y 
0 < g(x) para todo xe[a, oo>. Pruébese que: 


f 

a) Si lím - = 0 e 

oo g 

b) Si iím - = oo e 

« g 


QO 


g converge, entonces 


00 


/ converge. 


QQ 


v 

/* 


g diverge, entonces 


OC 


/ diverge. 


4. INTEGRALES DEFINIDAS DEPENDIENTES 

DE UN PARÁMETRO 


Sea / una función continua sobre el rectángulo 

= {(x,c ^ 

y se a F la función definida sobre (c, d) según la regla de correspondencia 


F(y) = 


f(x, y)dx. 


Primero demostraremos que F es continua sobre [c, d). La continuidad 
F sobre [c, d) implica que F es también integrable sobre [c, d). Si 
ace Ptamos ia hipótesis adicional de que D 2 f es continua sobre 
probaremos que F es diferenciable sobre [c, d). 

^•1 Teorema. Si f es continua sobre el rectángulo $ = {(x, y) \ a ^ x ^ b, 

m b 

c ^ y < d}, entonces F(y) = f(x, y)dx es continua sobre [c, d~\. 


^Ueba. Para todo ye[c,d) fijo, la función g definida por g(x) = /(x, y) 
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4 

es continua y, por tanto, integrabie sobre [a, b]. Así pues, F está definida 
sobre [c, d). Como / es continua sobre el conjunto cerrado y acotado 
/es uniformemente continua sobre y para cada e >0 existe una ó>q 
tal que 

\f(x,y + h)-f(x,y)\ < 


b — a 


siempre que (x y y) y (x,y-\-h) pertenecen a y \h\ <6. Sea abora y Un 
punto cualquiera en [c, d). Entonces 


\F(y + h)-F(y)\ = 




[/(x, y + h)-f(x, y)] dx 




^ ' 


rb 


| /(*, y + h)-f(x, v)\dx < 


e 


b — a 


dx = e 


siempre que y + he[c y d) y \h\ < ó . Lo que completa la prueba. 

4.2 Teorema. Si las funciones f y D 2 f son continuas sobre el rectángulo 


M = {( x , y) | a ^ x ^ b, c ^ y d}, entonces F(y) = 
dijerenciable sobre [c, t/] _y 


/ (x, es 


f 


í>. 


/(x, y)Jx = F'(y) = 


D 2 f (x, y) dx sobre [c, ]. 


Prueba. Sea 0 (y) = D 2 f (x,y)dx sobre [c, d]. Por el teorema 4.1 

supimos que g es continua sobre [c, d) ya que D 2 f es continua sobre $ 
Por tanto, para ye[c, d), g es integrable sobre [c, y) e 

'*fc 'y 


g(u)du = 


v 'b 


c J a 


D 2 f (x, u)dxdu = 


ü 2 f(x, u)dudx 


= [f(x, y)-f(x,c)]dx = F(y)-F(e)- J 

E! cambio de orden de integración está justificado ya que D 2 j es co " ibr0S 
sobre CM (teorema 9.3 y corolario 9.4, pág. 355). Diferenciando enta l 
íados de la anterior ecuación, obtenemos por el primer teorema fun 


del cálculo 


F'(y) = g(y) - 


f> 


Ja 


D 2 f(x, y)dx 
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^3 Corolario. (Regia de L.eibniz.) Si f y D 2 f son continuas sobre el 

r ectángulo 2$ = {(x, y) \ a ^ x ^ b, c^y^d} y las funciones g y h son 

Mferenciables sobre [c, d) con g(y)e[a, b) y h(y)e[a, b) para todo ye[c, d), 

HT p(y) 

en tonces F(y) = f(x, y)dx es diferenciable sobre [c, d] y 

J y) 


rh(y) 



f(x, y)dx = F'(y) 




9(y) 


D 2 f(x, y)dx+f(h(y), y) h'(y)-f(g(y), y) g'(y) ■ 


Prueba. Sea G(u, v, y) = 


f(x, y)dx. Enlonces F(y) = G(g(y), h(y), y). 


De acuerdo con el primer teorema fundamental del cálculo 

r m 


o 


D¡G(u, v, y) = — 


du 


f(x, y)dx 


= -/(«> y) 


D 2 G(u, v, y) = 


8v 


J(x, y)dx = f(v, >■). 


De acuerdo con el teorema 4.2, 

r rv 

D,G(u, v,y) = — 

oy 


f(x, y) dx = 


D 2 J (x, y)dx. 


De donde, según la regla de la cadena, 

F'(y) = D¡G(g(y), h(y), y) g'(y) + D 2 G(g(y), h(y), y) h'(y) 
K + D 2 G(g(y),h(y), y) 


My) 


D 2 J (x, y)dx. 


9(y) 


K! = -f(g(yh y ) g'(y)+f(h(y), y) h '(y) + 

^foblemas 

L Encuéntrense las derivadas de cada una de las siguientes funcíones 

y dx 


a) F(y) = 


c) F(y) = 


(1 — y sen x)~ dx h) F(y) 


= ÍV 

Jo v /i_ 


sl\~y 2 x 2 
cos(x 2 y) 


sen (xy) 


dx 


d) F(y) = 


n¡2 


dx 


■/2 
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e) F(y) = 


1 — e 


~xy 


dx 


J) F(y) = 


"j ’ 2 [- e -*y 


-y 


dx 


-y 


9) F(y) = 


'v 2 


arctan — dx 
o y 


h) F(y) = 


cos y 


(y 2 — x 2 ) n dx ; 


2. Sea F(y) = e xy dx. Evalúese F y luego diierénciese tanto en 

J° 

la forma integrai como en- la forma evaluada. Obténgase de aquí el vaior 


de 


xe xy dx . 


J 


3. Pruébese que si w(t) satisface la ecuación diferencial con coeficientes 
constantes: 

L[x(r)] = x (n) (r) + ai x ( "~ 1 ) (r)+ **• +£t n -iX , (r) + cf í) x(r) = 0 
y las condiciones iniciales: 


w 


(0) = w'(Q) = - = w ( ”- 2) (0) = o. «> ( "- ,, (0) = 1, 


entonces 


rt 


x(t) = 


w(t — s) f(s)ds 


satisface Ia ecuación diferencial L[x(r)] = f(t). 

1 y | 

x^ — 1 


4. Sea F(y) = 


dx. Encuéntrese F'(y) y evalúese la integral. 


o ín x 

Partiendo de F'(y) evalúese F(y). ¿Cuál es el dominio de C? 


5. Sea F(y) = 


———- f(x)dx. Pruébeseque F( 0) = F'(Q) - 

o (n — 1 )! 


/ //YV _ 


+ n_ 1 ( 0 ) = 0 y F itt) (y) = f(y). Conclúyase de aquí que 


/*y {* 


o J 


y n -1 

o 


y 2 


0 J 


y i 


f(x)dxdy X ”-dy n - 2 dy n - x = 




o (n— 1 )! 


f(x)dx 


6. La función de Bessel J 0 puede definirse por la regla de corresp o 
dencia 


i f 1 

'oW = - 

71 J - 1 


COS Xí 

Vl-r 2 


dt . 
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pruébese que J 0 satisface la ecuación diferencial (ecuación de Bessel) 


VW + - VW+^o(x) = 0. 

X 


Sugerencia: intégrese J 0 ' por partes. 

7 . Supongamos que y satisface la ecuación integral 


y(x) = 26x— 10 + 6 


í 


o 


(r — x) y(t)dt. 


Encuéntrese la ecuación diferencial satisfecha por y y resuélvase para y. 
8 . Supongamos que y satisface la ecuación integral 


y(x) = I — 2 x —4x 2 + 


[3 + 6 (x —í) —4(x —/) 2 ] y(i)dt 


Encuéntrese la ecuación diferencial satisfecha por y. ¿Cuáles son las 
condiciones iniciales >>( 0 ), >^'( 0 ) y y"( 0 ) ? 


9. Resuélvase la ecuación integral 


y(x) = a sen x + 


sen (x — r) y(t)dt. 


10 . La integral elíptica incompleta de primera clase se define por la 
regla de correspondencia 


F(z , k) = 


dQ 


o (1 — k sen 6) 


2 a\ l 12 ’ 


0 ^ k ^ 1 . 


Pruébese que: 

a) F(z , k) crece con k para z > 0 

b) lím F(\n, k) = oo. 

k— 1 


5. INTEGRALES IMPROPIAS DEPENDIENTES 

DE UN PARÁMETRO 

En la sección previa las integrales consideradas eran integrales definidas. 
. n esta sección extenderemos los resultados obtenidos allí a las integrales 
! m Pr°pias. Recuérdese que cuando consideramos cuestiones de continuidad, 
^ te grabilidad y diferenciabilidad de series infinitas de funciones, se introdujo 
concepto de convergencia uniforme para obtener condiciones suficientes 
" e nos asegurasen estas propiedades. De nuevo introduciremos este 
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concepto de convergencia uniforme en las integrales impropias p ara 
proveernos de condiciones suficientes y asegurarnos la continuidad, i n t e . 
grabilidad y diferenciabilidad de las integrales impropias dependientes de 
un parámetro. 


5.1 Definición. Sea E un conjunto de números reales y sea f una función 

* • r oc 


cie R 2 en R definida sobre [¿f, oo)x 8. La integrai 


j se dice que es 


w 

uniformemente convergente a F sobre el conjunto 6 si pa/a cada e > o 
existe un nútnero N tal que para todo ytó 


rh 


F(y) - 


/(x, y)dx 


< e siempre que b > N. 




5.2 Ejemplo. Supongamos que ¿' = [1,5] y ](x y y)-e 


Pruébese 


que 


' X 


f converge uniformemente a / 1 sobre [1,5]. 


Solución. Tomemos una e > 0. Si ye[ 1, 5], entonces 


1 

*b 

e~ xy dx 

— 

— i 

1 

£ 

i 

— l 

+ 

— 1 

>’ - 

0 


y y y 


Ahora bien, < e si -b < In e, es decir, si b > -Ine. Así pues, si 
, 1 

N = ln entonces 

e 


1 

e~ xy dx 

> * 

0 


< e 


siempre que b > N. 


Probaremos ahora que si la integral de una función continua de Cy 
variables converge uniformemente a una función F sobre un interva o[ , * 

entonces F es continua sobre [c y d]. Este teorema es e ana de 
teorema 6 . 5 , pág. 519, sobre la continuidad de una ser.e unif°rm e _ 
funciones continuas. Generaliza el resultado del teorema . a 


impropias. 


5.3 Teorema. Si f es continua sobre la franja M - {(x,.)’)!’ 

ro o f/r. d\ 


ve[c, d]} y F(y) = 


f (x, y)dx conuerge uniformemente sobre 
entonces F es continua sobre [c, d ]. 

Prueba. Sea y un punto cualquiera de [c, d] y sea e > 0. DeseamoS P 


Integrales impropias dependientes de un parámetro 


569 



que hay un número ó > 0 ta! que 
P \F(y +Ji)- F(y)\ .< e 

m OC 

siempre que y + he\_c\ d] y \h\ <6. Como J(x,y)dx converge unitor- 

Ja 

inemente sobre [c, d], existe un número b tal que para todo ye[c, d] 


F(y) - 


Según el teorema 4.1, pág. 563, 
pues, existe una ó > 0 tal que 


'h 


/íx, y)dx 


< - . 
3 


'b 


f (x, y)dx es continua sobre [c, d]. Así 


*b 


[/(x, y + h)~f(x, y)]dx 


<£/3 


siempre que y+he[c,d] y |/;|<<5. Por tanto, para cualquier y + he[c\d] 
tal que |//| < 3 tenemos 


F(y + h)-F(y) 


F(y + h) 


/(x, y + h) dx 


rb 


[/(x, y + h) /(x, v)] dx 




f(x, y)dx-F(y) 


£ £ £ 

< — + — T - — 8 . 

3 3 3 


V esto completa la prueba. 

La prueba más sencilla para la convergencia uniforme de las integralcs 
infinitas es la correspondiente al critcrio M de Weierstrass para !a conver- 
gencia uniforme de las series infinitas. 

wL r oo 

5 *4 Teorema. Si M(x)dx conuerge y si |/(x, v)l ^ M(x) para toda 


y^\c t d] y para toda x suficientemente grande , entonces 
obsoluta y uniformemente sobre [c, d]. 

Pruh 


/(x, y) dx 


:fi A, Por el criterio de comparación (teorcma 3.3, pág. 555), 
/(x, y)dx es absohitamente convergente para todo ye[c,d]. bea 

m cr 

C O0= f(x, y) dx. Si |/(xj)|«MW para todo x>N t y para 
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todo > j e[c, d~\, entonces para todo ye[c, ¿/] y para todos los números 6 
y b 2 tales que b 2 > > N j tenemos 


'b 2 


f(*> y) dx - 




/(x, y)dx 


l b? t 


f(x, y) dx 


rh 


I /(*> >)| dx 


Por tanto, lím 

&2 <30 

es decir, 


'*2 


/(x, y) dx - 


b x 
Cbx 


M (x) dx. 


f(x, y) dx 


rb 2 


^ iím 

bj-* 00 m 


M(x)dx ; 


F(y) - 


1 


/(x, y) dx 


< 


OO 


J 


M(x) í/x. 


'lomese un £ > 0 cualquiera. Como 


00 


M(x)dx converge, existe un 


número A r ^ N x tal que 
todo y e [ c, d ] 


00 


M(x)dx < e siempre que b¡ > N. Luego para 


F (y) - f(*> y)dx 


< e siempre que b x > N . 


Lo que prueba que 
sobre [ c, d]. 


00 


f(x,y)dx es unil'ormemente convergente 


5.5 Ejemplo. La “función gamma” está definida por la integral impropia 

r 00 


r(y) = 


x y c dx (y > 0). 


Jo 

Pruébese que la función gamma es continua sobre <0, 00 ). 

m 00 

Solución. Probaremos primero que F t (y) = x y ~ l e~ x dx es unifor- 

* * 

memente convergente sobre [0, ¿/] para todo d > 0. Luego F x es contmua 
sobre [0, d ] para todo d > 0. Por tanto, F x es continua sobre [0, d] y como d 
es un número positivo arbitrario, F x es continua sobre [0, oo>. Ahora bien, 

lím x 2 x d ~ 1 e~ x = lím x d+ 1 e~ x = Ü 

X~*<K X~* OO 

y, por tanto, según el criterio de la potencia (corolario 3.7, pág. 557) 

* OO 

x d ~ 1 e~ x dx converge. Como 0 < x y ~ 1 e~ x < x d ~ 1 e~ x para todo 


5] 


Integrales impropias dependientes de un parámetro 


571 


xe[U 00 > y para toda ye[0, d], F x (y) converge uniformemente sobre [0, d] 
según el críterio M de Weierstrass. 

pi * 


Para y 1, F 2 (y) = 


x y l e~ x dx es una integral definida y la 


continuidad de F 2 sobre [I, 00 > se sigue del teorema 4.1, pág. 563. Para 
y<\, F 2 (j>) es una integral impropia. Demostraremos a continuación 
que F 2 (y) converge uniformemente sobre [c, 1] para todo ce<0, 1>. 
Luego F 2 es continua sobre [c, 1] y como c es un número arbitrario de <0, 1>, 
F 2 es continua sobre [0, I]. Sea ee<0, 1>. Entonces 


0 


< x y ' e x < x c * e~ x < x c * 


para todo ye[c, 1] y todo xe<0, I]. Como 


r 1 


x ( ' 1 dx converge para 0 0, 


F z (y) converge uniformemente sobre [c, 1] según el criterio M de 
Weierstrass. 

Hemos probado que F x es continua sobre [0, oo> y F 2 es continua sobre 
<0, oo>. Por tanto T = F x + F 2 es continua sobre <0, oo>. 

Sabemos que para integrales definidas dependientes de un parámetro 
si / es continua sobre el rectángulo M = {(x, y) | a ^x^b, c ^y^d} 


rb 


ysi F(y) = 
‘•b r<¡ 


f(x,y)dx, entonces 


rá 


F(y)dy = 


rb 


c J 


f(x, y)dx dy = 


0 v 


f(x, y)dy dx —el orden de integración puede intercambtarse. Además, 


si/y D 2 f son continuas sobre eí rectángulo M, entonces F(y) = 


*b 


D 2 f(x,y)dx 


—el orden de integración y diferenciación puede intercambiarse. Exten- 
deremos ahora estos resultados a las integrales impropias. Para las 
integrales impropias estas operaciones corresponden a la integración y 
diferenciación término a término de las series. 


5.6 Teorema. Si la función f es coníinua sobre la franja 


® = {(x, y) | xe[a, co>, ye[c, d]} y F(y) = 
uniformemenle sobre [c, ¿/], enionces 


'00 


f (*, >’) dx converye 


rd 




00 


rd 


f(x, y)dxdy = 


F(y)dy = 


OO 




O J 


f(x, y) dydx. 


^RUeba. Como / es continua sobre M y la integral impropia converge 

'•niformemente sobre [c,d], F es continua sobre [c, d]. Por tanto, 

rd 

F(y)dy exisle e f(x, y)dy existe para todo xe[a, oo>. Queremos 
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probar que 


cb 


F(y)dy = lím 

oo 


f(x, y)dydx ; 


es decir, queremos probar que para todo e>0 existe un número 
tal que 


Cd 


Cb 


F(y)dy - 




fl J 


/(x, y) dy dx 


< e siempre que b > N. 


Ahora bien 

i*d 

F(y)dy - 


ij Q */ 


f(x, y)dy dx 


F(y)dy - 


'd 


Cb 


f(x, y)dxdy 


•> «/ 


Cb 


F(y) - 


f(x, y)dx \dy\. 


} 


Como 


oo 


f(x,y)dx converge a F(y) uniformemente sobre [c, d\ existe 


un numero N ^ a tal que para todo ye[c, t/] 

/ *í> 


F(y) - 


f(x, y)dx 


d — c 


siempre que b > N. 


Por tanto, para todo b> N 


d 


F(y)dy - 


f(x, y)dy dx 


F(y) - 


f(x, y)dx 


dv 


£ 


d — c 


(d-c) = £■ 


Lo que prueba que 


Cd 


F(y)dy = lím 

b— oo j 


a J 


/(x, y)dy dx = 


oc 


Cd 


O J 


f (x, y) dydx. 


5.7 Ejemplo. Sea F(y) = 

f ac 

deiermínese 


e ax stn yxdx, a > 0. lntegrando 


F(u)du, 


e- 1 ~ C ° S ^ dx. 

X 


Solución. Tenemos 


F(y) = 


OO 


e ax sen yxdx = 


L a +y 


(a sen yx -H y cos > 


xT 

-x) = -r i' 

Jo cC+y 
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Como |c" flJt senyxl ^ e~ ax para todo yeR. según el críterio M de 
Weierstrass la convergencia es uniforme con respecto a y sobre R. Luego 
podemos cambiar el orden de integración; 


m y Cy 

* CO 

* 00 

m y 

F(u)du = 

e~ ax sen ux dxdu = 

e~ ax 

sen uxdudx 

Jo Jo . 

o 

0 4 , 

0 



Jo 


cos ux 


x 


dx = 


o 


1 ~ dx 
0 X 


Por otra parte, 


F(u)du = 


11 1,-2 2-1 1 (+>’ 2 \ 
- -du = -ln(íí 2 + u 2 ) = - lnl-. 

0 a +u 2 • Jo 2 \ a 


De donde 


00 


L — ÜX 


1 — cos >’X 


- - i - (^) 


para yeR y a > 0. 

5.8 Teorema. Si las funciones f y D 2 f son continuas sobre /a franja 


& = {(x, y) | xe[a, co>, y e[c, d]}. 


00 


f(x t y)dx converge a F(y) sobre 


[c, d], e 


00 

D 2 f(x, y)dy converge unijormemente sobre [ c, d\ entonces F 


v — 

es diferenciable sobre [c, d] y 


D , 


00 


f(x, y)dx = F'(y) = 


oc 


D 2 f(x, y) dx. 


Prueba. Sea g(y) = 


00 


D 2 f(x, y)dx sobre [c, d\ Por el teorema 5.3 


sabemos que g es continua sobre [c, d] ya que D 2 f cs continua sobre M 
y la integral converge uniformemente sobre [c, d). Por tanto, para ye[c, d), 
9 es integrable sobre [c, y) e 


g(u)du = 


00 


D 2 f(x, u) dx du . 


<■ J 


Según el teorema 5.6, el ordcn dc integración puede invcrtirse ya que 


9(y) = 


oo 


D 2 f(x,y)dx converge uniformemente sobre [c, y) [c, d]. 
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Dc donde 


9 (u)du = 


Ja 


D 2 f (x, u)du dx = 


' OO 


[/(■*, y)-f(x, 0] dx 

= F (y)~F(c). 


Según el primer teorema fundamental del cálculo 


F'(y) = g(y) = 


00 


£> 2 /(*> y)dx. 


Problemas 

1. Pruébese que las siguientes integrales convergen uniformemente 
sobre el intervalo especificado. 


a) 


CC 


e sen xydx; )»eR 


b) 


oc 


y x dx; jíe[0, á], a < 1 


e) 


CC 


0 e 

x~e xy dx; y ^ —6 < 0 d) — dx; y < In a, a < 2 


oo ^xy 
0 2 X 


e) 


00 


sen xy 
o x 2 +y 2 


í: 


dx ; y > 6 > 0 /) e yx sen xdx ; y ^ Ó > 0 


2. Sea F(a, t) = 


oc 


e ax sen bxdx y a > 0, beR. Evalúese F(a, 6) y 


J u 

pruébese que se puede diferenciar con respecto tanto a o como a ¿ y, por 
tanto, evaluar: 


00 


xe ax sen bx dx 


QO 


xe ax cos bx dx. 


3. Sea F(y) = 


para ye<0, l>, 


00 


x)>* 1 dx. Pruébese que para una ae( 0, I) W a * 


F(u)du puede evaiuarse cambiando el orden 


de 


integración. Evalúese 


y j 

F(u)du y úsese el primer teorema fundanien 


%■ — 

del cálcuio para determinar F(y). 
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4. Sea F(y) = 


00 


e xy dx. Pruébese que F tiene derivadas de todos ios 


órdenes sobre < — oo, 0> : 


F^iy) = 


00 


x"e x, dx. 


Evalúese F(y) y úsese este valor para evaluar 


00 


x n e xy dx. 


5. Sea F(y) = 


scn x v 

-— e ~ x dx. Encuéntrese F \y) y evalúese la integral 

x 

para F'(y). Partiendo del valor de F'(y) determínese el valor de F(y). 

6. La función de Bessel modificada de segunda clase de orden cero 
puede definirse por 

foO 0 -xi 

dí (x > 0). 


K 0 (x) = 


Vt 2 -1 


Demuéstrese que K 0 satisface la ecuación diferencial (ecuación de Bessel 
modificada) 

K o ”(x)+-K o '(x)-K o (x) = 0. 

X 


7. Para un entero positivo n, la función de Bessel modificada de segunda 
clase de orden n puede definirse por 


K„(x) = 


(2n-\)\\ J 


OO 


— x cosh f 


senh 2 "ídt (x > 0) 


donde (2/i — 1)H = 1 • 3 • 5... (2n- 1). Pruébese que K n satisface la ecuación 
de Bessel modificada 


K n "(x) + ÍK/(x) - ( 1 + ]K„(x) = 0. 


Sugerencia: reemplácese cosh 2 t por 1 + senh" ?, combínense las inte- 
Srales, e intégrese una de las dos integrales resultantes por partes. 


8* a) Pruébese que 


00 


dx 


* 

es uniformemente convergente si 


o (x 2 + a) n+1 

£¡e<(j, oo), donde ó > 0 y n es un entero positivo cualquiera. 
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b ) Pruébese que 


* dx n /n 

= —— , a e<0, oo>. 


o x +a 2 v a 


c) Diferenciando respecto a a pruébese que 


r cc 


dx 


J o (x 2 + a) n+l 


= Ílíl_ a -i< 2 -+i), í(6< o >0 o> 


2" +1 íi ! 


para todo entero positivo /í donde (2/i—1 )ü = 1 * 3 ■ 5...(2/i—1), 


9. Evaluese 


co e "ax_^-bx 


í/x evaluando 


X 


e yx dx y probando que 


es permisibie integrar sobre el intervalo [a, 6], a > 0. 

Í0. La función gamma (ejemplo 5.5) está definida por 


T(>') - 


00 


: y 1 e x dx (v > 0). 


Pruébese mediante integración por partes que 

T(v+ 1) = >T(>). 

Pruébese también que T(l) = 1. Dedúzcase de ello que para un n entero 
positivo 

r(/í+l) = n\. 

6. EL VAl.OR DE UNA INTEGRAL CONVERGENTE 


Si probamos que 

(*b 


f converge mediante el uso de la definición 


/' = lím /', entonces obtenemos el valor de la íntegral inñnita en 

>\ proces^o de demostrar la convergencia. Este método puede usarse solamente 

l*b 


en casos en que ía integral 


f puede evaluarse por uno de los métodos 

considerados en ei cálculo elemental. Hemos visto que los teoremas de ^ 
sección previa pueden usarse también para la evaluación de lasinte 
impropias. Sin embargo, este método es de aplicabilidad muy hni!la ^ ción 
Si probamos que una integral impropia converge mediante iaap ' enl oS 
de uno de los criterios de la sección 3, entonces, en general, no c° n _ 
el valor de !a integral. Sabemos que podemos hallar una aproxima 

*°° • üllC 

valor de una integrai convergente impropia f con error menor 
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6] 


número positivo prefijado cuaiquiera mediante el cálculo de 


/ con tal 


V “ J a 

de tomar b suficientemente grande. En esta sección daremos algunas 

/* k 

estimaciones sobre cuán grande debe ser b para que 


í 


/ se aproxime 


00 


a f con un grado especificado de prepisión. Es entonces posibie 


(*b 


evaluar 


/ numéricamente y obtener así un valor aproximado de 


'00 


/. 


Si probamos que 


QQ 


j es absolutamente convergente comparándola con 


'00 


la integral convergente 


del error comeudo al tomar 


g, entonces podemos obtener una estimación 


rb roo 



(*b i 

m b 



m b i 


*bi 



I f 

— 


/ 


171 < 

J 

a 

Q 


* 

b 

* 

b J 


/como aproximación de 

si |/Wi ^ g(x) siempre que x> N, entonces para b¡ > b > N 

rb t 

0- 

J a J Q J b ^ b ^ b 

Por tanto 

6.1 

siempre que b > N. I numero 


/como sigue: 



00 

*b 



rbi 

*b 



! /- 

f 

II 

3 


f- 

f 




Q 

b j 00 i 

V 

a % 

a 



00 


r oc 

"b 

/- 

f 

J « J 

Q 


se llama error de trun- 


cación. La desigualdad ó.l nos da una cota superior del error de truncación. 
^•2 Ejemplo. Estímese cuán grande debe ser b para que 


a Proxime a ía integral impropia 
que 1 x 10“ 4 . 


rb íx 

^dx se 
i 3 X 

-— dx con error de truncación menor 
i 3 X 


Solución. En el ejemplo 3.12, pág. 560, se probó que la integral impropia 
nv erge. La desigualdad 


6.3 


v* < i 

3 * " 


v erifica para x suficientemente grande e 


00 dx 

— converge para r > 1. 
b x r 
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Si tomamos r = 


= 2, entonces 6.3 se verifiea para todo x > 0. P ara 

/*00 1 


[Cap. 


10 


b x 


— = - < 10“ 4 
- 2 b 



es necesario tomar b > 10 4 . Así pues, si usamos r 2, parece que debemos 
tomar b muy grande con el fin de asegurar una cota superior suficientemente 
pequeña del error de truncación. Si r = 3, entonces 6.3 se verifica p ara 

todo x > 6 e 


1 


* dx = _ 

b x 3 2b 2 


< 10 


-4 


para 


b > 71. Si r = 4, entonces 6.3 se verifica para x > 9 e 


f 00 dx = _ 

}b x 4 “ 3 b 3 


< 10 


-4 


para 


^ 15 Si r — 5, entonces 6.3 se verifica para x ^ 13 mientrás que 


* dx = _ 

6 x 5 “ 46 4 


1 < 10" 4 


nara b > 7.07. Es, pues, suficiente tomar b = 13. I 

Si el integrando de una integral impropia cambia altemativamente de 
signo entonces podemos construir una sene alternante partien 
ZH E1 teorema 3.13, pág. 560, nos dtce que si .a sene . 
construida satisface las condiciones del criteno de la a ^ ^ ^ 

entonces nuestra integral converge y su valor es '8 ua a , te rnante puede 

rie alternante. Sabemos también que la suma e un me nor que el 

aproximarse por una suma parcial con un error de tru 
valor absoluto de! primer término omitido. 

*(n + 3/2>* c q$ X 

6.4 Ejemplo. Estímese cuán grande debe ser n para que 


dx 


ít/2 


se aproxime a 


'OO 


COS X 


dx con error de truncación menor que 


*/2 X 


n 


Solución . Sea {b k } = (2/c+1)- y 


k + 1 


a k = (-1) 


Entonces {a k } es una sucesión no 


' bk+l cos x 


dx . 


bk 


creciente de términos po 


sitivos 


c0 n 



!ím 0* 


El valor de una integral convergente 


_ 0. De acuerdo con el teorema 3.13, 


p 00 


*/2 


COS X 


dx = 


3ji/2 


x/2 


cos X 


OO 


dx + £ (-1)‘ +, U 


k= 1 


e l error de truncación es menor que 



p(/i + 5/2)a C0SJC 

í 1 


*(n+ 5/2 )k 


—T “ x 

< --- 


cos x dx 


(n+ 3/2)ti X 

(n + $) 2 n 2 


(n + 3/2 )jt 
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^■r (n+i) 2 n 2 

EI error de truncación es menor que e si 


1 2 3 

n > - /-. 

71 v £ 2 


En particular si e = 0.005, entonces tomaríamos 

20 3 ,0-7 

n > -= 4.87. 

n 2 

Es decir, tomaríamos n = 5. 

Nota. En el anterior ejemplo habríamos podido también probar la 
convergencia de la integral mediante el criterio de comparación: 

cos x 


Sin embargo, si hubiéramos estimado el error de truncación usando 
este criterio, habríamos llegado a la conclusión de que 




íi 


cos X . 



"— — dx 

< 

* 

(" + 3/2)7i X 

V 1 


oc 


(n + 3/2)ji X 


dx _ 1 

2 ~ (« + »* 


< £ 


p ara .. . 1 3 

^ ^ ~ - En particular, para e = 0.0005 habríamos tomado 

?00 3 

n ~ — 62.66 o n = 63. 
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Problemas 

1. Úsese el criterio de comparación para estimar cuán grande debe* 


tomarse b para que 
siguientes integrales: 

dx 



* 00 

*b 


/- 

5 

• 

Or j 

1 a 


sea menor que e en cada una de las 


a) 


□0 


1 XyJ 1 +x 


c) 


00 


ln x 


dx 


e) 


g) 


í; 


i 1 +x 2 
60 in x dx 


2\2 


(l+* ) 


oo 


-x 2 


dx 


b ) 


d) 


f) 


h) 


ue“ du 


o (1 +e 2 “) 2 
dy 


m 


• yx/3j 2 + 2y+l 

“ dx 
o i + sen x + e x 


00 


e X \nxdx. 


2. Úsese eí criterio de comparación para estimar cuán próximo a cero debe 


escogerse ó para que 



*b 

*b 



*b rb-6 


f - 

f 

0 


f-\ f 


a w 

a + Ó 


* 

a J a 


sea menor 


que e en cada una de ias siguientes integraies : 

(* i 

«) 


sen x 


o x 


3/2 


dx 


b) 


y/x 


'n/2 

o x + sen x 


dx 


c) 


i: 


dx 


(l+x) x /x 


d) 


i 


dx 


o yfl 


+ x' 


3. Estímese cuán grande debe escogerse b para que 


00 


rb 


f - 


/ 


sea menor que £ mediante la consideración de la serie alternante asociada 

c) 


r oo 

sen x . 

, dx 

b) 

oO 

sen x . 

. 2 dX 

Ji x 2 


0 

1 + x 

00 


*oc 


sen x . 

- dx 

d) 


e~ x sen x 

J #/ 2 ln x 


0 
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7. RESUMEN 

En este capítulo hemos considerado ciertas generalizaciones de la noción 

C b 

de integral. En el capítulo 6, ia integral definida / se generalizó primero 

J ° 

reempiazando el intervalo [a y b] en R por un intervalo en R n y después re- 
emplazando [a y b ] por ciertos conjuntos acotados más generales en R". 
Aquí las generalizaciones tomaron direcciones diferentes. 

Hemos estudiado integrales impropias —integrales impropias de primera 
clase en que el intervalo de integración es infinito e integrales impropias de 
segunda clase en que el intervalo es finito, pero el integrando no es acotado. 
Vimos que en muchos respectos las integrales impropias son completamente 
análogas a las series iníinitas. Derivamos varios criteríos de convergencia 
para las derivadas impropias y se consideraron algunos métodos para su 
evaluación. 

Como otra generalización de la integral, estudiamos también las 
integrales, tanto propias como impropias, dependientes de un parámetro: 


rb 


F(y) = 


/(x, y)dx 


donde a y b pueden ser números reales, funciones de y o más o menos 
infinito. Las integrales dependientes de un parámetro ya se nos habían 
presentado en conexión con Ias integrales iteradas. Aquí hemos dado 
condiciones suficientes de continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad 

de F. 

Rroblemas de repaso 

1. Evalúense las siguientes integrales impropias. 


a) 


c) 


[ n!1 

Jo í - 


dx 


cos X 


dx 


2 + b 2 x 2 


b) 


d) 


f) 


00 


e sen x dx 


dx 


2 x 


OO 




dx 


0 (l+x) 3/2 


2. Pruébese que la región limitada superiormente por la hipérboia 
í? = inferiormente por el eje X y a la izquierda por la recta x — 1, y no 
Rftitada hacia la derecha, no tiene área alguna definible. Pruébese también 
si esta región se hace girar alrededor del eje X, entonces el sólido de 
r ev oIución generado tiene un volumen definible. Encuéntrese este volumen. 
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3. Encuéntrese el área total limitada por la gráfica de la ecuación 

x 2 y 2 + 2x 2 -4y 2 = 0 . • 

y sus asíntotas. 

4 . Para m y n positivos, puede definirse la función beta por 

~ x' 






B(m , n) — 


-CO ^-\ dx 


0 ( 1 + x) 


m + n 


a) Pruébese mediante integración por partes que 


B(m , n) = 


m — 1 
m — 1 + n 


B(m — 1, n) para m > 1, n > 0. 


6) Dedúzcase que para m y n enteros positivos, 

(m — 1)! (n — 1)! _ f(m) T(n) 


B(m , n) = 


(m + n— 1)! 


r(m + n) 


donde T es la función gamma que introdujimos en el ejemplo 5.5, 
pág. 570. -> 

5. Sean Ny D polinomios de grados ny d respectivamente. Demuéstrese 

'*> N(x) 


que si a es mayor que el mayor cero (real) de D , entonces 
converge si y sólo si d > n +1. 

6. Determínese si ias siguientes integraies convergen o divcrgen. 


D(x) 


dx 


oo 


a) 


c) 


e) 


00 


arctan x 
1 + x 2 


x 3 dx 


dx 


o V7+I 


■ n !2 ^2 


sen 3 x 


dx 


b) 


d) 


f) 


00 


dx 


o yfí 


+ X : 


’ ji/2 


cos X 


0 v X 


dx 


sen x 


0 xVl-x 3 


dx. 


7. Diferénciense cada una de las siguientes funciones. 


a) 


cos (x 3 ’ 2 ) dx 


r*fy 2 


cos (xy 2 )dx 




á) 


sen (x — >) dx 


'x 1 

J 


e~**(y-x)*dy ■ 


Resumen 
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8. Sea F(y) = 






sen (xy)dx. Evaluese F y, luego, diferénciese tanto 


en la forma integral como en ia forma evaluada. Partiendo de ello, obténgase 
el valor de 


9. Sea F n (y) = 


''y 


x cos (x>) dx. 


(y — x) n cosxdx donde n es un entero positivo. 




v v 

b) Encuéntrense F n (y\ F n (y),... sin integración, y pruébese que 

F n n} (>) — n ! sen y . 

b) Basándose en ios resultados de ia parte a , pruébese que 

^,0) = n } J(y)+P n -\(y) 

donde P n _ x (y) = aQ + a x y+ ...+a n _ x y n ~ l es un polinomio de 
grado, cuando más, n— 1 y 

(-1)" /2 sen y 

(-!)«»+n 


/ 0 ) = 


para n par 
cos y para n impar. 


c) Obsérvese que /^(0) = F n ( 0) = ... = Fj; n) (0) = 0. Usese este 
hecho para determinar los coeficientes de P 5 O) y iuego evalúese 


Fs(y) = 


0~“*) 6 cos x dx . 


10. Pruébese que las siguientes integrales convergen uniformemente sobre 
el intervalo que, en cada caso, se señaia. 


fcQ 


a) 


c) 


°OSX 

— - -dx\ >’6 R 

1 x 2 + y 2 


OO 


te st dt; s ^ 3 > 0 


b) 


d) 


*O0 

0 

00 


sen 2 (>x) , ^ s „ 

- Y~^dx\ y^d> 0 

>x 

t n e ~ st dt ; n ^ 0, s S > 0. 


11 . Sea f(s) = 


00 


e st dt, para se<0, oo). 


a) Pruébese que f(s) = - para se<0, 00 ). 

s 

b) Pruébese que es permisible diferenciar f(s) n veces bajo el signo 
integral para se<0, 00 ). 

c) Dedúzcase que para un entero positivo cualquiera n y se<0, 00 ), 

n\ 


t n e~ st dt = 


-n +1 


0 



















































































































1. INTRODUCCIÓN 


Este capítulo es una breve introducción a Ias ecuaciones diferenciales 
y en él queremos conocer lo que una ecuación diferencial es, y comprender 
0 ^ue quiere decirse cuando se habla de una solución de una ecua- 
Jon diferencial. Nos limitamos a algunos tipos sencillos de ecuaciones 
pueden resolverse en términos de funciones elementales o cuya solución 
|Puede expresarse analíticamente en términos de una integral definida. Los 
P r obIemas y los ejemplos nos demuestran algunas de las formas en que se 
^Plican las ecuaciones diferenciales a problemas concretos, y veremos cómo 
* e cuaciones diferenciales, más ciertas condiciones iniciales, determinan 
Uciones únicas. Las ecuaciones diferenciales que hemos elegido como 
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objeto de estudio son también las que sirven como ejemplos elementales 
importantes en ciencia e ingeniería. 

E1 problema central en las ecuaciones diferenciales puede describirse en 
toda su generalidad como el estudio de un conjunto de funciones definid 0 
por el requerimiento de que la función y algunas de sus derivadas tengan 
propiedades especiales. Por ejemplo, el conjunto puede ser el conjunto de 
todas las funciones reales con la propiedad de que la derivada de cada una 
de las funciones sobre <( — co, oo) sea la propia función. Este requerimiento 
puede expresarse por la ecuación 

1.1 y'- - y sobre < —oo, co) 

o por la ecuación escrita como regla de correspondencia 

1.1' y'(x) = y(x), xe<— co, oo>. 

La ecuación 1.1 se llama “ecuación diferencial ', y cualquier función con 
esta propiedad se Ilama “solución” de la ecuación diferencial. Sabemos 
que i>(exp) = exp. Por tanto, y = exp es una solución de la ecuación 1.1. 
Podemos también decir que y(x) = e x es una solución, y entender por esto 
que estamos enunciando la regla de correspondencia de una solución. 

Sea c una constante cualquiera y y(x) = ce x , entonces y'(x) = ce x = y(x). 
Por tanto, >>(x) = ce x es una solución para cualquier constante c. ¿Tiene 
esta ecuación diferencial algunas otras soluciones ? Para contestar a esta 
pregunta supongamos que u es una solución de Ia ecuación 1.1. Entonces 

u f (x) — u(x) = 0 


e“ x (u'(x) — m(x)) = D x (e X u(x)) = 0. 

De donde 

e~ x u(x) = c y u(x) = ce x . 

Por tanto, toda solución de la ecuación 1.1 sobre < — oo, oo> es de Ia 
forma ce x , donde c es una constante y ce x se llama “solución general de 
la ecuación 1.1. Toda solución es de la forma de la solución general, y todas 
las funciones de esta forma son soluciones. 

EI conjunto de funciones definido por una ecuación diferencial pue e 
restringirse más por las que se Ilaman “condiciones iniciales” o "condiciones 
de frontera”. Volviendo a nuestro ejemplo, consideremos 

1.2 y' = y sobre < —oo, oo>, >(0) = 1. 

Deseamos encontrar todas Ias soluciones de la ecuación 1.1 que satisfacen 
la condición inicial >(0) = 1. Sabemos que la solución general e ^ 
ecuación 1.1 es y(x) = ce x . Como >(0) = c = 1, y(x) = e x es la unl 
solución de la ecuación 1.2. 
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Otros ejemplos de ecuaciones diferenciales son: 

La ecuación que describe el movimiento de un péndulo: 

1.3 6 + sen o 0 = 0 (0(t) + sen 0(t) = 0). 

La ecuación diferencial para un circuito eléctrico que ccnsiste en una 

inductancia (L), una resistencia (R) y una capacitancia (C)dispuestas en 

. / . dq \ 

seriel q = carga; q = — = cornente; £, voltaje aplicado 1: 

1.4 Lq + Rq + = E (Lq(t) + Rq(t) + -q(t)= l(t)). 

C C 

Un par de ecuaciones diferenciales en dos funciones inccgnitas x y y: 

15 x = ax + by /x(t) = ax(t) + by(t)\ 

y = cx + dy \j?(f) = cx(t) + dy(t)J' 

La ecuación de Newton (1671) para el movimiento de unt partícula en 
el campo gravitatorio terrestre (el problema de los dos cuerpos): 

's >1 r 

m r = — k — , donde r — |r|. 

r 


La ecuación de Bessel. (E1 primer estudio sistemático de ás soluciones 
fue dado por Bessel en 1824): 

x 2 y” (x) + xy f (x)+(x 2 — n 2 ) y(x) = 0. 


Nota. Esta ecuación se escribe a menudo en la forma f —- + x — 

dx 2 dx 

+ (x 2 — n 2 )y = 0 o, simplemente, x 2 y" + xy' +(x 2 — n 2 )y =0. Aunque la 
notación es incompleta, no debe haber dentro del cortexto de las 


ecuaciones diferenciales ningún mal entendido. En lugar de ii ecuación 1.3 

d 2 6 

podemos escribir —- + sen 6 = 0 o 0 + sen 0 = 0. Se entierde, entonces, 

dt 2 


Que 0 es una función y que sen 0 es una composición de funciones. 
Si quisiéramos que fuera el producto de funciones, escribiríamos 
0 + (sen t)0 = 0. Además, si en la ecuación 1.5 no supusiéramos que a, 
b> c y d eran constantes escribiríamos x = a(t)x + b(t)y, y = ?(t)x + d(t)y. 

ecu ución de Laplace (1787), introducida por Laplaceen ma memoria 
°bre los anillos de Saturno: 


c 2 u d 2 u 6 2 u 
,dx 2 dy 2 dz 2 



L8 


D t z u + D 2 2 u + D 3 2 u = 0 
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La eacúción de Mathieu (1868), que aparece en el estudio 
vibraciones de una membrana elíptica: 



1.9 — + (a + b cos 2x)y = 0. 

dx 

La ecuación de Van der Pol (1922), la ecuación diferencial de un oscilador 
triódico: 

% 

1.10 x + fi(x 2 - l)x + x = 0. S 

Una ecuación diferenc'ial aproximada para la vibración torsional deuna 
estructura mecánica sujeta a amortiguamiento aerodinámico y friccional 
(un estudio de esta ecuación ayuda a comprender ia sensacional falla del 
puente colgante de Tacoma en 1940): 

1.11 B+(Aó)+g(0))é + e = Q. 

Las ecuaciones diferenciales para un sistema automático de control: 



e + aé + be = cz 


1.12 ¿ = f(k x y — k 2 z) 

y + my — dé + he. 

Las ecuaciones diferenciales se dividen en dos clases: 1) ecuaciones 
diferenciales ordinarias, que definen funciones de una sola variable real, 
y 2) ecuaciones diferenciales parciales, como la ecuación L8, que definen 
funciones de dos o más variables reales. Con excepción de la ecuación 1.8, 
todas las anteriores ecuaciones son ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Nuestro interés primario en este capítulo es el estudio de las ecuaciones 
diferenciales ordinarias, y serán de la forma 

113 y (m) = F°(/, y, y', , y 1 '"' 0 ). 

(y <m, (t) = F(t,y(t),y'(0. -,y <m " , 0)) 

donde y w = D k y y F es una función de R" m ' 1 en R”. Una función g de j* 
en R" se dice que es una solución de la ecuación 1.13 sobre un intervalo s 

g ( ”° = F o (/, g, g', g <ra ■ I, ) sobre J ; 

es decir, 

g< m >(/) = Fft, g(f),g'(t)...., g (ra ■"(/)) paratodo te S ■ J 

E1 rango de F está en R" y la ecuación 1.13 representa un sistema d ^ 
ecuaciones. E1 número m es el orden de la derivada de orden más a 
la ecuación, y la ecuación 1.13 se dice que es un sistema de n ecuaci 
diferenciales ordinarias de orden m. 




problemas 

Verifíq uese q ue cada una de jas siguientes funciones es una solución 
sobre J d e Ia eeu ación diferencial dada. 

1 . y = sen, y" + y = 0, J = <-oo, oo> 

2. y = c t sen + c 2 cos, y" + y = 0, J = <-oo, oo> 

3. >’( x ) = ^ sen (x+á) # y"+y = 0, J = < — oo, oo> 


4. y(t) = Cj sen t + c 2 cos t + \e\ y" + y = e\ J = <-oo, oo> 

5. y(x) = senhx = —-— , y"-y = 0, J = <-gc,oo> 

2 

6 . y(x) = c t e x + c 2 e x , y" — y = 0, J = < — oo, oo> 


7. y(x) = -- , 2 y'-y 3 = 0, J = <-oo, 1> 

V l — x 

1 7 

8. y(x) = , x 2 y" + lxy' = 0, J = <0, oo> 

x 

9. r(í) = (cos (ot, sen a>t), r+co 2 r = 0, = <-oo, oo> 

10. z(t) = ^‘(cos cot + i sen a>t), z = (P + ia>)z , J = (- oo, oo> 

11. Pruébese que e Á1 ‘ es una solución de 

p ax + bx + cx = 0 (b 2 — 4ac¿¿0) 

si y sólo sí Aj es una raíz de aX 2 + bl + c = 0. 

12. Verifíquese que 

“(r) = y. 2 ) = .. , , = 2-, r = z)^ 0 

Vx 2 + > 2 + z 2 Í r l 

^ una solución de la ecuación de Laplace 
f 1 D 2 u + D 2 u+D^u = 0. 

13. Verifíquese que 

f u( r) = — , r # 0, 

w 



(Vu = grad u = (D x u, D 2 u , D 3 u)). 


es u na solución de 
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Ecuaciortes diferenciaies 


[Cap. i| 

Supongamos que / es continua sobre un intervalo J y q Ue Oe,/ 
Verifíquese que: 


14. x(f) = 
satisface x(0) = x(0) = 0. 

(»-*) 


(t — s)f(s)ds es una solución sobre J de x = f 


que 


15. x(í) = 


o (n —1)! 

que satisface x(0) = x(0) = ••• =x (í,_1) (0) = 0. 


/ (s) ds es una solución sobre J de x (,l) = j 


16. x(t) = 


sen(f —s) f(s)ds es una solución sobre J de x + x = / 


que satisface x(0) = x(0) = 0. 

% 

17. (Problema 3, pág. 567.) Si A es una solución sobre J dex + 6x = 0 
que satisface A (0) = 1, entonces 


x(f) == x 0 v4(í) + 


A(t-s)f(s) ds 


es una solución sobre J de xA-bx — /que satisface x(0) = x 0 . 


2. LA ECUACIÓN / = / 

La historia del estudio de las ecuaciones diferenciales comienza en ía 
última parte del siglo diecisiete con la fundación del cálculo por Isaac 
Newton y Gottfried Leibniz. 1 En 1671 Leibniz introdujo la terminología 
“aequatic diferencialis”. Newton y Leibniz habían descubierto indepen- 
dientemente los teoremas fundamentales del cálculo, y estos teoremas 
(capítulo 3, pág. 132) proporcionaron el teorema básico de existencia y 
unicidad de Ias ecuaciones diferenciales. 


1 Es cierto, sin embargo, que John Napier (1550-1617) definió la función logarítmica 
cinemáticamente, y su definición era equivalcnte a definir la función L —logaritmo a e 
Napier— como la solución >>(*) = L(x) de la ecuación diferencial 

I0 7 - 

/(*) =-, y(I0 7 ) = 0. 

x 


Esto es equivalente a definir L(x) = 


(*x 



y, por tanto. 


Jio 7 t 

v 10 7 

L(x) = —10' ln —- = 10 7 ln — . 

10 7 x 

Napier calculó una tabla de logaritmos mediante un método de aproximación 
de esta descripción cincmática de su definición de L. 


deriva d0 


21 


La ecuación y' = / 
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2.1 Teorema. Sif es continua sobre un intervalo J, si x 0 e J, y si y 0 es un 
número cualquiera en < — co, oo), entonces la ecuación diferencial 

v 

2.2 y' =/ 

tiene una solución única sobre J que Satisface y(x 0 )=y 0 . Esta solución es 

I y( x ) = y 0 + I /. 

J *o 


PrUEBA. Supongamos que + es una solución de Ia ecuaci ón 2.2 que satisface 
y(x 0 ) = Lo• Entonces, de acuerdo con el segundo teorema fundamental 



'•jc 

y' = y(x)-y(x 0 ) = y(x)-y 0 

* 


y 

2 * 3 y(x) = y 0 + /. 

J *0 

E1 primer teorema fundamental nos dice que la función definida por 2.3 es 
una solución y, claramente, esta función satisface la condición inicial. Y esto 
completa Ia prueba. 

Nota. La notación de la integral indefinida se usa con frecuencia en las 
ecuaciones diferenciales. Si / es continua sobre J , entonces F = j / es 
equivalente a decir que Fes una solución de y' = /sobre J. Así pues, 
cn este caso, J/puede usarse para denotar una solución y es meramente 
una notación que denota una solución. Podemos, por ejemplo, decir 
que y = J/+c es Ia solución general de y' = /. Esto significa que si 
conocemos una solución sobre J, entonces cualquier constante más esa 
solución, es una solución sobre J y todas las soluciones son de esa forma. 


2 -4 Ejemplo. Se dispara verticalmente un proyectil desde la superficie de 
a tierra con una velocidad inicial de 1 000 pies por segundo. Prescindiendo 
el efecto de la atmósfera y suponiendo la fuerza de Ia gravedad constante, 
^stímese la máxima altura alcanzada por el proyectil. 


^Lución. Sea y(t) la distancia (en pies) del proyectil sobre la tierra t 
vfíh^ 05 ^ es P ues hukerla dejado. Aquí las condiciones iniciales son 
V ) = 0 y / (0) = I 000. Sea^ la aceleración (pies/segundo 2 ) de la gravedad. 

untonces 


■ ■ 
y 


- 9 , 


(*t 


** 

y 




m-m = - 


9 = -9*. 
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Ecuaciones diferenciales 


[Cap. 1i 


Luego 


y( 0 = m-gi 


y(t) = y( 0) + 






(y(0)-gx)dx 


Por tanto 


= y(0)+mt-Í9t 2 - 


y(t) = y(0)+y(0)t-h9t 2 = y(0)t~lgt 2 . 


En í = } —, y(t) = 0, y es claro [ya que y(f) < 0 para todo í] que 
9 

vm y(0) y 2 (0) y 2 (0) 

y m sx = y(0)-— — • 

g 2 g 2g 

La constante g es aproximadamente 32.2 pies/segundo 2 y y(0) = 1 000 pies/ 
segundo. Luego 

y mkx = 155 x 10 2 pies = 15 500 pies. 


2.5 Ejemplo. Resuélvase 


W 

y = 


Solucíón. Supongamos que la ecuación diferencial tiene una solución 
sobre algún intervalo. Entonces, como yy' — I, tenemos 

yy' = iD(y 2 )= 1, 


y 2 {x) = 2x+c. 

De donde (como y debe ser diferenciable) 


y(x) = yJ2x + c para x >- 


c 

2 


o bien 


y(x) = —y/2x + c para x > - - 

4« 


Es fácil verificar ahora que estas son soluciones sobre c/2, co), y 
por tanto, la solución general sobre / — - , oo \ es 


y(x) = \p2x+ c 


La ecuación y' = f 
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o bien 


y(x) = -y/2 X+C- 

v , ^ v 

Así pues, si, porejemplo,y(0) = 1, entonces+(x) = J2x+ \ sobre <-£, oo>. 

problemas 

1. Determínense todas las soluciones sobre < - oo, oo> de 

a) y' = 1 + cos b) y'(x) — x 2 — 3x 5 

C) u'(t) = e~ t2 d) x'(s) = ln(l+j 2 ) . 

2. Determínese la función definida por 

a) y'(x) = \/x sobre <0, oo>, j>(l) = 0 

b) y'(x) = \/x sobre <-oo, 0>, y(~ 1) = 0 


c) y' = /, donde /(x) = 


sen x 


cuando x#0y /(0) = 1, y y(0) = 10. 


3. La función sgn (léase “signo”) está definida por 


sgn (x) = 


1, x > 0 
0, x — 0 
— 1, x < 0. 


Considérese la ecuación diferenciaí 
&, y'(x) = sgnx. 

a ) Determínense todas las soluciones sobre <0, oc>. 

b) Determínense todas las soluciones sobre < — oo, 0>. 

c) Determínense todas las soluciones sobre < — oo, oo>. 

4. Si se supone, además, que satisface la ecuación diferencial del 
problema 3 sobre todo intervalo donde sgn es continuo, que y es continua, 
úetermínese y dado que y(0) = y 0 . 

5. Pruébese que e ax [y'(x) + ay(x)] = D x (e ax y(x)). Partiendo de ello 
tesuélvase (es decir, determínense todas las soluciones) la ecuación diferencial 


d) 



a) y' — 2y = 0 b) y = 2y + 6 

y'(x) + 4y(x) = x, 

y( 0) = 1 

/) x + x = 0 

9) x(t) + 3x(t) = 30, x(0) = 1, x(0) = 1. 
Resuélvase 


c) y'(x) + 3y(x) = e x 
y' + y = sen, 

y( 0) = o 


e) 


° que r(0) = c. 


r(/) + ar(í) = 0 
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7. Resuélvanse 

a) y "(t) = 32 y( 0) - 19 /(0) = 28 I 

¿) y *(í) = t+4 y( 0) = 2 /(0) = 0 

c) y*( 0 — sen * y(0) = o y'(0) = i- 

8. Supóngase que / es continua sobre un intervalo J y que 0e jr. 
Intercambiando el orden de-integración pruébese que 


/*X /*f 


f(s)dsdt = 


(x — s)f (s) ds . 


Pruébese, partiendo de ello, que la solución de 

/ = / 


que satisface y(0) = y 0 y y' (0) = }>o es 

y(x) = y 0 x+y 0 + 


(x-s)f(s)ds. 


9. Resuélvanse 

a) y(x)y'(x) = x 

b) y(x)y r (x) = x y( 0) = 1 

c) y(x)y'(x) = -x y( 0) = 1 

d) y'(x) = sobre <0, oo> . 

x 

10. Interprétense las ecuaciones diferenciales de los problemas 9b y 9d 
geométricamente como condiciones sobre la gráfica de y. 

11 . ¿Hay funciones g continuas sobre *( — 00 , 00 > que satisfagan sobre 

<- 00, oo> 


ñ v 


"X 


A 

S? 

b) 5e x = 1 + 

1 0? 

\ 2* — 
c) e = 

J a 

* 

a 

m 


12. Verifíquese que y(x) = 0 y >>(x) = £x 3 son soluciones sobre < °°» 00 ^ 

de y'(x) = yjxy(x) que satisfacen y( 0) = 0. 

3. LA ECUACIÓN DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER O rDEN 

x’ +px = q 

La ecuación diferencial lineal general de pritner orden es una 
de la forma 

3.1 


Ax’ + Bx = C (A(t)x'(t)+B(t)x(ñ = C(t)) 


3] 


La ecuación diferencial lineal de primer orden 
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donde A, B y C son funciones. Supondremos que A, B y C son continuas 

sobre un intervaío J y que A no tiene ceros sobre J. En este caso, la 

ecuación 3.1 es equivalente sobre ./ a (es decir, tiene las mismas soluciones 

sobre J que) * * 

B v . B C 

x H-x = — , 

A A 


que es una ecuación de la forma 

3.2 x'+px = q (x'(t)+p(t)x(t) = q(t)) 

donde p y q se supone que son continuas sobre un intervalo J. Probaremos 
ahora que multiplicando ambos lados de esta ecuación por una función, 
a la que Ilamamos “factor de integración*’, el primer miembro de Ia ecuación 
se convierte en una derivada y la ecuación se reduce a una de la forma 

y'=ff- 

Para las ecuaciones lineales de primer orden se encuentra fáciimente un 
factor de integración. Sea / 0 e J y 



es decir. 




pu) = 

f i 

p(s)ds para todo teJ. 


él 

tQ 

Entonces 


P' = p sobre J , 


y si x es una ecuación diferenciable cualquiera sobre J t 


33 e PU) (x'(0 + P(0 x(t)) = D t (e n " x(t)). 

Como e ri,) nunca es cero, multiplicando ambos lados de 3.2 por el factor 
de integración e nn , encontramos que la ecuación 3.2 es equivalente a 

D,(e n,> x(t)) = e nn q(t). 

x ( l o) = x 0 —y nótese que, por definición, P(t 0 ) = 0— entonces esta 
ec uación tiene, de acuerdo con el teorema 2.1, la solución única sobre 


o bien 

3.4 


e n "x(t) = + 


e P> " q(s)ds 


l O 


x(t) = e- p '"x 0 + e- Pi " 


ñt 


fo 


e P{s) q(s)ds 
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Ecuacíones diferenciales 




Así pues, la multiplicación por el factor de integración e P(íJ , donde 
P(t) = p> nos da un método de solución. Nótese también que herno< 


to 


probado el siguiente teorema de unicidad. 

3.5 Teorema. Si p y q son continuas sobre un intervalo J y si t 0 y 
si x 0 es un número real 'cualquiera, entonces la ecuación diferencial 

x+px = q 

tiene una solución única sobre J que satisface a (/ 0 ) = x 0 . 


3.6 Ejemplo. Resuélvanse 
á) x + 3x = cos 


b) x(/) — 2tx{t) = e 2 \ x(0)=I. 


SOLUCIÓN. 

a) Un factor de integración e 3í : 
e 3 '(x(í) + 3x(í)) = D,(e 3 ’x(t)) = e 3 ' cos t 


- 4 ¿ 

Lio 


(3 cos t + sen t) 


] 


Por tanto, 


.3r 


É? 3r x(/) = — (3 cos / + sen /) + c , 
10 


x(/) = ce +tq cos/ + tó sen / 
es la solución general. 

b) Aquí /?(/)= —2 / y un factor de integración es e~ t2 . 


e~ í2 (x(t) — 2tx(t)) = D t (e^x(t)) = e 


-t2 


-t z + 2 i 


(*t 


e~‘* x(t)—x(0) = 


e^+^ds. 


x(t) = e ,2 + e‘ 2 


(*t 


e~ s2+2 *ds 


— s 2 + 2s 


ds no puede expresarse en términos de las funciones 


La integral 

J u ^ 

elementales, pero puede expresarse en términos de una función muy con 


cida 


3 ] 


La ecuación diferencial lineal de primer orden 


597 


para la que existen tablas extensas. La función de error, denotada por 
“fer” está definida por 



Ahora bien 


n 


-S 2 + 2s 


ds = e 


= e 


— e 




ds 


r ¡-1 

-1 
rt -1 


éT w2 du 


e~ u2 du + e 


i 




e~ u du 




[fer (/ —1) + fer 1 ] . 


Por tanto, la solucion expresada en terminos de la función de error es 

x(t) = e' 3 + ^ e' 2+l [fer (t- 1) + fer 1]. 


Usando tablas de la función de error, puede calcularse fácilmente una 
tabla para la solución. En cualquier caso, debe recordarse que hay muchos 
métodos numéricos para calcular valores de una integral definida y que 
con las modernas máquinas calculadoras esto es un trabajo de rutina. 

Ejemplo. La razón de decaimiento radiactivo de un eiemento se 
encuentra que es proporcional al número de átomos presentes. Así pues, 
si N(t) es el número de átomos en el instante /, entonces 

f Ñ = -XN\ 

a ¿ se le llama la constante de decaimiento. 1 EI tiempo T requerido para 
que se desintegre la mitad del número original se llama la vida media del 
el cmento. Pruébese que la vida media T y la constante de decaimiento X 
e stán relacionadas por la fórmula 

TX = In 2. 

.. ^ a fimción N está valuada en los enteros y a menos que sea constante no es 
lnua y ciertamente no tiene derivada. Es, sin embargo, cierto que para un gran 
V ia r^ 0 • part ‘ culas eI proceso puede considerarse continuo más bien que discreto, 
En, Unci ® n continua N es un útil tipo de aproximación. Véase R.P. Agnew, Differential 
^uations, II Edic., McGraw-Hill, págs. 85-90. 
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SOLUCIÓN 


Ecuaciones diferenciales 


N + XN = 0 


• ' e' x (N(z) + lN(r)) = D t [e ¿, N( t)] = 

Haciendo N( 0) = N 0 , obtenemos, por integración, 


0 . 


D t [e ; '/V(T)] dx = e ÁK N(t) — N 0 = 0 


ÁX 


De donde 


N(t) = N 0 e ’ 


xt 


Por la definición de T 


N(T) = IN o = N 0 e 


-;.r 


[Cap. i-, 



La ecuación diferencial lineai de prtmer orden 
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23. E1 torio C tiene una vida media de 61 minutos. ¿Qué tiempo 
transcurrirá para que se desintegre el 90% de torio C ? 

V v 

24. E1 radiocarbono (C 14 ) se forma en la atmósfera superior por el 
bombardeo de los rayos cósmicos, entra en los sistemas vivos por un 
proceso de intercambio, alcanzándose al cabo del tiempo una concentración 
de equilibrio. E1 radiocarbono tiene una vida media de 5.6 x 10 3 años. 

a) Una viga de ciprés de Ia tumba de Sneferu en Egipto contiene 
el 55% de la cantidad de radiocarbono que tiene la materia viva. 
Estímese su edad. 

b) EI carbón vegetal procedente de un árbol que murió a causa de 
la erupción del volcán que formó el Lago del Cráter en Oregón, 
contiene el 45% de la cantidad de radiocarbono que tiene la 
materia viva. Estímese la fecha de la erupción. 


e ;r = 2. 

Por tanto, 

XT = ln 2. 

Problemas 

Resuélvanse. (Proporciónense las soluciones en el intervalo o intervalos 
mayores que se pueda. No hay por qué suponer que siempre será posible 
expresar las soluciones en términos de funciones elementales.) 


1. x + 3x = 0 

2. x —3x = 

0 

3. x + bx 

= 0 

4. x + 3x = e x 

5. x + 3x = 

e 3í 

6. x + 3x 

= e~ lt 




A , y 

-X 

7. x + bx = e ax 

8. 4x + x = 

1 

9. y = 

X 

10. tx' + x = t 1 , 

x(I) = 3 

11. 

tx’ + x = t 1 , 

x(0) = o 

12. tx' + x = t z , 

x(0) = 1 

13. 

x' + tx = t. 

x(l) = 0 

14. x' — tx = 0, 

O 

II 

o 

'h 

15. 

x'-tx = 1, 

x(0) = 0 

16. x'-tx = l, 

x(0) = 1 

17. 

x' + /x = 1, 

x(0) = 2 


18. x + bx = t, x(0) = 1, x(0) = 0 

19. x = x 

y = x+y, x(0) = c x y y(Q) = c 2 

20. x = X x x+y 

y = X 2 y, ^ X 2 , x(0) = Cj, y(0) t. 2 

21. x = X x x+y 

y = X 2 y, X x = X 2 , x(0) = Cj, y( 0) = c 2 

22. x = X x x 

y = x + X x y, x(0) = c x , y(0) = c 2 


25. EI torio A se desintegra (dejando libre una partícula alfa) y 
forma torio B. E1 torio B se desintegra (liberando una partícula beta) 
y forma torio C. E1 torio A tiene una vida media de 0.14 segundos. EI torio 
B tiene una vida media de 10.6 horas. E1 torio C tiene una vida media de 
61 minutos. Si comenzamos con el torio A, ¿qué porcentajes de torio B y C 
se tendrían después de una hora ? 

26. En 1701 Newton propuso una ley aproximada para la razón con 
que un cuerpo cede calor al ambiente que le rodea. Si la capacidad calorífica 
del cuerpo es una constante, la ley (Hamada ley del enfriamiento de Newton) 
nos dice que la temperatura de un cuerpo cambia a una velocidad que es 
proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el medio 
que le rodea. Un termómetro que marca 35.5°C se coloca en la boca de 
un paciente. Un minuto más tarde la lectura es de 36.6°C, y después 
de un minuto más se lee 37.5°C. Estímese la temperatura del paciente. 

27. Un químico desea enfriar un recipiente hasta 80°. Coloca el recipiente 
en una gran pila de agua corriente a 45° de temperatura. A1 comienzo, Ia 
temperatura del contenido del vaso era de 120°. Lo agita constantemente 
y nota que después de 10 minutos la temperatura ha descendido hasta 100°. 
Estímese el tiempo total que se necesita para enfriarlo hasta la temperatura 

deseada. 

28. Considérese la ecuación diferencial 

x+cx = f 

donde c es una constante y/es Ia función definida por 



/(<) = 


0, t Sí 0 

1, 0 < t < I 

0 , t > 1 
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En muchas aplicaciones físicas se sabe que, aparte de satisfacer la ecuación 
diferencial sobre cada intervalo donde / es continua, jc es una función 
continua. Bajo estas condiciones determínese x dado que x(0) = 0. Dibujese 
la gráfica de la solución (suponiendo c positivo). 

29. Supongamos que y es una función positiva y es una solución sobre 
un intervalo J de la ecuación diferencial (llamada ecuación de Bernoulli) 

y’+py = qy n • 

donde n es una constante diferente de 0 y 1. Pruébese que z = y n ~ 1 es una 
solución sobre / de la ecuación diferencial lineal 

z' +{\ -n)pz = (1 — n)q. 

Resuélvase la ecuación de Bernoulli 

y'{x)+xy{x) —y ll2 {x). 

30. Si N{t) es el número de individuos de una población en el instante t 
se sabe que para poblaciones homogéneas aisladas la velocidad de 
crecimiento de la población es aproximadamente igua! a 

N' — kN{c— N) (ecuación logística de Verhulst-Pearl). 

E1 número c representa la población máxima que el medio puede soportar. 
Se sabe, de acuerdo con los teoremas de existencia y unicidad, que esta 
ecuación tiene una solución única que satisface N{0) — N o . Usando el 
resultado del problema 29, demuéstrese que la solución que satisface la 
ecuación Iogística es 

N(t)= T7Ír^'’ dondeb = ^)- 1 - 

31. Sobre la base de los siguientes conjuntos de datos sobre el crecimiento 
de la población en los Estados Unidos, predígase la población en 1960. 



Censo 

Población en millones 

a) 

1800 

5 


1850 

25 


1900 

76 

b) 

1860 

31 


1890 

63 


1920 

106 

c) 

1920 

106 


1930 

123 


1940 

132 


4 ] 
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32. Un tanque de mezda de 378.5 litros de capacidad se llena de una 
salmuera que contiene 18 kilogramos de sal. La solución en el tanque va 
saliendo a razón de 37.87 litros por segundo y, al mismo tiempo, el tanque 
s e está Ilenando con una salmuera que contiene 90 gramos de sal por litro. 
¿Cuál es la concentración de sal de la salmuera del tanque en el instante t ? 

4. EXTENSIÓN DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL 

A todos nos es familiar la función exponencial como una función real 
de variable real (es decir, como una función de R en R). En esta sección 
queremos extender el dominio de definición de la función exponencial del 
sistema de los números reales R al sistema de los números complejos C. 
Estudiaremos a continuación algunas de Ias propiedades fundamentales de 
esta función exponencial extendida. 

Comenzaremos con una definición. 

4.1 Definición 

;• e‘° = cos 0 + i sen 0 , 9e R. 

En el plano complejo e l ° es el punto (cos 0 , sen 0), o si lo interpretamos 
como un vector e‘° es el vector unitario cuyo ángulo de inclinación con el 
eje real es 0 (figura I). Para decirlo de otra forma, e ,& es el número complejo 
cuyo valor absoluto es 1 y cuyo argumento es 0. 

Es entonces una simple consecuencia de las fórmulas de adición para 
las funcíones seno y coseno 1 que 






X 


e l ° = (cos 9, sen 9) 
FIGURA 1 


|¡_ Ln el capítulo 13, sección 4, la función exponencial e 1 , con z = x + iy e s un número 
^plejo, se define independientemente de las funciones trigonométricas. Se establcce 
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4.2 


Ecuaciones diferenciales 

e ldl e ldl = (cos Q x + i sen 6 t ) (cos 6 2 + i sen 0 2 ) 

= (cos 0J cos 0 2 - sen sen 0 2 ) 

+ i(cos 0 X sen 0 2 + cos 0 2 sen 
= cos (0¿ + 0 2 ) + i sen (0^ + 0 2 ) = e *(®» + 02 ) 

* 

Vemos también que esta ley de exponentes implica Ias fórmulas de ad* ■ ■ 
de la trigonometría y la simplicidad de operar con la exponencial co 
hace ventajoso trabajar con ia función exponencial compleja en lue^T 
con las funciones trigonométricas. 

Antes de ilustrar esto con varios ejemplos, nótese que es una consecuencia 
directa de la definición de e l ° que 



4.3 

y 

4.4 


cos 0 = R1 (e 10 ) = 


e í0 + e ' i9 


sen 0 = Im ( e l9 ) = 


e ífl -e- ie 


2i 


4.5 Ejemplo. Pruébese que 2 sen a cos b — sen (a+b) + sen (a—b). 
SOLUCIÓN. 


2 sen a cos b = 2 


ia — ía Jb , ~ib 

e —e e +e 


2 i 


2i L 

= sen (a + b) + sen (a — b). 


la ley de exponentes e*i +I 2, y se definen las funciones trigonométricas 

coseno mediante 


cos z = 


sen z = 


Jz . -IX 

e +e 


e íz —e“ w 


2i 


Las fórmulas de adición para el seno y eí coseno resultan una 
Ios exponentes. 


•o de la W de 

consecuencia d e 
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X 



4.6 Ejemplo. Pruébese que: 

a sen 0 + b cos 0 = A sen (0 + <5), 

donde a + ib = Ae iS ; es decir, A = x / ff 2 j ¡_¿2 y <5 = Arg (fl + i¿). 

Solución. (Figura 2.) 

j (fl + /6)e'° = (fl + ib) (cos 0 + i sen 0) 

= (a cos 0~b sen 0) + i(a sen 0 + b cos 0). 

Además, 

(a + ib)e‘° = Ae ió e‘° = +e ,<<, + á) = A cos (0 + <5) + i/í sen (0+ <)'). 

Por tanto 

A cos (0 + S) + iA sen (0 + <5) = (a cos 0 — b sen 0) + i(fl sen 0 + 6 cos 0). 

igualando las partes reales e imaginarias, tenemos 

fl cos 0 — b sen 0 = A cos (0 + Ó) 
a sqü 0 + b cos 0 = /I sen (0 + <5). 

frefinimos ahora e z para cualquier número complejo z = x + iy. 

’ ^efinición. e z = e^'e'* = e x (cosy + i sen j>) para todo z = x + iy en C. 

^ fdnción exponencial compleja exp definida por exp z = e z es ahora 
^ta f UnCÍÓn ^ en Cuando restringimos z a R (es decir, cuando y = 0), 
Ur) ción exponencial se reduce a la función exponencial real de variable 

Sl guientes propiedades se derivan fácilmente: 


= 2 ^ 1+22 


eT 1 e' 2 = e 


para cualesquier z x , z 2 eC. 
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4.9 

4.10 

4.11 


Ecuaciones diferenciales 

1-j 

e z t* 0; y (í? z )" ' = e~ z para todo zeC. 
e z = 1 02 = 27ttii para algún entero n. 
e Zi = e Z2 <^>z x = z 2 + 27cm' para algún entero n. 


En nuestro estudio de las ecuaciones diferenciales estamos princi 
interesados en Ia función / definida por f{t) = e x \ donde X es un^ 
complejo y t es un número real. La función / es una función comn] Umer ° 
variable real; una función de R en C. Denotemos por / cualquier fu^* 1* 
de R en C, y sea / = u+.iv = (w, v)(f(t) = k(í)+h>(í)). Entonces, /puea” 
considerarse también como una función de R en R 2 , y el límite y la derivad^ 
de / —que fueron definidas para funciones de R en R 2 — están definida 
para /. Así pues, /= u + ives continua sobre J si y sólo si u y v son continuas 
sobre J . La derivada de / es f' = m' + iV. 


4.12 Definición. 5/ / = w + zr e5 función de R en C y si u y v son 
integrables sobre J , definimos entonces para cada a, be J: 


*b 


/ = 

U + í 

J * 



Es entonces evidente que el teorema fundamental del cálculo se verifica 
para funciones de R en C (para funciones complejas de una variable real). 

Definamos /por /(/) = e Xt para toda /eR y un cierto número complejo 
X = <x + ip. Entonces 

f(t) = e /A = e ar (cos pt+i sen pt) 


f'(t) — D t (e }t ) = ae ar (cos fh + i sen f$t) + pe xí (— sen fit + i cos pt) 
= ote at e ipt + ipé* e ipt 
= (<x + ip)e ia+ifi)t = Xe xt . 

De donde 


4.13 D t (e xt ) = Xe Át . ■ 

Como el teorema fundamental del cálculo se verifica P ara 
de R en C, el teorema 2.1, pág. 591, se verifica si y 0 es un número co 
cualquiera y si / es una función continua de R en C. Adem ’ ^ eD 
D t (e Xt ) = Xe' 1 donde X es un número complejo, los resultados 0 te yer jficafl 
la sección 3 para la ecuación lineal de primer orden x'+Px = <7 
cuando p y q son funciones complejas. 


4.14 Ejemplo. 


Determínese 


J e al cos btdt , a y b reales con 




Extensión de la función exponenciat 


S Ob 


ucióN. De acuerdo con 4.13 


e ia + ib)t ^ 1 e (ü + ib)t ' 

a + ib 




[gualando las partes reales y las partes imaginarias, obtenemos 

1 


e at cos btdt = R1 


(a + ifc)f 


a + ib 


at 


2 . ,2 

a +b 


(a cos bt + b sen bt) 


e aí sen btdt = Im 


(a + ifc)f 


a + ib 


at 


a 2 + b 2 


(a sen bt — b cos bt). 


4.15 Ejemplo. Resuélvase 

x = ax — by 
y = bx + ay. 

Solución. Sea z = x + iy. Entonces x y y son soluciones si y sólo sí 

¿ = x + iy = (ax — by) + i(bx + ay) 

H = (a + ib) x + (a + ib) iy 

Hr = (a + ib)z. 

De donde 

: z(t) = Ce {a+ib)t . 

Baciendo C = C, + iC 2 , obtenemos 

f x(t) = e aí (C! cos bt — C 2 sen bt) 

y(t) = e at (C x sen bt + C 2 cos bt). 
ie ndo C = Ae iá , obtenemos 

*W = R1 = Ae“ cos (bt + S) 

y(0 = Im [Ae u e <a+il ’ ) '2 = Ae°' sen (bt + ó). 


Q’ haci 
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Problemas 


1. Pruébese que 

a ) 2 sen a sen b = cos (a — b) — cos (a + b) 

b) sen 3 0 = ¿(3 sen 0 — sen 3 0) 

c) cos 4 0 = ¿(3 + 4 cos 20 + cos 40 ). 

2. Exprésense 

a) 2 cos 0 — 2 sen 0 
/?) 5sen0 + 4cos0 

en la forma ^ sen (0+í5) Obténganse A y ó tanto analítica como 
gráficamente. 


3. Pruébese que: 

a) 4.8 b) 4.9 c) 4.10 d) 4.11. 

4. Demuéstrese que 




b) 


í*2n 


C 2n 


e im9 e~ ind 


dO = 


’0 si m # n 

2n si m = n, m y n enteros 


r2n 


sen mO sen nOdO = 


cos mO cos nOdO 


2n 


c) 


0 si m ^ n 
n si m = n ^ 0 

cos mO sen = 0, m y n enteros. 


5. Si X es un número complejo cualquiera, pruébese que x(t) 
es la única solución de 

x = Ax j:(0) = 1. 

i 

6. Pruébese que jc(r) = e /l es una solución de 

D n x+a¡ D n ~ l x+ ... +a n x = 0 


= e 


Xt 


si y sólo si X es una raíz de 

< p (2) = ) n + a i / n + ... + a n = 0 . 

7. Pruébese que x(t) = c x e }A + c 2 e Xzt es una solución de 

x — (2, +A 2 )x + A, X 2 x = 0 . 

8. Pruébese que 

a) Si 2j 2 2 , entonces c, + c 2 ^ ; ' 2í — 0 para todo /e< —co» 00 ^ 
impiica c, = c 2 = 0. 
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b) c^e* 11 + c 2 te Álí = Opara todo re< — oo, oo) implica = c 2 = 0. 

(Funciones con esta propiedad se dice que son linealmente independientes 
sobre, en este caso, el intervalo < — oo, oo>.) 

9. Si b, c, (o y A son números reales y z = x+iy es una soíución de 

z" + bz' + cz = Ae im 

pruébese que x = R1 (z) es una solución de 

x" + bx' + cx = A cos cot 


y y = Im (z) es una solución de 

y * + by' + cy = A sen cot . 


10. En cada una de las esquinas de una mesita se posa una mosca. Las 
moscas miran hacia el interior y comienzan a moverse al mismo tiem- 
po y caminan a la misma velocidad, cada una de ellas hacia la posición 
que en cada momento ocupa la que está a su izquierda. ¿Qué camino 
recorre cada mosca ?, ¿cuánto caminan antes de encontrarse ? 


11. Derívense las fórmulas (0 # 2mn) 

n 

a) £ cos kO = 1 + cos 0 + + cos nO 

cos \0 - cos (n + ¿)0 




1 + sen (n + i) 0 

2 2 sen ¿ 0 


b) Yj sen ^0 = 

k = 0 


2 sen i 0 


5. SISTEMAS LINEALES BIDIMENSIONALES. 

COEFICIENTES CONSTANTES 

Queremos estudiar aquí un par de ecuaciones diferenciales lineales de 
primer orden 

51 ^ctiiX^+ai^x^ 

x 2 = a 2 jXj + a 22 x 2 

en las dos incógnitas x t y x 2 . Los coeficientes a u , a l2 , a 2l> a 22 son 
números reales o complejos dados (constantes). Hay dos casos en que la 
solución general puede formularse inmediatamente. Supongamos que las 
ecuaciones tienen la sencilla forma 

Xj = 2 jXj 

x 2 = X 2 x 2 . 

Entonces, las dos ecuaciones son independientes una de otra y la solución 
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Ecuaciones diferenciales 


iv 

general es jc, (/) = c x e Á ' T , x 2 {t) = c 2 e Á1 '. Ei otro caso quees sencill 0 re 1 
es cuando a x2 = 0 y las ecuaciones son de !a forma SOlVe r, 

* * M 

X , = X. | x i 

x 2 = ¿2 X 2 + a 2í X l • 


E1 problema entonces es resolver sucesivamente un par de 
primer orden: 

x,(í) = C,/" 


ecuaciones de 


x 2 (t) = ¿ 2 x 2 (0 + a 21 


c t e 


Ajf 


No formularemos en este momento la solución de x 2 , sino que nos limita- 
remos a señalar que ésta es una ecuación de las que sabemos cómo resolver 

La forma en que resolveremos el sistema general 5.1 será mediante un 
cambio de coordenadas que !o reduzca a una de las formas sencillas que 
acabamos de mencionar. Nuestra discusión se simplifica en gran parte si 
introducimos la notación matricial. En la sección 3 del capítulo 5 
consideramos matrices de números reales. Aquí tomaremos como sistema 
de números el campo de los números complejos C y nos ocuparemos, por 
tanto, de matrices de números complejos. Es fácil ver que estas matrices 
tienen las propiedades que probamos en el capítulo 5 para matrices de 
números reales. 

Sean 



A es una matriz 2 x 2 de números complejos y x es una función con dominio 
en R y rango en C 2 , el espacio vectorial bidimensional sobre el campo 
complejo (capítulo 1, sección 8). Podemos escribir entonces 5.1 en la forma 

5.4 x = Ax *((/) = Ax(t)). 


Así pues, en la notación matricia! el sistema de ecuaciones diferencia e$ ■ 
se transforma en la ecuación diferencial vectorial de primer orden s'H’P 
donde y — Ax es la función vectorial cuyo valor en / es el vector y(/) ■” 

en C 2 . , eS tá 

La matriz A define una función cuyo dominio es C 2 y cuyo ran ^ j| am a 
en C 2 : para cualquier veC 2 , A\ corresponde a v. Tal funcion se " 
transformación c/e C 2 . Esta transformación tiene la propiedad e Q 


AU i v 1 +c 2 v 2 ) = c t A\* +c 2 A+ 


.i v 2 en 


C 2 - 


para todos los números complejos c,, c 2 y todos los vectores v , ^ f¿cil 
Una transformación con esta propiedad se dice que cs inea _ que 
probar que la linealidad de Ia transformación asociada con / * 
cualquier combinación lineal de soluciones de 5.4 es una so ucio 
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2 coluciones de 5.4 y sean c, y c 2 un par de constantes cualesquiera. 


y X ton ces \ = c^x 1 +c 2 x 2 es una solución de 5.4 ya que 

Br x(f) = c x x l (t)+c 2 x 2 (t) = c x Ax l (t) + c 2 Ax 2 (t) 

W* = A (c, x 1 (t) + c 2 x 2 (/)) = Ax(t). 

jsluestro objetivo es encontrar soluciones de la ecuación 5.4, que es el 
sistema 5-1 en notac ‘ón matricial. Resulta, como veremos dentro de poco, 
el problema de resolver el sistema lineal de ecuaciones diferenciales 
uede resolverse como si fuera un sistema de álgebira lineal. E1 problema 
algebraico es el de resolver 

5.5 = Av. 

Queremos encontrar un vector no trivial (no cero) v y un número X que 
satisfagan 5.5. E1 número X se llama valor caracterJstico de la matriz A, 
v el vector v un vector caracteristico de A (v#0). EI número X se llama 
también valor propio o eigenvalor de A, y v se llama vector propio o 
eigenvector de A. Si escribimos esta ecuación A\ = en términos de sus 
componentes, tenemos 

Wm' a xy v x +a l2 v 2 = Xv x 

a 2 \Vi +a 22 v 2 = Xv 2 . 

Queremos, por tanto, encontrar soluciones no triviales de las ecuaciones 

lineales homogéneas 

t 

(a xx ~X)v x +a x2 v 2 = 0 
a 2X v x +(a 22 -X)v 2 = 0. 

Sabemos que hay soluciones no triviales si y sólo si 


5.6 


a 11 “ x. 


a 


a 1 2 

a 22 — X 


_ — ( a \i X) (a 22 X) (X. \ 2 a i\ — 

“21 M 2 2 — r ' 

A r 

S1 pues, los valores característicos son los ceros del polinomio 

(2) / w (fli i + a 22 )X + (a ,, a 22 a^¡ 2 ^ 21 )* 

polinomio se le llama polinomio característico d e A. <p(X) = 0 se llama 
■ aón Car acterística de A. y los valores caractzerísticos X x y X 2 se 


an también raíces caracteristicas de A. Sean X x y X 2 las raíces 


Harn 

^ 1 twrMLic/íjtawj n . jcau 

^^nsticas de A . Entonces <p(X) = (X-XJ(X-X 2 ) 

X x +X 2 = a x x +a 22 , X x X 2 = a x , a 22 ~ca x2 a 2x . 

12 = a 2I = 0 , entonces por 5.6 vemos que X x = a ]X , X 2 = a 22 , y los 


Sl «i, = 


Vc ct 0 


este 


feS Caracte rísticos correspondientes son v 1 = ( JL ), v 2 = | Y En 

m, Com VPy \i/ 

ecuación +■ ^ emos señalado, podemos hallar la solución gcneral de la 

1 erencial 5.1 inmediatamente. Por tanto, excluyendo estc caso 








































































610 


Ecuaciones diferenciales 


tCa 


trivial, podemos suponer —cambiando los subíndices 
que a x2 7*0. Entonces, correspondiéndose con el vaíor característ* 

tenemos el vector característico v 1 = 



p- n 


S' es necesario^ 

ic ° A. 



y correspondiéndose <*„ 

el valor característico X 2 tenemos el vector característico v 2 = f 

Si k x ¿Á 2 , es fácil ver qué v 1 y v 2 son linealmente independientes 
Volviendo a nuestra ecuación diferencial 5.1 o 5.4, suponemos 
primer término, que Ios valores característicos de A son distintos (; ¿ 
y que a x2 =¿ 0. Entonces-v 1 y v 2 son linealmente independientes y todo 
vector x(r) es expresable de modo único en la forma 

*(0 = yi(0v 1 +y'2(0» 2 . 


en 


Esto es un cambio de coordenadas con los nuevos ejes de coordenadas en 
las direcciones v 1 y v 2 . Si x = >>, v 1 +y 2 v 2 es una solución de 5.1, entonces 

x = y x \ x +y 2 v 2 = A(y x \ l +y 2 \ 2 ) = y x A\ l +y 2 A\ 2 
= Á x y x \ l +A 2 j/ 2 v 2 . 


Por tanto, como v 1 y v 2 son linealmente independientes 

¿i = ¿lJ'l 

y 2 ~ k 2 y 2 . 

E1 cambio de coordenadas nos lleva a este sencillo sistema cuya soíución es 

ri(0 = c x e x '\ y 2 (t) = c 2 e Á2 '. I 

Hemos, por tanto, probado que si A, # X 2 y <j 12 ^ 0, toda solución de 5.1 
es de la forma 

x(0 = c x e Xxt \ l + c 2 e Xlt \ 2 

donde v‘ — ( ° 12 ). La solución general puede también escribirse 

Y*¿ ~ a \\) 

57 x x (t) = a í2 c x e llt +a x2 c 2 e Xlt 

x 2 (/) = (k l -a xl )c x e Xlt +(X 2 ‘-a l dc 2 e ktt • 

Recíprocamente se verifica con toda facilidad que cada funcíón ^ n( jo 
forma es una solución. Por tanto 5.7 es la solución general de 5. 
k\ k 2 y a x 2 0. 


5.8 Ejemplo. Resuélvase 


x = x+y 
y = x~y. 
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gotüCióN. Aqui A = I j j 1, y su ecuación característica es 


1-Á 1 

1 -\-X 


= á 2 -2 = 0 . 


por tanto, Á x - y/2, v - = - >/2> y2 = y la 

solución general es 

De donde 

P x(t) = c t e yf* +c 2 e~ 

■ y(Q = (J2-l) Cl e \A'-(72 + l )c 2 e~V* 

es la solución general. 

Veamos ahora lo que sucede cuando Á x = Á 2 = Á y a X2 ^ 0. Aquí los 

vectores v = ^ Jyu = ^ son linealmente independientes. Efectuando 
el cambio de coordenadas 


K *(0 = ^i0)v+j> 2 (r)u. 

Entonces, si x es una solución de 5.1, 

x = y x \ + y 2 u = Á(y x \ + y 2 u) = y x A\ + y 2 Au 


= Áy x \+y 2 \ 


Como X = X 2 = X 2 , 2A = a¡, +a 


a !2 


x 22. 


22 y 


at2 \=( ^ = / a \2 
, a 22/ \ 2 Á-a xl J \A-a u 


, 0 

+ 1^1 = V + /U. 


donde 

K v +y 2 u = (Áy x +y 2 )\+Áy 2 u, 

en las^nn/ 016 ’ de acuerdo con la independencia lineal de v y u tenemos, 
as coordenadas, el sistema de ecuaciones diferencial es 


De 


9\ — Áy x +y 2 

y 2 = Áy 2 . 


dondc 


Csta ecuaci/ 2Cl ^’ y , y\(0~ Áy x (t) + c, e Xt . Sabemos como resolver 
n diferencial lineal de primer orden para y x . Ha-eiéndolo así 
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Ecuaciones diferenciales 


t c ap. 1i 

obtenemos y Y (t) = c x te Xt + c 2 e lt . De donde, la solución general de 5.1, ^ 

x(í) = (c x t + c-¿)e xt \ + c x e xt \i' y ' B 

es decir 

g ^ x x (t) = fl i 2 ( c i t + c 2 )e 

x 2 (t) = (X—a íx ) (c x t + c 2 )e Xt +c x e Xt 
es la solución general cuando k x — X 2 = A y a l2 ^ 0. 

5.10 Ejemplo. Resuélvase 

x = x—y 
y = x+3 y. 

Solución. La ecuación característica es 

^ = A 2 -4A + 4 =(A-2) 2 . 

Este es, entonces, un caso de raíces iguales: X x = X 2 = 2. De acuerdo 
con 5.9 la solución general es 

x(/J = -(Cif+c 2 )c 2 ' 

^(/^(cjí+c^ + cjc 2 '. 

Sumario. La solución general de 

X\ = ^n^i+^12-^2 

x 2 = a 21 x x +a 22 x 2 , a x2 ^ 0 


Xi(t) = £*i2 C l eAlí "l" a 12 C 2 eA2Í 

Xj(0 = (A x ~~a x j)Ci e Xlt + (X 2 — a xx )c 2 e 2 , si k x # X 2 . 


*i(0 = a 12 (c x t + c 2 )e Xt 

x 2 (t) = (A — a xx ) (c x t + c 2 )e xt +c x e Xt , si k x =X 2 = X. 


* ) y 1 

Cambiando los índices, si es necesario, el único caso restante es x x - 
y x 2 = X 2 x 2 y en este caso la solución general es x x (t) = c x e A f , x 2 (t) == c 2 $ ^ ^ 
Así pues, hemos encontrado Ia solución general sobre < — co, co> e ^ 
vemos que la solución de los sistemas lineales bidimensionales x — * r e ¡ 
coeficientes constantes puede reducirse al problema algebraico de reso ' ^ 

problema del valor característico A\ = X\. Esta afirmación se genera 
los sistemas /í-dimensionales de ecuaciones diferenciales linea es 
coeficientes constantes, Las dificultades para el cálculo aumentan 


5 ] 
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damente con el aumento de dimensión, pero las ideas matemáticas son 
las mismas. 

v v * 

5.11 Ejemplo. Resuélvase 

x = x+y+2z 
y = 2y + 2z 
z = x~y. 

Solución. E1 problema del valor característico es 

x+y + 2z = kx 
\ 2y + 2z = Ay 

x—y = kz 

o bien 

(1 — A)x-b^ + 2z = 0 
(2-A)y + 2z = 0 
x—y — Az = 0 . 

Para que existan soluciones no triviales el determinante de los coeficientes 
debe ser cero: 


1 —A 1 2 

0 2—A 2 

1 -1 —A 


— (A 3 — 3A 2 + 2A) = 0. 


Los valores característicos son 0, 1,2. Los vectores característicos correspon- 
dientes son 


Hagamos el cambio de coordenadas 


-!)■ -(I 


r = xu + yv + zw, 


donde r = ( y ); es decir, 

iZ/ 


x = x + y + z 
y — x + 2 y + z 
z = —x — y. 

^hora r es una solución del sistema si y sólo si 

r = xu + yv + zw = A r = xAu + yA\ + zAw = 0xu + yv + 2zw, 
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1 1 

donde A = ( 0 


Ecuaciones diferenciates 


[Ca 


P 11 


0 2 2 . (Los números 0,1, 2 son los vaiores carArt , 

1-1 0 / cteríst 

de A y u, v, w son vectores característicos correspondientes * a 
A v = v, Aw — 2w.) De donde ’ 0 


icos 

On 


¿=. 0 , ? = y, z = 2z, 1 

y la solución general es 

x(*) = c V9 y(t) = c 2 e\ z(t) = c 3 e 2í . fl 

En términos de las coordenadas originales, Ia solución general es 

x(t) = Ci + c^e* + c 3 e 2t 
y(t) = Ci +2c 2 e r + c 3 e 2r 
z(t) = -c x -c 2 é . 

Ahora que conocemos la solución general de 5.1 es fácil probar que: 

5.12 Teorema. Dado un número real t 0 y cualquier vector constante x°, 
la ecuación x = Ax tiene una solución única sobre { — oo, oo) que satisface 
x(í 0 ) = x°. 


Prueba. Vamos a probar el resultado sólo para el caso de valores carac- 
terísticos distintos X x ^ X 2 y a l2 ^ 0. Como c x y c 2 son constantes arbitrarias, 
podemos escribir la solución general en la forma 

x(t) = C j e Xtit ~ to) v 1 + c 2 e X2Ít ~ to) \ 2 . 

Queremos encontrar las soluciones que satisfacen x(/ 0 ) = x°; es decir, 
queremos encontrar c x y c 2 que satisfagan 

Cl v 1 +c 2 v 2 = x°. 

Pero v 1 y v 2 son linealmente independientes, y esta ecuación algebraica 
tiene soluciones únicas. Por tanto, la ecuación diferencial tiene una solucio 
única que satisface x(t 0 ) = x°. Un argumento análogo puede u 
cuando X x = / 2 . 


5.13 Ejemplo. Determínese la solución de 

x = y 

y= —2x—3y 


que satisface x(0) = 0, y(0) = 1. 
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S Ol 


tjció N - La ecuación característica es 


-X 1 
-2 -3-2 


= X 2 + 3Á + 2 = 0, 


las raíces características son A, = — 1 y / 2 = — 2. La solución general es 


x(0' 


1 


bien 


v(oy c,e í-iJ + C2e 2 \-2r 


x(0 = C, e ' + c 2 e 2 ' 
y(0 = —c, e~' — 2c 2 e 21 


Queremos que 


x(0) = c x +c 2 = 0 
| y(0) = c ( - 2 c 2 = 1. 

De donde c x = 1, c 2 = — 1, y Ia solución requerida es 

| x(t) = e~ l — e~ 2t 

I y(t) = -e~ r + 2e~ 2r 

5.14 Ejemplo. Determínese la solución de 

I 

K' y = —5x+2y 

que satisface x(0) = 1, y( 0) = 0. 


Solución. La ecuación característica 


es 


-X 1 
-5 2-2 

* 1 + 2/, A, = 1 — 2 j. 


= A 2 —2A + 5 = 0; 
La solución general es 


0 bien 


jSo) = Ciell+ 2 "'(l+ 2 - , + C2e 


,( 1 ~2i)t 


1 

1-2/ 


x(t) = Cl e il + 2i)t + c 2 e il ~ 2i)t 


^erenios q ue 


y(t) = (1 +2 0 C| e <1 + 2i, ' + (l —2i)c 2 e il ~ 2i> '. 


x(0) = c¡+c 2 = 1 

+(0) = (1+20^+0-20^ = 0. 
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^2 | 2 í 

Resolviendo ei sistema obtenemos, c t — -, c 2 — -—, y de aquí 


x(/) = 2+i e (‘« + ^Ü>-20. 

4 4 

= e f (cos 2t — \ sen 2t) 

y(0 = x(í) = —\é sen 21. 

Nótese que este sistema es equivalente a la ecuación de segundo orden 

x —2x + 5x = 0 
con las condiciones iniciales x(0) = 1, x(0) = 0. 

Problemas 


b ) Xj = — 2x^ 
x 2 = * t -*2 
d) x = 3x — 2y 
> = 3y 


1. Resuélvanse 

a) x t = — 3xj 
x 2 = 2x 2 

c) x^ = ~2x, 
x 2 = — 2 x 2 

e) x = 3x —2 y 

y = 2y, x(0) = I, y(0) = 5 

/) ú — 5u — 3v 

v = \2v, w(0) = 0, ü(0) = 0 

g) x x = — 3x, 

x 2 = 2x!-3x 2 , x/0) = a, x 2 (0 ) = ¿ 

h) x — x 

y = x-y, x(yfZ) = 5, y(y¡2) = -7 

0 *i = ¿i*i 

X 2 = #21*1+¿2*2» ¿1 ^ ¿2 

j) x j = AjXt 

*2 = a 2l*l+¿2*2» ¿1 = ¿ 2 = ¿ 

/:) xi = ¿i* t +ai 2 *2 
*2 = ¿2*2- 

2. Determínense los valores característicos y los vectores característicos 
correspondientes de las matrices: 


«) 


«) 


2 


0 


¿o ® 

1 ¿0, 


*>) 


/) 


1 -1 
1 1 

-3 
6 




c) 


g) 


'á, 0 

0 /L 


,'/1, 0 
<*) ( . A 


(-. -*) 


h) 


1 

4 

13 


2> 

1 
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3. ^Jna matriz 2 x 2A se dice que es autoadjunta (o hermitiana) si 
a U — a ji , > *» j = i» ¿ es conjugado complejo de ¿j^). 

w) Pruébese que los valores característicos de una matriz autoadjunta 
son reales. 

h) Si X t #^ 2 , pruébese que los vectores característicos correspon- 
dientes son ortogonales. 

4. Resuélvanse los siguientes sistemas: 


a) 

x t = x^ +3 x 2 

b) 

x = —x—y 


x 2 = 2 x 2 

* ’ 

y = x — 5y 

c) 

x = x—y 

d) 

u = 3 u + 6v 


y = 5x + 3y 


v = u + v 

e) 

x = 3x + 2y 

f) 

x = 4x-3y 


y = 3y 


y = 3x—2^ 

9) 

x = 2x-3 y 




y = 2x-2y, 

x(0) = 1, 

y( 0) = o 

h) 

* = y 




y = -x-| y. 

>< 

3 

II 

\* 

>’(0) = > 0 

i) 

x = y 




y — —a 2 x — 2ay. 

x(0) = x 0 , 

>(0) = >0 

j) 

x — 5x+3 y— 11 




y = 8x+3y—14 . 




Sugerencia: resuélvase el sistema 5x + 3y-ll=0, 8x + 3y-14 = 0, y 
trasládese el origen al punto solución. 

k) x = —2x + e _2í 

y = 3x —2y, x(0) = y(0) = 0. 

5. Cierta reacción entre dos sustancias se encuentra que obedece a la 
siguiente ley: 

x = —ax + by 

y = ax—by , a > 0, b > 0 

donde x(t) y y(r) son las masas de las dos sustancias en el tiempo /. 

a) Demuéstrese que ia masa se conserva. 

b) Determínense los productos finales de la reacción suponiendo que 

*(0)+y(0) = M. 

c) Cada solución x(/), y(t) define una curva y en el plano XY. 
Proporciónese una representación geométrica de la reacción 
trazando tales curvas. Indíquese con fiechas sobre las curvas cuál 
es la dirección de la reacción cuando el tiempo avanza. ¿Qué 
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es lo que tiene de significativo la recta que pasa por el orig en 
la dirección ( ^ 



6. La probabilidad p„(t) de que en un contador se registren exactamente n 
partículas en el intervalo de tiempo <0, í> viene dada por 


Po(0 = l~ a 


PiW = “ a 


Po(x)dx 


[Pi(0-Po(0] dx 


P„(0 = " a 


[p n (0-p»-i(0] dx 


donde a es una constante positiva. Derivesc una fórmula para p n (t) y 

00 

pruébese que £ P rt (0 = 1 P& ra cualquiei t. 


n~0 


7. Resuélvanse ios siguientes sistemas 


á) x = y + z 

b) — = 2z 
dx 

y = x + 7. 

z = x + y 

a 

II 

N 1 

1 


dx 


dw _ 

— = 2 y. 


dx 


8. Sean x 1 y x 2 soluciones de x = Ax que satisfacen a x (0) ^qJ 

x 2 (0) = A éstas se ies llama soluciones principales. Pruebese qWB 

solución general de x = Ax es x 1 +c 2 x 2 . 

9. Sean x 1 y x 2 un par de soluciones de x = Ax. Pruébese q ^ ^ 

á) Si x 1 (0) y x 2 (0) son linealmente independientes, e | 

solución general de x = Ax es x l +c 2 x . alg ún t 0 , 

b) Si x 1 (r 0 ) y x 2 (r 0 ) son linealmente inde P®° d '®" fentes para todo r. 
entonces x'(r) y x 2 (r) son linealmente independ.entes p 

e) Si x‘(r 0 ) y x 2 (r 0 ) son linealmente £ ara todo '• 

ontrvnrpc v 1 (t\ v x 2 (7) son linealmente dependi 
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irrUAClONES DIFERENCIALES LINEALES DE SEGUNDO 
6 - fc ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES 

ecuación diferencial lineal de segundo orden con coeficientes 

jonstantes es •. 

x + bx + cx = f, 

6.1 

Ende b y C son constantes dadas, y / es una función dada. Consideramos 
^rimero la ecuación homogénea 

^ x + bx + cx = 0. 

6.2 

os encontrar todas las funciones x que satisfacen esta ecuación. 
^aciendo x=y podemos reducir inmediatamente 6.2 a un sistema de dos 
ecuaciones de primer orden: 


6.3 


x = y 

y = —cx — by . 


Este sistema lineal 6.3 es equivalente a 6.2 en el siguiente sentido: si x es 
una solución de 6.2 entonces ^ = (^j es una solución de 6.3, y si (jj 

es una solución de 6.3 entonces x es una solución de 6.2. Hay una sencilla 
correspondencia uno-uno entre las soluciones de las dos ecuaciones 6.2 y 6.3. 

Aquí 

7 0 1 \ 


I ^ = 1 

y Ia ecuación característica de A es 

—c —b—k 


— c -b 


= Á* + bX+c — 0. 


Las raíces características son 

m' /i = c) 


m x 2 = i(-b-jb*z4) 

^ acuerdo con las ecuaciones 5.7' y 5.9', pág. 612, vemos que la solución 

general de 6.2 es 

6.4 Itvi’í t 

y 


x(í) — c x e Xlt +c 2 e'~ 2t si # 2 2 




6.S 


x(t) = (ci t + c 2 )e^ si = X 2 = X. 
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Estas son Ias soluciones generales para funciones complejas l 0 
números X t y X 2 lo mismo que los c x y c 2 pueden ser compíejos. E1 interés 
usual generalmente está en las ecuaciones reales (b y c reales) y las soluciones 
reales. Aclaremos la cuestión de las soluciones reales para el sistema 


6.6 


~ a \ 1 X \ + a \2 X 2 
x 2 = a 2l x x +a 22 x 2 . 


Escrito como una ecuación vectorial simple, t.enemos 
6.7 x = Ax, 


a n a n j Supongamos que la matriz Á es real, con lo an e 
a 21 a 22/ 

queremos decir que los coeficientes a tj son reales. En general, una solución x 
de 6.7 puede ser compleja, y podemos escribirla en la forma x = u+íy 
donde u y v son funciones vectoriales reales. Como A es real, Au y Ay son 
también reales. De donde 

x = ú + ív = /4(u + /v) = /lu + í/lv, 

e igualando las partes real e imaginaria: 

ú = Aú, v = /4v. 

Las partes real e imaginaria de una solución de 6.7 son también soluciones. 
Supongamos, para una solución cualquiera x — u + /v, que Ia condición 
inicial x(/ 0 ) = x° es real. Entonces v(/ 0 )=0. Como v = Av con v(/ o ) = 0 
tiene una solución única, se sigue que v es la solución trivial 0; es decir, 
v(r) =0 para toda t. Y hemos probado así que: 


donde A — 


6.8 Lema. Si la matriz A es real y si una solución de x = Ax es real en 
algún instante / 0 , entonces x(/) es real para todo t. 

E1 teorema de la unicidad y el anterior resultado pueden enunciarse 
como sigue para la ecuación diferencial lineal de segundo orden 6.2 que 
es equivalente al sistema 6.3. 

6.9 Teorema. Dados x 0 ,y 0 y t 0 hay una y sólo una solución de x + bx + cx — 0 
que satisface x(/ 0 ) = x 0 y x(t 0 ) = y 0 . Si b, c, x 0 y y 0 son reales , entonces a 
solución de x + bx + cx = 0 que satisface x(t 0 ) = x 0 y x(t 0 ) = y 0 es real P ara 
todo t. 

En la hipótesis de que b y c son reales, entonces no es difícil probar q ue 
la solución real general de x + bx + cx = 0 es como sigue: 

Si X x y X 2 son reales , entonces 


x(t) = c x e Xxt +c 2 e k2 \ X x ^ X 2 
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o bien 

x(í) = (Cl^ + c 2 )e' l ‘ , , Ai = X 2 , 

V . ■* 

Jonde Ci y c 2 son reales. Si X¡ y X 2 son complejos , entonces X 2 = x¡ y 

I x(0 = R1 (c¡ e 1 ' 1 ) 

* 

donde c x es un número compiejo cualquiera. 

Así pues, en el caso de raíces complejas (X x = ft+ico, X 2 = ft—ico) Ia 
solución general puede expresarse en la forma 

x(t) = e fit (a j cos cot + a 2 sen cot) 

o en la forma 

R' x(t) = Ae 0t cos (cot + S), 

donde a i9 a 2 , A y S son números reales arbitrarios (problema 3). 

6.10 Ejemplo. Obténganse todas las soluciones reales de 

x+co 0 2 x = 0, donde co 0 es un número real distinto de cero. 


Solución. La ecuación característica es 
■ X 2 +a> 0 2 = 0 

de forma que las raíces características son X t = ico 0y X 2 = — ico 0 . La soluci*ón 
general es 

| x(t) = Cl e i<ú0t + c 2 e~ i(O0t . 

La solución real general es 


x(t) = R1 (cj e ia>ot ). 

Si Cj = a x — ib x , entonces la solución real general es 

x(r) = a j cos co 0 t+b x sen co 0 t 

o bien 

x(/) = a cos (co 0 t + Ó) y 

donde ae l5 = a x — ib x . Nótese, en particular, que x(/) = cos co 0 1 es la solucicón 
que satisface x(0) = 1, x(0) = 0, y x(í) = — sen co 0 t es la solución q ue 
^tisface x(0) = 0, x(0) = 1. 


CO 0 


Ejemplo. Obténganse las soluciones de 
X'-ao 0 'x = 0, donde co 0 es un número real distinto de cero, 
q üe satisfacen: á) x( 0)=1, x(0) = 0; b) x( 0) = 0, x(0)=l. 
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Solución. La ecuación característica es 

A 2 —a> 0 2 = 0, • 

de modo que k x = cú 0 , X 2 = -o) 0 . Por tanto, la solución general es 

x(í) = c 1 e <B0f +c 2 e" <00 '. 

a) x(0) = c x + c 2 = 1 

x(0) = co 0 c x -co 0 c 2 = 0. 

Por tanto, c x = c 2 = £, y la solución que satisface esta condición inicial es 

e w o f 4- e - "or 

x (0 = - = cosh co 0 í. 


b) Aquí 


Ci + c 2 = 0 
Q}q C j COq C 2 = 1 , 


y 


Así pues 




e ^Qt _ e ~^0t 

2(ú 0 


— senh co 0 1 . 
co 0 


Problemas 


1. Resuélvanse 


á) x — x = 0 
c) x — 2x + 3x = 0 


c) 




dx 


b) x + x = 0 
d) 9x + 9x + 2x = 0 

/) £> 2 x + 6Z)x + 9x = 0 . 


2. Resuélvanse 

úi) x — 4x = 0, x(0) = 0, x(0) = 10 

b) x + 4x = 0, x(0) = 0, x(0) = 10 

c) x + 3x = 0, x(0) = x 0 , x(0) = x 0 

d) 4x + 4x + x = 0, x(0) = 2, x(0) = —1 

e) x + 4x + 5x = 0, x(0) = 2, x(0) = 0 

/) 4x + 12x + 25x = 0, x(0) = 5, x(0) = — 3 . 

3. Si b y c son reales y las raíces características de x + óx + cx = 0 so 
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complejas, demuéstrese que lassoluciones reales de esta ecuación diferencial 
s0 n de la forma 

a) x(t) = c x e { ^ i(a)t +c,e i& ~ i(a)t 

. = 2V ,, Rl(c 1 e i “') 

b) x(í) = e^ x (a x cos coí+a 2 sen cot) 

c) x(t) = ae pl cos (cüí4<5). 

(Exprésense /? y a> en términos de b y c.) 

4. Si b > 0 y c > 0, pruébese que los valores característicos de 

W .x+¿>x + cx = 0 

tienen partes reales negativas. ¿Qué significa esto respecto al comporta- 
miento de las soluciones cuando t tiende a infinito ? 

5. Discútase la equivalencia entre las soluciones reales del sistema 

x =y 

y = ~x 


y las soluciones de 

z-Viz = 0. 

Sea z — x + iy. Obténganse de aquí las soluciones reales del sistema. 

6, Generalícese el problema 5 comenzando con 

I ¿+(a + ib) z = 0 

7. Usando Ia sustitución y(r) = x(e T ) redúzcase el problema de resolver 
(la ecuación equidimensional) 



x(0 + - x(í) + ~ x(í) = 0 sobre <0, oo> 
t X 

resolver la ecuación lineal homogénea 

y+(b— \)y + cy = 0. 

Resuélvase 

a) t 2 x(t) — 2tx(t) + 2x(\) = 0 sobre <0, oo> 

1 n 2 

b) x(t) + -x(f) -x(l) = 0 sobre <0, oo>, n ^ 0 

t t 2 

c) t 2 x(t) + tx(t) = 0 sobre <0, oo>. 

Resuélvase 

a) 2x-x-3x = 0 
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b) Lq + Rq + —q = 0 dados 

C 

L - 100x 10 -6 , R = 30x 10 2 , C = lOOx 10 

<?(0) = 100X 10' 10 , ¡7(0) = 0 

c ) Resuélvase b cuando R = 0. 
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7. LA ECUACIÓN COMPLETA x = Ax + i 


E1 sistema de ecuaciones diferenciales 

x t = fl 1 ,x 1 +fl 12 x 2 +/, 
x 2 = a 2x x x +a 22 x 2 +f 2 

se llama sistema “completo” en contraste con el sistema 


7.1 


7.2 


= ^ 11*1 + ^ 12*2 
x 2 = a 2x x x +a 22 x 2 


que se llama sistema “homogéneo’\ Con 


x = 


A “ ( a ij) ~ 


a 


a 


11 


21 


a 

a 


l 2 


f = 


22 , 


7/ 

JJ' 


estos sistemas pueden escribirse 

7.3 x = Ax + f 


y 

7.4 


x = /ix. 


Suponemos que f es continua sobre < — co, oo>. Será claro, sin embargo, 
que la discusión puede restringirse a cualquier intervalo J en el que f sea 
continua. 

La introducción de la notación vector-matricia! nos permitirá ver que la 
teoría del sistema lineal 7.1 no es más difícil que la de la ecuacíón simple 

x = ax+f. 

Aquí e at es un factor integrante: 

e- a (x(t)-ax(t)) = -(e~°'x(t)) = e‘ a f(t ); 

dt 


x(t) = ce al + e at 


e~ as f(s)ds 


es la solución general de la ecuación completa. 


La ecuación completa x = Ax + f 
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Definiremos ahora la exponencial matricial e Ál y demostraremos que 
es un factor de integración de 7.3. 

Una matriz se dice que es no singular si Ax = 0 impíica x =0. Denoteirmos 
el determinante de A por det (A), es decir 


I > 


det (A) = 


a 1 1 a i2 
a 2l a 22 


— a 11 a 22 a * 9 a 


12 “21 


En esta notación la ecuación característica de A es 


q>(Á) = det (A —XI) = 


a 11 ^ a 12 

a 2 1 a 22 ~X 


= 0, donde I = 



Una matriz A se dice que tiene una inversa si existe una matriz ^4 1 
con la propiedad de que 


A 1 A = AA ~ 1 = /. 


A ~' se llama el inverso de A. Es fácil demostrar que A~‘ es único.Supoon- 
gamos que A es también un inverso. Entonces 


l A* = A*(AA~ l ) = (A*A)A~ l = A~K 

Si A tiene una matriz inversa entonces 

f Ax = 0 => A~ l (Ax) = 0 

■ => (A ~ 1 A)x = Ix = x =0. 

Asi pues, si A tiene una inversa entonces A es no singular. También pu&ede 
probarse lo recíproco. Por lo que sabemos acerca de la solución d¿ ecttua- 
ciones algebraicas lineales vemos que una matriz A es no singular (Ax - = 0 

SÓlo si x — 0J siy sólo si det (A) + 0. Así pues, si A es no singular, enton *ces 
dada y la ecuación 

y = Ax 

tiene una solución única 


x 


[ í a 22 

det (A) \~« 2 i 




® fácil comprobar que AB=BA = l y, por tanto, que B = A \ Es-sto 
^pleta la prueba del siguiente Iema. 

1*5 Lema. üna matriz A es no singular si y sólo si tiene una inversa. 

■ Sea X= (x tJ ) una función matricial (con valores matrices) definida poor 


X(t) = (x¡j(t)) = 


/*u(0 

V*2l(0 


x t 2 (t)\ 

X 2 2(t)J' 
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Los conceptos y operaciones sobre funciones matriciales son los m - 
que íos correspondientes sobre funciones vectoriales. Considerare 
matriz como un vector tetradimensional: X(t) es continua $ obre S 
intervalo J si todos los x tJ son continuos sobre J, 

X(t) = (x lV (/)), I 


Por ejemplo 


X(t)dt = 


d ( cos / sen / 
dt \~sen / cos / 


rb 


x ij(t)dt ). 


— sen / cos / 

— cos / —sen / 


0 1 W cos / sen / N 

- 1 0 / l — sen / cos / 


/ cos / sen t\ , ., A ¿ 

De donde X(t) = es solucion de X 

\ — sen / cos /¡ 

Se prueba entonces fácilmente (problema 1) que 


0 V 
-I 0, 


7.6 


— (XY) = XY + XY 
dt 


7.7 


— (Xv) = Xv + Xv 
dt 


Consideremos ahora la ecuación diferencial matricial 
7.8 X = /IX, 

donde A es una matriz constante. Como 


AX = 


tfll X 11+ a 12*21 ü X \2~Y^\2 X 22 
j2xXl\+ a 22 X 2l d2X X \2 + a 22 X 22, 


vemos que X es una solución de 7.8 si y sólo si 




^22/ \ X22 > 


es decir, si y sólo si los vectores columna de X son solucio 
diferencial vectorial 


uació n 


7.9 


x = Ax . 


7] 


La ecuación cornpleta x = Ax + i 
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£sta cs exactamente nuestra razón para introducir la ecuación matricial. 
g s un lenguaje conveniente (que pu ede generalizarse para n dimensiones) 
parahablar de un par de soluciones de: 7.9 (o, en general, de n soluciones de 
ün sistema dc n ecuaciones difer^nciales lineales). Las dos soluciones 
en que estamos interesados son I^ s soluciones de 7.9 que satisfacen 

it(0) = ^ 0 Jy x v°) = Se ilaman ^ éstas las soluciones principales de 7.9. 

La solución matricial prmcipai de 7^8 e s la solución de 7.8 que satisface 
X(0) = ^- Denotemos por P a la solución matricial principal de 7.8. Las 
columnas de P son las soluciones principales de 7.9. 

Como las soluciones matriciales <l e 7.8 se corresponden con pares de 
soíuciones de 7.9, sabemos, según &J teorema 5.12 (pág. 614) que: dada 
una matnz constante X 0 hay una mat riz solución y sólo una matriz solución 
de 7.8 que satisface a A (0) = X 0 . Usamos ahora este resultado de existencia 
y unicidad para demostrar que la solución matricial principal P tiene las 
propiedades de una exponencial. 

Definamos la función matricial V por Y(t) = P(t+ T ), donde t es un 
número real cualquiera. Entonces 

I 1 + ) = ^ t P(, + T ^ = p (* + T) = AP(t + r) = AY(t), 


JO que nos dice que Y(t) es la solución de 10.8 que satisface Y(0) = P(x). 

ora bien, Z(t) = P(t) P( r) es también una solución de 7.8 que satisface 
la misma condición inicial: Z( 0) = P(0) P(r)= lP(x) = P(z). De donde 
¿ = Y ; es decir 

7-10 PO) P(T) = P(t + X ) 

vTmW f t0da T ' Es,a 65 ' a ' ey de los «Ponentes y, como P(t) = AP(t) 
«poneñcial ^ matnC ‘ al pnn,ci P al se escribe a menudo como una 

. P(0 = e At , 

W: n p°f C0 " la exponencial real y compleja, se llama exponencial 
,Cm '' p odemos entonces escribir 7.| 0 en la forma 


Nót 


> At e Ax = v Aít+z ) 


ese entonces que 

De _ e ¡' e ~ A ' = e ~ A ' eA ' = P( 0) = /. 

ConeSJ 0 = gA ' 65 no sin g ular P a fa toda t y p-'(t) = e~ At . 

C0rr ipleta matriZ cx P° nencial P oc * e nios fácilmente resolver la ecuación 

Ui 


* = +x + f. 
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Como Í(e- A ') = ^P(-t)=-P(-t)=-AP(-t) = -Ae~ A \ p 0 de mos 
dt dt 

imaginarnos, basándonos en lo que sucede en el caso unidimensional, 
que e~ At es un factor de integración de 7.11. Para comprobarlo, necesitamos 
saber que A y e~ At conmutan; es decir, que Ae~ At — e~ At A. Sean 

Y(P) = Ae ~ At . Z(t ) = e~ At A. 

% 

Entonces 

Y(t) = -A 2 e~ At = — A Y(t) 


y 


2(/) = -Ae~ At A = -AZ(t). 


Como Z(0) = E(0) = A, usando de nuevo el argumento de la unicidad, 
tenemos Z = Y. De donde Ae At = e At A. Por tanto. 


— (e~ At x(t)) = e~ Áí x(t)-Ae~ At x(t) = e At x(t)-e At Ax(t) 
dt 

= e" A, (x(0->4x(0). 


Supongamos que x es una solución de la ecuación completa 7.11 que 
satisface x(0) = c. Entonces 

e- At (x(t)-A\(t)) = e- A, i(t) 


o bien 


~(e- M x(t)) = e- A, i(t). 
dt 


Por tanto 


/v 


e~ A, x(t)-x( 0) = 


e - As i(s)ds 


7.12 


x(r) = e A, c + 


e AÍ, - s) i(s)ds. 


Es fácil comprobar que x(t) es una solución de 7.11 y que x(0) — ^ 

donde 7.12 es la solución de la ecuación completa 7.11 que sa 1 
x(0) = c; es la solución general de 7.11. E1 término e At c es la so 


/*t 


general de la ecuación homogénea y e 


At 


e~ As f(s)ds es una so 


lución 
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particular de la ecuación completa [es la solución de 7.11 que satisface 
X (O)=0, problema 5]. 

v 

7.13 Ejemplo. Resuélvase 

x + to 0 2 x = sencor, co ^ o, co 0 ^ o. 

Solución. Un sistema equivalente es 

x = y 

y = — co 0 2 x 4* sen cot. 

Aquí A = ( 2 nl» ^(0 = I ^ Y Las soluciones principales de la 

0 J \sen cotj 

ecuación reducida son (véase ejemplo 6.10, pág. 621) 


x J = 


cos CÜ 0 t 
— (o 0 sen (o 0 1 


i \ 

— sen (Oq t 

- 2 ^ | 0) 0 


cos (O 


O' / 


La solución matricial principal es 


P(t) = e A ' = 


/ 1 

cos (o 0 1 — sen o> 0 1 

(O 0 


( 


\ — co 0 sen (o 0 1 cos (o 0 1 

Usando 7.12 tenemos que 

1 / _L \ 

x(í)\ 1 cos (O 0 t ct) 0 sen C 0 0 n/cA 

_ m W 

\—(oscn(o 0 t cosco 0 f / 

| / cosct) 0 (r —s) — sen (o 0 (t — s)^ 

+ || I 0)0 

J° 1 

\—cü 0 sen ct) 0 (í —s) cos (o 0 (t — s) J 
Corno estamos solamente interesados en x, tenemos 


0 

sen (os 


I ds 


x(t) = c t cos (o 0 1 + *— sen co 0 1 + — 

a > 0 


(O r 


sen (o 0 (t — s) sen cos ds 


o 
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[Cap. ii 


Por tanto, si co # eo 0 , 

, x ‘ 1 
x(í) = c t cosa; 0 í H-c 2 sen co 0 t 

co 0 


= /c, cos cü 0 t + k 2 sen co 0 í + 


ÍO 


w 0 K 2 ‘ü) 2 ) 


sen cü 0 í + 


sen ajt 


CÜ n CÜ 


I 


2 2 
CÜ Q — co 


sen cot. 


S i co — co 0y 


x(t) = /c x cos cü 0 í + k 2 sen o > 0 1 -— t cos co 0 1. 

2co 0 


Si co = cü 0 , tenemos lo que se llama resonancia. Si co # cü 0 , las osciiaciones 
son acotadas para todo t y co fijo, aunque la amplitud del término sen cot 
tiende a oo cuando co->co 0 . En el caso de resonancia co = co 0 , Iím x(t) 


í üC 


no existe. Este fenómeno de resonancia se discute con más detalíe en la 
sección 11. 


Problemas 

1. Pruébense: a) 1.6 b) 1.1 

2. Pruébese que : — X ~ 1 = — — 

dt \dt 


3. Pruébese que 


á) e 


(o' & _ (e'" 0 

Mt 


; A,r 

0 e' 


I 




c) e 


/X\ 0\t 

V) ?. 2 ) 


°\ 


p Xxt 

í —f_ 


\ 




/ 


(? ¿)' 


e) c 


4. Resuélvase: 


cosh t senh t 
senh / cosh t 


,k 0 \t 

L \ _V 1 Á t ?.t { 

b) e — e 


c-°i ¿y 


d) c 


I 0 


cos t sen / 
— sen t cos í, 


y = — x-2y+e\ x(0) = +(0) = 0 

b) x = y 

y = x+íc _r , x(0) = 1, +(0) = 0 


8] 


c) x = x— y-H 

y = -x+y+t\ x(0) = 1, >>(0) = 3 

d) x = ax — by 

y = bx+ay+e'\ x(0) = jc 0 , y{ 0) = >\) 


5. Pruébese que 


rt 


*« = 




f (s)ds 


es la solución de x = Ax -ff que satisface x(0) =0 


6. Pruébese que 


c' 4 ' = X ~A n t n . 
/t = o n\ 


8.LA ECUACIÓN COMPLETA x + ¿x + cx =/ 


La ecuación diferenciallineal de segundo orden 

8.1 x+bx + cx = f 

es, desde luego, un caso par.icular del sistema que estudiamos en la sección 7. 
Pero es un caso particuk'mente importante, y la solución general tiene 
una forma sencilla. Un sis’ema equivalente es: 

8.2 x = y 

y = — cx —by+f. 

Suponemos que/es conticua sobre < — oo, oo), o bien podíamos suponer 
que/es continua sobre Jy restringir la discusión a J. Sean 

Sabemos cómo obtener las soluciones principales p 1 = ( 11 

\P 21. 

P~ = f 12 ) del sistema honogéneo 

\P22J 

8.3 

y = — cx — by. 

La función p { , es la sohición de la ecuación homogénea 
^ x + bx + cx = 0 

^ue satisface x(0) = I y i(0) = 0. Análogamente p x2 es la solución de 

8.4 que satisface x(0) = 0, x(0)= I. Sabemos, por tanto, que la solución 
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matricial principai P(t) = (p¡j(t)) = e At y, por Ia ecuación 7.12, la solución 
general de la ecuación completa 8.2 es ' 


8.5 

Aquí 


y(t) 


= e Al c -i- 


e Ait ~ s) f(s)ds. 




f (S) = 


0 


p u (í —s) p x2 (t s) 

P2l(t-S) p 22 (t'~s)J \f(s)J' 


Nuestro interés está en x(r) y la solución general de la ecuación completa 8.1 
es 


8.6 


x(t) = c x p ix (t) + c 2 p x2 (t) + 


Piz(t~s)f(s)ds. 


Haciendo v(t) —p x x (/) y w(t) — p x2 (t\ tenemos 

8.7 Teorema. Sean v y w las soluciones de x + bx + cx — 0 que satisfacen 
v(0)=l, ú(0) = 0 y zí?( 0) = 0, ú?(0) = l. Entonces la solución general de 
x + bx + cx = f es 




x(t) — c x v(t) + c 2 w(t) + 


w(t — s) f(s) ds 


La integral 


í¿? (í — s) f(s)ds es ía solución particular de x + bx + cx = f 


que satisface x(0) = x(0) = 0. (Véase en conexión con esto el problema 3, 
pág. 635.) La diferencia entre dos soluciones cualesquiera de la ecuación 
completa es una solución de las ecuaciones homogéneas. Podemos por ello 
enunciar: la solución general de la ecuación completa es la solución general 
de la ecuación homogénea más una solución particular cualquiera de la 
ecuación completa. 

8.8 Ejemplo. Resuélvase x + 2x + x — e\ jc(0) = x(0) = 0. 

Solución 1. La ecuación característica es 

X 2 + 2X+ 1 = (X+ 1) 2 = 0 

y — 1 es una raíz múltipie. De donde la solución general de la ecuación 
homogénea es (c^+c^Oc - ', y vemos que w(t) = te~* . Por tanto. 


x(t) = 


(t-s)e (r S) e s ds 


= te 


“f 


e 2s ds — e 

_ o j 

= ie'-i(l+2í)e- r . 


“f 


se 2s ds 


que es la solución buscada. 
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Solución 2. Rusquemos una solución particular de la forma ce l . Entonces, 
sustituyendo en la ecuación diferencial, tenemos como ecuación para c 

c + 2c + c =1 o c = ¿. 

De donde la solución general es 

x(/) = (c x +c 2 t)e 1 + ^e*. 

■ 

Las condiciones iniciales son 

x( 0 ) = Ci +4 = 0 




x(0) — —c x +c 2 +\ = 0. 


Por tanto, c x = — c 2 = — y la solución buscada es 




x(t) = -i(l+2f)c- f +ie r . 


8.9 Ejemplo. Resuélvase x + x = /, x(0) = x(0) = 0, donde 


/(0 - 


0, t < 0 

í, 0 ^ t < n 

2n — t, n ^ t < 2n 

0, 2n ^ t. 


Solución. La solución w de la ecuación homogénea que satisface ic(0) = 0, 
t¿(0) = 1 es 

w(t) = sen t. 


De donde 


x(r) = 


f(s) sen (t — s)ds 


Por tanto 


x(t) = 



0, t < 0 




s sen (f — s) ds, 0 ^ t < n 




rt 


s sen (t — s)ds + 


s sen (/ — s) ds + 


(2n — s) sen (t — s)ds y n ^ t < 2n 


C2n 


(2n — s) sen (í — s) ds> 2 n^t 
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0 , / < 0 

t - sen í, 0 ^ f < n 

2;r-*f-3 sen f, 7i^í<2tt 

— 4 sen /, 271 ^ /. 







La función/, que en una aplicación, puede ser una fuerza o voltaje an]' 
puede considerarse como una energía de cierto tipo que entra ^ 0 ' 
sistema (figura 3). En el instante / = 0 el sistema está parado en su n 0 ‘ Un 
de equilibrio; y la solución x puede verse como la energía de salida 
(figura 4) que corresponde a la de entrada /. 




Problemas 

1. Resuélvanse: 

a) x + 3x + 2x = / 2 -f, x(0) = x(0) = 0 

b) x + 2x + x = cos /, x(0) = x(0) = 0 

c) 2x + 7x + 3x = 5 — e x r x(0) = 0, x(0) = 1 

d) x + 4x = e\ x(0) = x 0 , x(0) = x 0 


8] 
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e) X + C Z X = e\ x(0) = x 0 , x(0) = x 0 

£l-^-2y = 3e x , y(l) =/(1) = 0 
J dx‘ dx 

g) x+lx + 2x = f, x(0) = x(0) = 0. 


0, 


donde /(0 - 


t , 
1 , 


t < 0 
0 ^ t < 1 
1 /. 


2 Pruébese que para el caso aj ^ oj 0 (no resonancia), la ecuación 

diferencial 


x + oj n x = a cos ojt 


»np nna solución periódica 




7 T 


3. Una función se dice que es continua a trozos sobre un intervalo [a, b] 
si / es continua en todos, salvo un número finito de puntos, y en cada 
punto de discontinuidad existen límites a la derecba y a la izquierda. 
Decimos que/es continua a trozos en < — oo, oo) si /es continua a trozos 
sobre todo intervalo [ a , b]. Cuando/es continua a trozos sobre < — oo, oo), 
decimos que + es una solución de (*) x + óx + cx = /si y es continua sobre 
<-oo, co> y satisface (*) en todo punto donde / es continua. Bajo la 
hipótesis de que / es continua a trozos sobre < — oo, oo> pruébese que 


x{t) = Cj y(/) + c 2 w(t) + 


•r 


w(t — s)f(s)ds es la solución general de (*) 


sobre < —oo, co>; t?y w definidos como en el teorema 8.7. 


Nota. Esta es la extensión a impulsos de entrada continuos a trozos/ del 
teorema 8.7. Si g es continua a trozos sobre [a, b] t entonces g es integrable 


sobre [a, bj. Si g es integrable sobre [a, 6] entonces G(t) = g es 

_ J a 

continua sobre [ a , b] y en cada punto / de [a, b] donde g es continua 
G '(0=g(t). 


Resuélvase 


donde 



X + X = /, 

x(0) = x(0) = 0 



a ) 


0, 

f < 0 


f 0. 

/ < 0 

m = 

1. 

0 t < 1 

b) f(t) = • 

t. 

0 < t < 1 



0. 

V 

/ ^ 1 


0, 

/ ^ 1 

c ) 

/(o =. 

1. 

í < 0 
/ ^ 0. 
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Trácese la gráfica de los impulsos de entrada / y de las soluciones x (la 
“salidas”). ^ 

5. Supongamos que/y g son continuas sobre un intervalo J con Oe j 
La función /* g definida por 




f(t-s)g(s)ds 


se llama convolución de / y g. Pruébese que f * g = g *f; e s decir, 


ft 


rt 


f(t-s)g(s)ds = 


f(s)g(t-s)ds. 


Nota. Este resultado puede a veces simplilicar el cálculo de 
rt 

w(t — s) f (s) ds. La convolución puede también definirse por 
o 


(f*g) (t) = 


'oo 


— 00 


f(t-s)g(s) ds. 


Las dos definiciones son equivalentes si f(t) = g(t) = 0 para t < 0. 


6. Resuélvase 


x + 3x + 2 jc = /, x(0) = x(0) = 0, 


donde / es 

a) la / del problema 4 a 

b) la/del problema 4b 

c) la / del problema 4c. 

7. La función u del escalón unitario es la función definida por u (t) = 0, 
t < 0, y w(0 = 1, t > 0. Sea y la solución de x+bx+cx = w que satisface a 
x(0) = x(0) = 0. (a se le llama la respuesta del sistema a la función del 
escalón unitario) 

a) Pruébese que sobre [0, oo] y = w y, por tanto, y(t) = mK 5 )^ 5 » 

J° . 

donde w es la función dada en el teorema 8.7. Así pues, se sape 
o puede medirse la respuesta de este sistema lineal a una función 
de escalón unitario, entonces puede calcularse la respuesta 

x(í) = w(t — s) f(s)ds a cualquier impulso de entrada /- 

Jo 

b) La respuesta de un sistema a una función de escalón unitario 
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9] 


es (para t^ 0) 1— (\+t)e *. Determínese la respuesta de este 
sistema lineal al pulso cuadrado 


/(0 = 


o, 

1 h 
0, 


t < 0 
0^ t <ó 
t ^ 3. 


9 . EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÓN 


E1 principio de superposición, que en esta sección probaremos y 
discutiremos, es la propiedad característica de los sistemas lineales. Es la 
falta de este principio Ia que complica el estudio de los sistemas no lineales. 
Hasta cierto punto, este principio ha llevado a un estudio de los sistemas 
üneales completamente separado de las ecuaciones diferenciales, lo que ha 
probado ser causa de confusión. Los métodos lineales son adecuados dentro 
de su rango de aplicabilidad, pero no sirven en general más que para sistemas 
lineales y no se debe esperar poder, en general, aplicar métodos lineales 
al estudio de sistemas no Iineales, No queremos asegurar con esto que el 
estudio de los sistemas lineales no es importante. Las rectas son el punto 
de partida más natural para el estudio de la geometría, las ecuaciones 
lineales son el punto natural de partida para el estudio de las ecua- 
ciones algebraicas y trascendentes y, de igual modo, lo son las ecuaciones 
diferenciales lineales para el estudio de las ecuaciones diferenciales. Pero es, 
sin embargo, de esperar que la no linealidad planteará nuevos problemas, 
requerirá métodos diferentes y que Ios sistemas no lineales exhibirán 
comportamientos que no podrán encontrarse en los sistemas lineales. 
E1 comportamiento no lineal no es forzosamente indeseable. En realidad, 
lo que quiere decirse es que en los sistemas no Iineales pueden esperarse 
que ocurran cosas que en los sistemas Iineales nunca ocurrirá. Significa 
también que para muchos propósitos la aproximación lineal de un sistema 
no puede por sí misma ser adecuada para la explicación de ciertos fenómenos. 

Consideremos el sistema lineal 

9 -i x(0 = ^(0x(í)+f(í), 

donde suponemos que Ia función matricial A y la función vectorial f son 
continuas sobre < —oo, oo). E1 principio de superposición es, como 
v eremos, una consecuencia directa de la iinealidad de v4(t)x(t): 

+ = Ci A(t) X 1 (t) + c 2 A(t) x 2 (t). 


^•2 Teorema. (E1 principio de superposición.) Si y 1 es una solución de 
*(0 — A(t) x(0 + f J (0 y y 2 es una solución de i(t) = A(t)x(t) + f 2 (t), 
entonces y — c t y 1 + c 2 y 2 es una solución de 

4(0 = A (t) x(t )+ c x f 1 (0 + c 2 f 2 (0 • 
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y = c,y‘+c 2 y 2 = c v Ay'+c+'+c 2 Ay 2 +c 2 C 
= <4 [c, y 1 + c 2 y 2 ] + e, f 1 + c 2 f 2 
= Ay + cJ^ + c^f 2 . 


tn la hipótesisde que A y f sean continuas sobre < — oo oo\(n 
quier intervalo J) se sabe que 9.1 tiene una soluci’ón úniea x^sobre 

<-«• rX>> ( ° SObre J) que satisface x ( ? o) = x 0 (/ 0 6^). Hemos mostrado 
est° Para coeficientes constantes y aceptamos el resuitado más 2? ! 

prueba. Supongamos que el sistema comienza en su posiciíSn h- ™ SI 

.(0) ... Entonces la ecu.ciín 9.1 tien. soluctón únic” lÍ s.tóS 

esta condicion intcial. Considerando a A[t) como una función matricial 

fija asociamos entonces con cada función f continua sobre <-oo ooTla 

solución y. Denotamos esta correspondencia por L = {(f y)} y ' ' 

y = ¿(f). 


L es una transformación definida sobre el espacio de funciones f continuas 
sobre < —co, co>. La función f se llama a veces entrada (figura 5) y la 
solución y, salida. E1 principio de superposición afirma que L es üna 
transformación lineal: 


L(c x V + c 2 f 2 ) = c, L(f 1 ) + c 2 Z.(f 2 ). 

f 


f'+f 2 


cf 



m 


-L(f l ) + L(f 2 ) 
cL(f) 


FIGURA 5 


Es fácil de ver esto. Las funciones y 1 = L(f 1 ) y y 2 = L( f 2 ) son las soluciones 
de x — x + f 1 y x = Ax + f 2 que satisfacen x(0)=0. Por el principio de 
superposición y 1 +c 2 y 2 es una solución de x = Ax 1 +c Y f 1 +c 2 f 2 y satisface 
x(0)=0. Por tanto, L(c x f 1 +c 2 f 2 ) = c { y 1 +c 2 y 2 = c, L(f x ) + c 2 L(f 2 )- 
En términos de entradas y salidas el principio de superposición afirma 
que: si las entradas son añadidas , las salidas se añaden (L(f j + f ) = 
L(i x ) + L(f 2 ))\ si la entrada es multiplicada por una constante , la salida es 
multiplicada por Ia misma constante (L(cf) = cL( f)) (figura 5). 

Si P es la solución matricial principal de 

sabemos (problema 4) que y = L(f) viene dada por 

P(t)P~'(s) f (s)ds. 


9.3 


y (0 = 


0 
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y en el caso particular en que A es una matriz constante 


9.4 



e Mt ' s) f (s)ds. 


Observemos una propiedad de la salida y que uno espera de un sistema 
físico real. E1 valor presente y(?) de la salida debe depender solamente de 
jos valores pasados de la entrada. El sistema no puede prever la entrada. 
E1 sistema comienza en el tiempo t — 0, el tiempo en que la entrada es 
aplicada, de modo que f(/) =0 para / < 0. Luego y(/) = 0 para t < 0 y en 
eualquier / > 0 vemos, por 9.3, que la salida depende solamente de los 
valores pasados de la entrada f. 

Desde el punto de vista que estamos ahora tomando podemos ver una 
diferencia entre los coeficientes constantes y los coeficientes no constantes. 
El sistema lineal está caracterizado por la matriz A(t). Si A es constante 
tenemos un "sistema estacionario”; no cambia con el tiempo. Con coefi- 
cientes no constantes el sistema cambia. Así pues, para un sistema 
estacionario, esperamos, independientemente de cuando sea el momento en 
que la entrada se aplique, puesto que la salida debe ser la misma. Se dice a 
veces que “el sistema es invariante respecto a un cambio en el origen del 
tiempo". En forma más precisa lo que se quiere decir es que si y = L(f) y 
y* = ¿(P), donde f*(/) = f(/-ó') y f(/)=0 para / < 0, entonces y*(/) = 
y (t — ó). Si la entrada de un sistema estacionario se cambia en el tiempo en la 
cantidad ó > 0, entonces la salida es cambiada en el tiempo la misma cantidad. 
Esto sigue fácilmente de 9.4 por un simple cambio de variable en la 
integral: 


y *(0 = 


e Ml ~ 5) f(s-ó)ds = 


n 


e Mt ~ 5) f(s-S)ds 


*t-ó 

J 


e Mt ~ 6 ~ u) f(u)du = y (t-ó). 


En términos de la solución matricial principal P la diferencia entre coefi- 
cientes constantes y coeficientes no constantes es ésta: para A una matriz 
constante 

P(t)p- l (s) = P(i-s); 


para matrices no constantes esto no es cierto (véase el problema 5). 

Nota. En la anterior discusión nos limitamos a funciones f continuas 
sobre < — oo, oo>. Todo lo que aquí hemos dicho puede extenderse a 
funciones integrables sobre < — oo, oo>. Si f es integrable sobre < — oo, oo>, -v 

entonces x se dice que es una solución de x = Ax + f sobre < — oo, cx>> 
si x es continua sobre < — oo, oo> y satisface la ecuación diferencial en 
todos los puntos en que f es continua. 
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Si g es integrable sobre < —oo, oo> la siguiente extensión del 


rt 


te °renu 


fundamental del cálculo es cierta: si G(í) = 


g(s)ds, entonces G 


es 


conti nua sobre < — oo, oo> y en cada / donde g es continua G'(r) ^ Q ( t \ 
S c sigue de ello que 


x(f) = P (í)c + P (í) 


P~ l (s)i(s)ds 


es la solución sobre < - oo, oo> de x(/) = A(t) x(f) + f(f) que satisface 
x(0) = c. En particular, no debe tenerse duda alguna en cuanto a lo 
correcto de aplicar lo que aquí hemos aprendido a entradas continuas 
a trozos (problema 3, pág. 635). 

Debe tenerse presente que la ecuación diferencial lineal de segundo orden 
9.5 x(t)+b(t) x(t) + c(t) x(t) = f(t) 


es un caso especial del sistema 9.1. Un sistema equivalente es 


9.6 


Aquí x — 



x(0 = y(0 

y(0 = ~c(0 x(t)-b(t)y(t)+f(t). 




La solución x de 9.5 


es el primer componente de x. Así pues, el teorema de superposición nos 
dice que, si x¡ es una solución de x(t) + b(t) x(t) + c(t) x(t) = f¡(t), 

ft n 

entonces X c ¡ x ¡ es una solución de x(/)H-6(f) x(f) + c(f) x(/) = X 

(=1 i = 1 

Para coeficientes constantes b y c, correspondiéndose con 9.4, tenemos que 


r* 


9.7 



w(t-s)f(s) ds 


es la saüda para una entrada /, donde w es la solución de x(t) + bx(t) + 
cx(t) = 0 que satisface m?( 0) = 0, ú?(0) = 1. 



FIGURA 6 


El príncipio de superposíción 
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9.8 Ejemplo. 


Determínese la respuesta (la salida) de 

x + 6x + 5x = f 


al impulso de entrada cuadrado 



t < 0 
0 < f < 1 
í 5* 1 . 


SOLUCIÓN. La ecuación característica es X 2 + 6X+5=0, y ías raíces 
características son X= —I, —5. Encontramos entonces que 

I w(t) = \(e~* -e~ 5t ). 


Sea u la función de escalón unitario (m(/) = 0, t < 0, w(/)=l,/^0). 
Entonces el pulso cuadrado /(/) = u(t)-u(t- I) (figura 6). La respuesta y 
a la función de escalón unitario es (problema 7, pág. 636): y(t) = 0 para 

/ < 0 y 


y(t) = w(t — s)u(s)ds 

J 0 


w(s) u(t — s)ds 


w(s) ds 
o 




= T-Í« ' + 2*o e 5 ' P ara 


Este es un sistema estacionario (de coeficientes constantes). Luego la 
respuesta y * correspondiente a Ia entrada u(t— 1) es >?*(/) = y(t— 1). Por 
tanto, la respuesta x al impulso cuadrado es 


I x(t) = y(t)-y(t- 1). 

Esta salida se ha representado en la figura 7. 



FIGURA 7 
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Algunas consecuencias simples del principio de superposición son: 

9.9 Corolario. Cualquier combinación lineal de soluciones de la ecuación 
homogénea x(/) = A (/) \{t) es también una solución. 

Prueba. Hágase f 1 = f 2 = 0 en el teorema 9.2. 

9.10 Corolario. La soiución generai de ia ecuación completa x(/) = 
A (0 x(/) + f(0 es solución generai de ia ecuación homogénea más cualquier 
soiución particuíar de la ecuación completa. 

Prueba. Sea y una solución (particular) de x = /4x + f y sea x cualquier 
otra solución. Entonces, según el principio de superposición x-y es una 
solución de la ecuación homogénea. De donde x(0~y(0 = P(t)c y 
x(0 = P(t)c + y(t). De nuevo, según el principio de superposición, toda 
función de esta forma es una solución de la ecuación completa, de donde 
ésta es la solución general. 


Problemas 

1. Determínense las respuestas x y x de 

a) x + \0Ax + x = / 

b) x + 110x+ 1 OOOjc = / 

donde / es el pulso cuadrado del ejemplo 9.8. Grafíquense las respuestas 


2. Resuélvase el ejemplo 9.8 con 


a) f(Ú = 


0 , 

- I, 

0 » 


t < 0 

0^t <i 


b) f(t) = 


0, 

1, 



t <0 
0 4 t < 5 

5 ^ t. 


3. Determínese la respuesta xde x + 10x + 24x = /donde 


a) f(t) 


0, t < 0 
í, 0^t 


b) f(t) = 


0, 

f, 

U 


t s$o 

0 ^ t ^ 1 
1 < t 


c) f(t) 


0, t ^0 

L 0 < t ^ 1 

2 — f, 1 ^ t ^ 2 

0 , 2 ^ t . 


Dibújense las gráficas de las entradas y salidas. 
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4. Suponiendo la unicidad de las soluciones, pruébese que si P(t) es 
]a solución matricial principal de X(t) = A (t) X(t\ entonces 9.3 es la 
solución de x(/) = A(t) x(/) + f(/) que satisface x(0) =0. 

T 

5. Supongamos que +(/) es continua para todo /. Sea P la solución 
matricial principal de X = A(t)X. Pruébese que, si P(t)P~ l (s) = P(t-s) 
para toda / y toda s y entonces A(t) es una matriz constante. 

6. Si ico no es un valor característico de A , pruébese que 

x(í) = e A, c+(io>I-Ar l be io>t 
es la solución general de 

x = Ax + be io>t . 

Conclúyase de aquí que, si A no tiene valores característicos imaginarios 
puros, entonces 

n 

x(í) = e A 'c + X (ia) k I-Ay'b k e i °“‘' 

k = 1 

es la solución general de 

;• x(í) = Ax(t) + ¿ b k e iü,kt . 

k=l 

7. Determínese una solucion particular de cada una de las siguientes 
ecuaciones diferenciales: 

a) x(t) — 2x(t)—y(t) b) x — x+y — 2 cos 

I y(t) = x(t)+y(t) + 4 cos 3 / y = x—y — 4 sen 

c) x(t) = x(/)+^(/)-cos2/ d) x(t) + 5x(t) + 3x(t) = cos 10/ 
y(t) = x(/) -+(/) + sen 3 / 

e) 3x(t) + lx(t) + 9x(t) — cos t — ± cos 3/. 


10. OSCILACIONES LINEALES. x = Ax + i 

AI estudiar el sistema lineal 
10-1 x = Ax + f 

ha sido una matriz compleja y f una función vectorial compleja. La 
raz ón para tomar como sistema numérico el campo complejo fue 
• e ^utroducir valores característicos y vectores característicos. Nuestro 
_ ^ ere$ , sin embargo, recae primariamente en los sistemas reales y en las 
üciones reales. Supondremos por ello en toda esta sección que A es una 
nz constante real y f una función vectorial real continua sobre < — oo, oo>. 
9ue queremos es investigar en forma más detallada que anteriormente 
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el carácter de las soluciones reaies de 10.1. Nos interesarem ( 

mente en las soluciones periódicas. 0s parí icüla r . 

Comenzaremos por discutir las soluciones reales de 
homogénea a 


ecu ació n 


10.2 


x = Ax. 


Sean A, y k 2 los valores característicos de A. Pueden, des„H 
reales o complejos. Si son complejos, entonces, como A 6 Ueg0 > «r 
complejos conjugados uno de otro. £1 carácter de Ias soluci« n !f "f 1, SOn 
de la naturaleza de y X 2 . ° 

Caso 1. , k 2 reales y distintos (2, # / 2 ). 

Designemos por /, a la mayor de las dos raíces (X x > ^ , 

y y2 vectores característicos correspondientes. Como A y a ^ V 

característicos son reales, los vectores característicos son re^ales SuZ* 
dremos, lo que desde Iuego podemos hacer, que los vectores ccaracterístico' 
v 1 y v 2 son unitarios. La solución general de 10.2 es 


10.3 


x(/) = c, e Ált y l +c 2 e Ált \ : 


Foda solución x de 10.2 define una curva y en el planao. Queremos 
investigar primero Io que sucede a la dirección de y cuaindo /-> oo y 
cuando /-»■ - oo. Si Ax° = 0, entonces el punto x° se llarma estado de 
equilibrio o punto critico del sistema 10.2. Así pues, si x u es un estado 
de equilibrio x = x es una solución de 10.2 y la curva ssolución y es 
simplemente un punto. Si X x y X 2 son distintas de cero, entoonces A es no 
singular y el único estado de equilibrio es el origen. Si 2, =0, entonces 
A\ x =0 y todo punto sobre la recta que pasa por el origeen y tiene la 
dirección de v 1 es un estado de equilibrio. En cualquier p »unto que no 
sea un estado de equilibrio, Ia curva solución y tiene un vecrtor tangente 
unitario 


c 1 X 1 e l "\ l + c 2 X 2 e iL1 'y 


M r„2 


*(0 _ 

1*0)1 (C, 2 k^e^'+lc, c 2 A, A 2 e Wl • y* + c 2 2 JL 2 a é t *V 


c x X\ v 1 + c 2 Á 2 e a2 Át)í \ 2 


)t\U2 


(c ¡ 2 X, 2 + 2c ¡ c 2 X ¡ X 2 e <;i2 - i ' ) ’y , -y 2 + c 2 2 X 2 2 e 2a ^ ÁU,,, '> 

Como /, > / 2 , vemos que 

i) Si c x X x ^ 0, la tangente unitaria a la curva solucrP n ? 
a ± v 1 cuando / -> oo. 

Análogamente, 

ii) Si c 2 X 2 # 0, la tangente unitaria a la curva solucf ,nn ^ 
a ±\ 2 cuando /-* — oo. 


tiendc 


tiende 
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gsto está ilustrado en las figuras 8 y 9. E1 significado de c, X t = 0 es claro. 
gj =0 Ia solución comienza sobre la recta if 2 a través del origen en 
¡a dirección v 2 (ecuación 10.3) y permanece en esta recta. Si X x = 0, 
entonces todas las curvas solución son rectas paralelas a v 2 . 






1 a ) Vahres característicos negativos (X 2 < X x < 0). Se sigue entonces 

de 10.3 que 

’**) Toda solución x(0-*0 cuando /-» oo. 

£j 

estado de equilibrio en el origen se dice entonces que es “asintótica- 
me nte estable”. No importa hasta qué punto el sistema esté perturbado, 
siernpre tiende a volver al estado de equilibrio. Además 

J v) |x(/)| oo cuando / ^ - oo (x(0) #0). 

ífi° n ^ obtenida (i-iv) podemos dibujar las curvas solución 

fcUra ^)* En este caso, el estado de equilibrio 0 se llama nudo o nodo 

cstable. 
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16) Valores característicos positivos (Á x > Á 2 > 0). Es análogo al la) 
si reemplazamos t por — t. Las flechas en la figura 8 tienen que invertir 
su dirección. Todo Io cerca del origen que queramos hay soluciones que 
dejan la vecindad del origen (cualquier vecindad dada). E1 estado de 
equilibrio se dice que es inestable” y se llama nudo o nodo inestable. 

\c) Un valor característico positivo y otro negativo (Á 2 < 0 < X { ). 
Vemos, por 10.3, que hay solamente dos curvas solución que tienden al 
orjgen. Estas se corresponden con c, = 0 y c 2 > 0 o c 2 < 0. Todas las 
otras soluciones tienden a infinito cuando t —> oo. EI origen es “inestable’' 
y se Hama punto de ensilladura (figura 9). 

Caso 2. Raíces complejas. =/t + ico, Á 2 = ico. 

Aquí en el plano, que es real, no tenemos ya vectores reales 
característicos. Con A real Ias raíces son complejas conjugadas una de 


10] 


Oscilaciones lineales. \ = Ax + f 


647 


la otra y así lo son los vectores característicos. De donde las soluciones 
reales están dadas por 

x(t) = c^v 1 e (ft+im)t + c ,vV ~ ito)t 

*• = 2RI(c, \ l e (0+iXú)t ) 

donde c x es un número complejo arbitrario. Sea v 1 = u + /v donde u y v 
son vectores reales linealmente independientes (problema 3), y 2c, = ae lb . 
Entonces la solución general real es 

10.4 x(/) = ae pt [cos (cot + J)u — sen (cot +J) v]. 

De donde, cuando cot + 3 = kn, la solución está en la dirección u. 
Cuando (x)t+S~ \(2k+\)n Ja solución está en la dirección v. Los 
componentes en las direcciones u y v oscilan y están 90° fuera de fase. 
2a) Raíces imaginarias puras (2, = ico, Á 2 = ~ia>). Aquí 

x(0 = a [cos (cot + 6) u — sen (a>t + <5)v], 

y toda solución es periódica con periodo 2?r/w. Las curvas solución son 
curvas cerradas. Si u y v fueran ortogonales, serían elipses con centro 
en el origen. De otra forma, son elipses distorsionadas (figura 10). Las 
soluciones que comienzan cerca del origen permaneccn cerca de él. 
E1 origen es “estable” y se llama centro . 



26) Partes reales negativas (fi < 0). Observando 10.4 vemos que 
x (/) 0 cuando / -► oo. Las intersecciones sucesivas con las rectas 

que parten del origen en las direcciones u y v se mueven hacia cl origen 
a medida que el tiempo aumenta, y las curvas solución se enroscan en 







































































FIGURA 11 Foco estable (/? < 0) 


espiral alrededor del origen. E1 origen es asintóticamente estable y se 
llama foco estable (iigura 11). 

2 c) Partes reales positivas (fl < 0). Aquí las soluciones se enroscan 
en espiral alrededor y bacia afuera del ongen. E1 ongen es inestabl y 
se llama foco inestable. Las curvas solución son como las de la figu 
con las ñechas en dirección contraria. 

ComoX las^raíces'son reiles. Si las raíces son negativas, todas 

las soluciones tZ a cero cuando «o. E1 origen es asintóti— 
estable y el cuadro no es muy diferente del que aparece en la figura 
(figura 12) Las soluciones no oscüan y el origen es una vez mas un 
módulo estable. Si las raíces son positivas, el origen es mestab e y se 
nodo inestable. 

Jscilaciones forzadas. Deseamos discutir las soluciones penodicas <ie ^ 

S. coieta 10.1 cuando f*». L»> » ' 

‘oscilaciones forzadas”. Sea g una func.on vectonal defimd 

(-oo.oo). La función g se dice que es penod.ca 51 P ard dl& iod0 

de g Las funciones periódicas triviales son las funciones constantes. S^ g f 
una solución periódica no trivial, tiene un periodo P °f'J e ° r Jf m í ni mo. 
Llamaremos a tal periodo positivo mimmo, simp emetr soluC ¡ 0 nes 

Hemos visto que la ecuac.ón homogenea x , , i ma gi- 

periódicas no triviales si y sólo si las raices caractens ica ¡ via l) 

narias puras. Cuando A = to. todas las soluc.ones (salvo la solucion 


FIGURA 12 Nodo estable (k x = k 2 < 0) 




son periódicas con periodo mínimo Ik/co. Éstas son las llamadas 
“oscilaciones libres"’ deí sistema. Queremos ahora discutir las oscilaciones 
forzadas. Son éstas, como hemos dicho, las soluciones periódicas de 

^•5 x = Ax + f, f #0. 

Observamos primero que si debemos tener soluciones periódicas necesitamos 
suponer que el término forzante f es periódico. 

Lema. Si x = Ax + f tiene una solución periódica de periodo mínimo 
r o> entonces f es periódica de periodo T 0 . Si T es el periodo mínimo de f, 
e ntonces T 0 ~kTpara algún entero positivo k. 

J^Ueba. Sea x una solución periódica de 10.5 de periodo mínimo T 0 . 
Entonces x es también periódica de periodo T 0 . Como f(í) = x(/) — Ax(t), 
^ sigue que f es periódica de periodo T 0 . Si f es periódica de periodo 
jj^nimo T, entonces sus únicos periodos positivos son T , 2T 7 ...» kT, ... 
0r tanto, para algún entero positivo k , T 0 = kT. Y esto completa la prueba. 
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En conexión son este lema, si T 0 — kT con k > 1 la solución periódica 
se llama subarmónica de orden k. Se dice que es “sub" porque la frecuencia 

de la solución periódica es — — —, que es un /c-ésimo de la frecuencia del 

T 0 k T 

término forzante. Por ejemplo, la solución general de 

10.7 x+jc = cos 2/ 

es a cos (r + <5)—J cos 2t. EI periodo mínimo del término forzante cos 2 1 es 
Ti. Si fl 0, la solución tiene un periodo mínimo igual a 2n, y estas 
soluciones son subarmónica de orden 2. La única solución de periodo n 
es — ^ cos 2 L que corresponde a a — 0. 

Si 10.5 ha de tener soluciones periódicas, de acuerdo con el lema 10.6 
debemos suponer que f es periódica. Pero esto en sí no impíica, sin embargo, 
que habrá soluciones periódicas. Un ejemplo es 

x + x — cos /. 

La solución general es a cos (/ + £>) +^/ sen /, y no hay soluciones periódicas. 
Lo que es particular en este ejemplo es que hay una oscilación libre cuyo 
periodo es el mismo que el del término forzante. Lo que queremos demostrar 
es que si no es éste el caso, siempre hay soluciones periódicas. Llegamos 
a este resultado a través de varios lemas que en sí mismos son de interés. 

10.8 Lema. La ecuación homogénea x = Ax tiene una solución periódica 
distinta de cero de periodo T si y sólo si I~e A1 es singular. 

Prueba. La solución general es x(t) = e At c. Hay entonces una solución 
periódica de periodo T si y sólo si e A{,+ T) c = e Al c para todo t o 
e At e AT c — e At Ic para toda /. Por tanto, hay una solución periódica distinta 
de cero si y sólo si la ecuación 

(I~e AT ) c = 0 

tiene una solución distinta de cero c. Esto es cierto si y sólo si l—e es 
singular. 

Lo que nos interesa respecto a lo que acabamos de afirmar no es que 
nos dé un criterio sobre la existencia de soluciones periódicas de x = Ax- 
Esto ya era conocido. Lo quc es importante es que, como sabemos acerca 
de soluciones periódicas de x = Ax. el lema 10.8 nos da un críterio sobre 
la no singularidad de /— e At . 

10.9 Lema. Supongamos que f es periódica de periodo T. Entonces un 
solución x de x = Ax + f es periódica de periodo T si v sólo si x(0) — x(T)- 

Prueba. La necesidad de la condición es trivial; si x es periódica 
periodo T. entonces xfz+D^x^/) para todo /, y por tanto. x(7’) = x(0)- 


Oscilaciones lineales. x = Ax + f 


651 







10 ] 

para probar la suficiencia de la condición supongamos que x es una solución 
y que x(0) = x(7'). Definamos y(/) = x(/+7"). Entonces 

v 

y(0 = - x(/ + T) = x(í+T) 

dt 

= Ax(t + T) + f(t+T) 

= Ay(t)+f(t), 

y y es también una solución. (Aquí hemos usado el hecho de que f es 
periódica de periodo T.) Como y(0) = x(T) = x(0), tenemos, según la 
unicidad de las soluciones, que x(/+ T) = y(t) = x(/) para toda /. Y esto 
completa la prueba. 

Llegamos ahora al resultado principal. 

10.10 Teorema. Sea f continua y periódica de periodo T. La ecuación 
x = Ax + f tiene una solución periódica única de periodo T si y sólo si la 

ecuación x = Ax no tiene solución periódica alguna distinta de cero de 
periodo T. 


Prueba. La solución general de x = +x + f es 


x(/) = e A, c + 


AU~s) 


f (s) ds . 


De acuerdo con el lema 10.9, hay una solución periódica de periodo T si 
y sólo si 

í* T 

e' 


c = e AT c + 


> A(T ~ s) f(s)ds; 


es decir, si y sólo si para algún c 




(I-e AT ) c = 


,A(T-s) 


f (s)ds. 


Así pues, hay una solución periódica única si y sólo si Ia anterior ecuación 
hene una solución única c. Esto es cierto si y sólo si I~e AT es no singular, 
y la conclusión de este teorema se sigue del lema 10.8. 

Nótese que el anterior teorema implica la existencía y unicidad de una 
solución periódica de periodo T. Por ejemplo, la ecuación diferencial 
homogénea correspondiente a 10.7 no tiene ninguna solución periódica 
istinta de cero de periodo n. La ecuación completa tiene una solución 
pcriódica única de periodo 7r, pero una infinidad de soluciones periódicas. 

enemos, sin embargo, como una sencilla consecuencia del anterior 
teorema y del lema 10.6: 
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10.11 Corolario. Sea f continua y periódica con periodo mínimo T. Si 
x = Ax no tiene ninguna solución periódica de periodo kTpara ningún entero 
positivo k, entonces x = /fx -f f tiene una solución periódica única , y esta 
solución periódica tiene periodo T. 

Prueba. Según el lema 10.6 las únicas soluciones periódicas posibles son 
las de periodo kT donde k es un entero positivo. De acuerdo con el 
teorema 10.10 hay, para cada k = 1, 2, ... una solución periódica única de 
periodo kT. De donde, como la solución periódica de periodo T tiene 
también periodo kT para -cualquier entero positivo k, ésta es ía única 
solución periódica posible. 

Las condiciones de este corolario son ciertamente satisfechas si las 
raíces características de A tienen partes reales no nulas. También se satis- 
facen si hay raíces características imaginarias puras ±ícu(cu> 0), pero 
2nlo)^kT para k- 1, 2, ... Sin embargo, en este último caso de raíces 
imaginarias puras hay una infinidad de lo que se Ilaman soluciones “casi 
periódicas" que se comportan en cierta medida como soluciones periódicas. 

Supongamos que las raíces características de A tienen partes reales 
distintas de cero. Entonces hay una solución periódica única de x = dx + f 
y esta solución periódica tiene periodo T. (Aun estamos suponiendo, 
desde luego, que f es periódica de periodo T.) Denotemos esta solución 
periódica por x(/). Si hay una raíz característica de A con parte real 
positiva, entonces hay soluciones y de x = Ax con la propiedad de que 
|y(0l oo cuando / -*■ oo. Ahora bien, cy + x es una solución de x — + x + f 
para toda c. Así pues, arbitrariamente próximas a la solución periódica 
hay soluciones que no permanecen próximas, y la solución periódica se 
dice que es “inestable”. Si todas las raíces características tienen partes 
reales negativas, entonces toda solución y de x = Ax tiene la propiedad 
de que y(/)-+0 cuando /-► oo. Toda solución de x = +x + f es de la forma 
y + x, de donde toda solución tiende a la solución periódica x cuando t-+ °°- 
Esta solución periódica x se Ilama, entonces, solución de estado estable. 
Así pues, si x es una solución cualquiera que satisface x(0) = x°, entonces 
x = y + x, donde y es la solución de x = Ax que satisface y(0) = x° -x(0). 
A la solución y se le Ilama transitoria , ya que tiende a cero cuando t-+ 00 
y describe la forma en que la solución se aproxima a la solución de estado 
estable. 

10.12 Ejemplo. Determínese la solución de estado estable de 

x + 2ax + x = cos /, 
cuando á) x = 100, b) a = 0.001. 

Solución. Para un término forzante sinusoidal es particularmente 
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encontrar la solución de estado estable. Consideremos la ecuación más 
general 

10.13 x + 2ax + a> 0 2 x = cos cot. 

E1 polinomio característico es (p(X) = A 2 + 2aA + o> 0 2 , y vemos para a > 0 y 
a? 0 2 > 0 que las raíces caracteristicas tienen partes reales negativas y hay 
una solución de estado estable. Una sencilla forma de determinar la solución 
de estado estable es considerar Ia ecuación 


10.14 x + 2ax + cu 0 2 x = e ttot , 

y buscar una solución particular de la forma ae ltút . Sustituyendo en la 
ecuación nos da 

ae ltot ((ito) 2 + 2a(ico) + Cí> 0 2 ) = a(p(ioo)e tait = e lcot . 

Como no hay raíces características imaginarias, (p(ico) # 0 y 


(p(ico) 

Esta es entonces la solución de estado estable de 10.14 (podemos ahora 
decir que esto es una consecuencia del teorema de superposición) y la 
soíución de estado estable x(/) de 10.13 es 


x (t) = RI 




Para la ecuación particular de este ejemplo (co = co 0 = 1) 


x (/) = RI 




1 

— sen t . 
2a 


La salida tiene la misma frecuencia que la entrada (a esto se le Ilama 
resonancia), y la salida está 90° fuera de fase respecto a la entrada. La 
derivada x está en fase con la entrada. La amplitud de la solución de estado 
estable depende inversamente de a. Las soluciones son: 

a) x(t) = 0.005 sen /. b) x(/) = 500 sen /. 


Problemas 

1. Determínese para cada uno de los siguientes sistemas la naturaleza 
del equilibrio estable (nodo estable, foco estable, punto de ensilladura, etc.) 

a) x = 2x + 4y b) x = x~y 

y = 5x + 3y y = 3x+7y 

c) x — 3x — 2y d) x — x — 5y 

y = — 4x + 7p y = 12 x—y 
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«) x = 2x —3 >í /) jc = x + Sy 

y = 6x—y * > = 12x —y 

g) x = x—3y ' 

• y = 6 jc — 2 y . 

2. Pruébese que el estado de equilibrio del sistema 

x = a u x+a í2 y 

y = a 21 x + a 22 y 13 

es estable si 

a Il«22“■«12«2I > 0 y ^ll+«22<0; 

inestable si 

a u a 22 — ^ 12^21 < 0 o a u +a 22 >0. 

3. Pruébese que: 

a) Si u + iv y u —iv son vectores linealmente independientes, donde u 
y v son vectores reales, entonces u y v son linealmente indepen- 
dientes. 

b) Si A es una matriz real con valores característicos complejos, 
entonces las partes real e imaginaria de un vector característico 
son vectores linealmente independientes (es decir, si w = u+ /v es 
un vector característico de A, con u y v reales, entonces u y v son 
linealmente independientes). 

4. Determínese la solución de estado estable de 

a) ií + 3x + 25x = cos cu/ 

b) 3c + 0.003x + 25x = 1 +cos cot 

c) x = x+2y + cos t 

y = —3x—2 y + sen t . 

5. Determínese en qué frecuencia angular co la amplitud de la solución 
de estado estable toma su valor máximo y determínese la amplitud máxima. 


a ) x + 5x = cos cot 

b) 10x + 25x+ I60x = cos cot 

c) lOx + 0.001 x + 160x = cos cot 

d) lOx+ 0.001 x+ 160x = cos {cot + ó) . 


6. Determínese la solución de estado estable de x + x + 2x = /donde/ 
es periódica de periodo 1 y 



0 ^ t < ó 
S ^ t < 1. 


7. Pruébese que si f es periódica de periodo T y si x = Ax + i tiene una 
solución a.cotada para todo t ^ 0, entonces el sistema tiene una solucion 
periódica de periodo T. 
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11. OSCILACIONES LINEALES. x + 2 ax+co 0 2 x=f 

E1 estudio de las oscilaciones (vibraciones) de los sistemas mecánicos y 
eléctricos siempre envuelve una ideaiización considerable del sistema 
físico, y una aproximación primera al sistema bastante natural es suponer 
que éste es lineal. E1 comportamiento de los sistemas simples (un grado de 
libertad) puede a menudo describirse por una ecuación diferencial de la forma 

11.1 x + 2ocx + cu 0 2 x = / 

donde oc y oj 0 son constantes positivas. Un ejemplo mecánico típico es el de 
una masa m unida a un muelle “elástico” con frenamiento “viscoso” 
(figura 13). Los términos “elástico” y “viscoso” indican que el muelle y 



FIGURA 13 








el frenamiento se supone que son lineales. Denotemos por x(t) el desplaza- 
miento de la masa m desde su posición de equilibrio a su posición en el 
instante t. La fuerza del muelle es —kx(t) y la fuerza de freno es —px(t). 
La constante k mide la rigidez del muelle y se llama “constante del muelle” 
y a P se llama “constante de freno”. Sea F(t) la fuerza aplicada (externa) 
e n el instante /. La ecuación vectorial de movimiento está de acuerdo con 
la segunda ley de Newton 


0 bien 

11.2 


mx(t)= — px(t) — kx(t) + F(t) 


mx + Px+kx = F. 



Una analogía eléctrica de este oscilador mecánico simple es un circuito 
con una resistencia, una bobina y un condensador en serie (figura 14). 
Sea q(j) | a carga del condensador, /(/) = q(t) es la corriente, y E(t) es el 
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P. 1i 


voltaje aplicado. Los tres eiementos están idealizados como elementos d 

circuito linealmente colocados. La caída de voltaje a través de la bobina- 

/'H 

LD,i(t) = Lq(t), y la caída de voltaje a través del condensador es -I 


9(0. 


Por la segunda ley de Kirchhoíf 


11.3 


1 


Lq + Rq H— q — E 
C 


A L se le Ilama “inductancia”, a R “resistencia”, y a C “capacitancia” 
E1 comportamiento de cada uno de los anteriores sistemas está descrito 
por una ecuación diferencial de la forma 11.1 con coeficientes positivos. 
En el ejemplo mecánico: 

2a = p/m , cúq 2 = kjm, y / = Fjm. 

En el ejemplo eléctrico 

2a = R/L, co 0 2 = \¡LC , y / = E/L. 


FIGURA 14 


R 



Movimientos libres . Suponemos aquí que no hay fuerzas (o voltajes) 
externas: / = 0. La ecuación diferencial es entonces Ia ecuación homogénea 

11*4 x + 2ax+co 0 2 x = 0. 

Consideremos primero el caso en que no existe frenaje alguno: a = 0* 
Entonces la ecuación diferencial es 

x + cüq 2 x = 0, 

cuya solución general es 

x(t) = a cos (co 0 / + ¿). 

La frecuencia de la oscilación es co 0 y se le llama frecuencia natural de 
oscilación del sistema. De donde para Ios sistemas mecánicos y eléctricos 
la frecuencia natural de oscilación está dada por 


OJ n = — 



Vlc 


11.5 


m 


y co 0 = 
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La frecuencia natural oj 0 no depende de las condiciones iniciales y es una 
característica importante del sistema. Nos daremos más cuenta de la 
importancia de esto a medida que nüestra discusión progrese. La amplitud A 
y \afase Ó de la oscilación libre depende de las condiciones iniciales. 

Con frenaje (a > 0) la ecuación característica para las oscilaciones 
iibres es 

11.6 <p(Á) = X 2 + 2ocX + co 0 z = 0 

donde (a = p/2m y a = R/2L). 

Las raíces características son 

11.7 X x = — a + ^/a 2 —co 0 2 , X 2 = — a —^/a 2 — cu 0 2 . 

Queremos discutir las curvas solución en el plano así como las gráficas 
de x, y para esto introduciremos el sistema equivalente 


11.8 


Aquí A = 




0 1 
— co 0 2 — 2 a 


y = -co 0 2 x~2ccy. 

I. Los valores característicos de A están dados por 


11.7 y vectores caracteristicos correspondientes son v 1 = y2 = 

En el ejemplo mecánico x es el desplazamiento y y la velocidad. En el 
ejemplo eléctrico x es la carga y y la corriente. E1 origen (x = 0, y = 0) es 
el único punto de equilibrio del sistema bajo nuestra hipótesis de que a > 0 y 
co 0 > 0, que se aplica a nuestros ejemplos físicos. Las raíces características 

tienen partes reales negativas. E1 estado de equilibrio ^ ^ ^ 

asintóticamente estable: con frenaje todo movimiento libre tiende al origen 
(el estado de equilibrio) cuando t tiende a infinito (x(/) -► 0 y x(/)->0 
cuando t -► oo). 


Caso /. Asentamiento. a 2 > ca 0 2 (fi 2 > Akm , R 2 C> 4 L). 

Las raíces características X x , X 2 son reales y negativas (X 2 <X¡ < 0) y los 
vectores característicos son reales. La solución general es 



c 



+ c 2 e Á2 \ 


2 . 

í 


es decir, 

x(t) = c 1 e 2l, + c 2 e 22f 

¡ y(t) = x (/) = c x X x e kxt + c 2 X 2 e Á2t . 

El * 

ongen es un nodo estable. Las curvas solución se muestran en la 
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figura 16. Para el circuito eléctrico generalmente se está más interesado en 
la corriente (es más facil de medir) y se puede graficar y = x en lugar de x. 
La figura 15 muestra el comportamiento tanto de x como de x. 

Caso 2. Oscilaciones amortiguadas oc 2 < (o 0 2 (fi 2 < 4 km, R 2 C < 4 L). 

Las raíces características son complejas con partes reales negativas. 
E1 vector característico v 1 e$ 


r 1 = | ^ ) donde 


(ú 2 = ú) 0 2 -<x 2 


t . 1 \ /o 

De aquí que v 1 = u + iv, donde u — II y v — 
general es (10.4, pág. 647) 

x 


y la solución 


= ae”* 1 [cos (cü! í + 5)n — sen (ciM + ¿)v]; 


Y-X 
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1. Estado inicial en el primer cuadrante (figura 15): 

2. estado ínicial sobre el eje X; 

3. estado inicial en el cuarto cuadrante debajo de 2 

FIGURA 16 


es decir, 

x(/) = ae~ at cos (w, / + J) 

x(/) = y(t) = — ae ^lci cos (a;, / + ¿>) + cu, sen (cu, / + <5)]. 

E1 origen es un foco estable (figura 17) y tenemos oscilaciones amortiguadas 
(figura 18). 



FIGURA 17 ot 2 < 0) 0 2 


























































































FIGURA 18 Oscilación amortiguada a 2 <a> 0 2 


Caso S. Frenaje crítico. 

Es éste el caso frontera entre el asentamiento y las oscilaciones 
amortiguadas. Aquí A, = Á 2 = Hay una sola dírección característica 



). La solución general es (pág. 612) 

7 

es decir 

x(t) = (c t +c 2 t)e~ at 
y(t ) = (c 2 -aci-ac 2 /)e _< “ . 
EI origen es un nodo estable (figura 19). 
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Oscilaciones forzadas. Sabemosporlo que hemos aprendido en Ia sección 
precedente que, como las raíces características tienen partes reales negativas, 
Ia ecuación 

x + 2ocx +oj 0 2 x — f 

tiene una solución de estado estable para cada término forzante periódico/. 
Toda solución entonces tiende según que t —* <x> a esta solución de estado 
estable. Es particularmente fácil determinar la solución de estado estable 
para entradas sinusoidales cos cot. Consideramos las ecuaciones 

11.9 c(x + 2 gcx + üj 0 2 x) — a cos cot 

y 

11*1® c(x + 2ocx+w 0 2 x) = ae tmt 9 donde c = m o L. 

La parte real de la solución de estado estable de 11.10 es la solución de 

estado estable de 11.9. Busquemos una solución de estado estabie de 11.10 
de la forma 

| x (t) = he i<at . 

Sustituyendo en 11.10 obtenemos como la ecuación para h 

1 ; c((ioj) 2 + 2<x(iüj) + oj 0 2)he itít = ae i<ot 

o bien 


< p(i(o )’ 









donde cp(X) — c(Á 2 + 2 gcX + üj 0 2 ) es el polinomio característico. De donde 
la solución de estado estabie de 11.10 es 


x(t) = 


a 


ta>i 


<p(‘(o) 


Haciendo <p(iw) = p(w)e M ^, obtenemos como solución de estado estable 

de Ij .9 


x(t) = R1 

— e im ' 

= RI 

^ ^ÍKoi-dCtoh 


J(pOoj ) J 


.pM 



a 

-cos (a»/-¿>(cu)), 

P(üj) 


P 2 (üj) = \<p(ico)\ 2 = [4oc 2 üj 2 + (üj 2 -üj 0 2 ) 2 ]c 2 


<>(oj) - arg (<p(iüj)) = \n + arg [2ocoj +í(üj 2 -oj 0 2 )}. 









































































La solución de estado estable tiene el mismo periodo que el término forzante 
Su amplitud es la de la entrada amplificada por el factor k(a>)= 1 /p( c 0 \ 
y su fase está corrida respecto a la de la entrada en S(co) radianes. Ahora’ 

11 <p(ia>) = ia>\ 2a + - (a> 2 -a> Q 2 ) 

L co 

En el ejemplo mecánico c = m,a = P/2m, a> 0 2 = 'k/m, y 



En el ejemplo eléctrico c = L, a = R/2L, aj 0 2 = 1 /LC, y 



Estudiaremos primero el factor de amplificación k(a>) = l/p(w).‘ Encon- 

.remos dónde es un máximo k(a>), que es donde p(a>) es un mínimo. 
Nótese que 

^a, 2 [p 2 (cu)] = 2 c 2 (2 a 2 + cu 2 — co 0 2 ). 

Caso 1. a> 0 2 ^ 2a 2 . Entonces a> 2 + 2a 2 -co 0 2 > 0 para a>> 0: p(co) 
aumenta con w y el mínimo de p(co) ocurre en a> = 0. De donde 
k m&x = 1/P(0) = l/cco 0 2 (figura 20). 

Caso 2. a> 0 2 >2ot 2 . E1 mínimo de p(co) ocurre en a> 2 = a> 0 2 — 2a 2 , y 

^máx = “ y (figura 21). Nótese que cuando a -> 0, w, = 

_2_^Va> 0 2 -a 2 

\/co 0 2 — 2a 2 cu 0 y & máx —► oo. E1 máximo de k (cu) ocurre en la 
frecuencia a> x , que es siempre menor que la frecuencia de resonancia. 
(Ésta corresponde a Ia amplitud del desplazamiento de estado estable 
y la carga del estado estable.) 



FIGURA 20 Amplificación (desplazamiento, carga) 

y frecuencia 





O 


"í w o 


CjJ 


FIGURA 21 Amplificación (desplazamiento, carga) 
y frecuencia (co 0 2 ^ 2a 2 ) 


E1 corrimiento de la fase ¿(cu) 
muestra en la figura 22. 


- Í7t + argj^ 


2a + — (co‘ 
co 


-(O 0 ) se 


] 







FIGURA 22 Corrimiento de fase (desplazamiento, carga) 

y frecuencia (co 0 2 > 2a 2 ) 


Cuando se discute el circuito eléctrico, se está más interesado, en general, 
como antes señalábamos, en Ia corriente. La corriente corresponde a x, 
y el estado estable x es 


x(í) = R1 [ aé m ' 1. 

J 


La cantidad z(co) = cp(ico)/ia> se llama impedancia del circuito. Entonces 
el estado estable x es 


x(í) = R1 é m, \ 

l z(co) J 


donde z(to ) = |^2 a + — (co 2 — cu 0 2 )Jc. 


Para el oscilador mecánico 



z(co) = P + i[ com - 

COj 
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y para el oscilador eléctrico 


z(o>) = R + / 




La impedancia de una resistencia es R , la impedancia de una inductancia 
es icoL, y la impedancia de un condensador es 1 /íojC. La impedancia de 
íos elementos en serie es la suma de las impedancias. 

Haciendo z(co) = y (a>) e i9{0)) , tenemos para el estado estable x (velocidad 
o corriente) 

x(t) = —^—cos (cot — 9((o)), 
y((o) 


donde y 2 (o>) = |z(cu)| 2 


4 ct 2 + 



y 9((o) = arg (z(co)) = 


[2acu + i(co 2 — cu 0 2 )]. 

EI mínimo de y(w) siempre ocurre en resonancia (c o = co 0 ) y, por tanto, 
el máximo del factor de amplificación 1 /y(co) ocurre en co = a> 0 . El factor 
de amplificaeión \/y(co) y el corrimiento de fase 0(co) se muestran en las 
figuras 23 y 24. 



FIGURA 23 Amplificación (velocidad, corriente) 

y frecuencia 



FIGURA 24 Corrimiento de fase (velocidad, corriente) 

y frecuencia 

11.12 Ejemplo. Encuéntrese la solución del estado estable de 

0.5Jc + 0.1 x + 50x = 1 + sen 3 cot 


en co = coq = 10. 
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SOLUCIÓN. 


/ 


sen 3 cot = — (e ttot - 

2 3 v 1 


= - (é’ 3i “' - 3 e‘“' + 3 - e ' 3i “") 

8 


= 2R1 - (e 


(e 3<¡ °' - 3e'“')T 


Queremos, pues, resolver 


11.13 0.5x + 0.1 x + 50x = Rl|j - i (3e‘“‘-e 3i “')l. 

Aquí 

cp(ico) = ~0.5g> 2 + 0.1/o> + 50, 
y la solución de estado estable de 

0.5Jc + 0.1x + 50x = ae i(út 


es 


a 


icot 


(p(ico) 


De donde, de acuerdo con el principio de superposición, Ia solución de 
estado estable de 11.13 es 


x(r) = R1 


1 i 


ia>1 1 

- e — 


.3 ioit 


_(p( 0) 4\íp(ia>) 


(p( 3 /a>) 


En particular, queremos la solución de estado estable correspondiente a 
10. Obtenemos, entonces, 


x(t) = — - Rlf-f- e il0t - 

50 I4\i 


1 


,¿ 30 r 


400 + 3/ 


1 3 1 
=-cos 10/ H- 

50 4 4(16 x 10 4 + 9) 


(3 cos 30/ + 400 sen 30/) 


donde x(/) = — -J cos 10/ es una buena aproximación de la solución 

estado estable. 
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Problemas 

1. Dibújese en el plano (x, x ) (el plano fase) Ias curvas solución de 

fl)x + 5x-f6x = 0 

b) x + 2x-f5x = 0 

c) x + 2x + x = 0. 


2. EI sistema x + 5x + 6x = 0 comienza en el instante / = 0 con x(0) 
y x(0) = v. ¿Para qué valores de v permanece pOsitivo x(t) para: 

a) todo t > 0 ? 

b) todo t ? 

3. Determínese la solución de estado estable para x y x de 

a) 10 3 x + 5x+10 5 x = cos3í 

b) I0 3 x + 5x+10 5 x = sen 3/ 

c) x+ 16x + 36x = a cos cot 

d) x+16x + 36x = acos(a>? + <5) 

é) x + 0.03x+lOOx = sen 10/+ sen 3 10/ 

/) x + 3x + 2x = |cos /| 
g) x + 7x+ 14x + 8x = sen cot 


= 1 


h) 


(Tx 
dt 4 


+ 6 


<r_x 

dt 3 


+ 13 


d 2 x 


dx 


, +12-b 4x = cos cat. 

dt 2 dt 


4. Determínese la solución general de 

a) x + 4x + 4x = e~* cos 3/ 

b) x + ct) 0 2 x = e~ 2aí cos a> 0 t 

c) x + 3x— lOx = a cos cot. 

5. Determínese la amplitud de la corriente de estado estable i = q para 
el circuito cuya ecuación diferencial es 

a) 0.10£+ 1004 + 2 x \0 A q = E cos 120zr/ 

b) 0.104 + 0.104 + 14x 10 4 ? = E cos 120 nt 

c) 0.104+ 10 5 4+14x 10 4 ? = E cos 120 tt/ . 


6. Una boya cilíndrica de a centímetros de diámetro, pesa W kilogramos. 
Flota en una posición vertical en agua cuya densidad es a gramos/cm • 
Proporciónese una fórmula para su periodo natural de oscilación. 

7. En muchos instrumentos sencillos de medida el impulso de entrada 
a medir es /(/) = c para / ^ 0, y la lectura co 0 2 y del instrumento satisface 
Ia ecuación diferencial (/ > 0) 

y + 2<xy + co 0 y = c, y(0) = y(0) = 0. 

Demuéstrese que si a > 0, entonces co 0 2 y(t)—>c cuando /-+ 00 . E1 error x(0 
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en un momento cualquiera / > 0 es entonces x(/) = c— <o 0 2 y(t). Para t > 0 

x + 2a x + oj 0 2 x = 0, x(0) = c, x(0) = 0 


Una medida de cuán rápidamente el error tiende a cero es 


'00 


\x(t)\ 2 dt. 


<X> 


Determínese el valor de a que para todo c minimiza 


\x(t)\ 2 dt. 


8. Con la notación del problema 7 supongamos que x(0) = 0, x(0) = v. 




Determínese el valor de a que minimiza 


|x(Z)| 2 dt para todo v. 


. 

12. ECUACIONES EXACTAS 

En toda esta sección F(x, y) representará una función real con derivadas 
parciales de primer orden continuas sobre un conjunto abierto £ del 
plano R 2 . A(x, y) y B(x,y) serán un par de funciones reales continuas 
sobre £. Usamos y para denotar una curva diferenciable en £ cuya para- 
metrización es x = w(/), y = v(t ), / en <a, b >. La ecuación diferencial 

12.1 A(x,y)x + B(x y y)y = 0 

es entonces una ecuación diferencial de curvas y con la propiedad de que 
en cada punto (x, y) !a curva y es ortogonal a (A(x, y) y B(x, y)). 
Estrechamente asociada con esta ecuación diferencial tenemos la forma 
diferencial A (x, y)dx+ B(x y y)dy. Nuestro primer objetivo es ver cuál es la 
relación entre la forma diferencial A(x y y)dx+ B(x y y)dy y la ecuación 
diferencial 12.1. 

Recuérdese (pág. 000) que la forma diferencial A (x, y)dx + B(x y y)dy se 
dice que es exacta sobre £ si hay una función F con la propiedad de que 


12.2 dF(x y y\ dx y dy) = A(x y y)dx + B(x y y)dy 


para todo (x, y) en £ y cualesquier dx y dy. En íugar de 12.2 escribimos 

dF = A (x, y)dx+ B(x y y)dy. 

Según la definición de !a diferenciai, se sigue entonces que A(x y y)dx + 
B(x, y)dy es exacta sobre £ si y sólo si hay una función F que sobre £ es 
una solución de 


12.3 


dF A, % dF O / , 

— = A(x y y), — = B(x y y). 
cx dy 


12.4 Ejemplo. Determínese si las siguientes formas diferenciales son o 
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no exactas. 

á) cos ydx — x sen ydy 

b) (y+x 2 )dx + xdy 

c) xdy—ydx. 

SoluciÓn. á) Supongamos que dF — cos ydx — x sen ydy. Entonces, 

dF dF 

— = cos y y — = — x sen y. 

dx dy 

La primera de estas ecuaciones implica que F(x, y) = x cos y+ u(y) para 

dF 

un u(y) arbitrario. Entonces — = — x sen y + u(y) y vemos, tomando 

dy 

u = 0, que dF=d(xcosy) = cos ydx~x sen ydy. La forma diferencial es 
exacta sobre R 2 . 

b) Observemos que d(xy) = ydx + xdy y que ¿/(^x 3 ) = x 2 dx. De donde 
d(xy+$x*) = (y + x 2 )dx+xdy, y la forma diferencial es exacta sobre R 2 . 

c) Supongamos que xdy-ydx es exacta con dF = xdy-ydx. Entonces 

dF dF 

— = x y — = -y. 

dy dx 


La primera de estas funciones implica 

F(x,y) = xy + u(x) 

para alguna función u. La segunda ecuación implica que 


ap 

cx 


y + u'(x) 


-y- 


Esto no puede veriíicarsc sobre ningún conjunto abierto de R 2 y, por 
tanto, la forma diferencial no es exacta sobre ningún conjunto abierto de R 2 . 

Si dF= A (x, y)dx+ B(x, y)dy sobre S, diremos que F(x, y) = c es una 
solución sobre S de la ecuación diferencial 

12.5 A (x, y)dx+ B(x, y)dy = 0. 

Así pues, las soluciones sobre S de 12.5 son las curvas de nivel F(x,y) = c 
en S. Por ejemplo, las soluciones sobre R 2 de xdx+ydy = 0 son los círculos 
de la famüia de círculos x 2 +y 2 = c 2 . 

Vimos, en el ejemplo 12.4c, que xdy—ydx no- es exacta. Sin embargo, 
el dividir esta forma diferencial por x 2 Ia hace exacta (x#0): 



xdy — y dx 
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Si hay una función fi(x, y) que es continua y no se anula sobre S y tal 
que fi(x, y) A(x, y)dx+ ¡á(x, y) B(x, y)dy t s exacta sobre S con dF = 
fiAdx + fiBdy, diremos también de nuevo que F(x,y) = c es una solución 
sobre $ de 12.5. La función fx se Ilama factor de integración. Todo esto 
parece puro formulismo, pero ahora veremos por qué está justificado este 
lenguaje. 

Una solución x = u(t), y = t>(/) de 

12.6 . A(x, y)x + B(x, y)y = 0 

define una curva y. Hay, por tanto, una sencilla relación entre las curvas 
solución y y las curvas de niveí F(x, y) = c que son soluciones de 12.5. 


12.7 Teorema. Sea F(x, y) = c una solución sobre S de 

A(x, y)dx+ B(x, y)dy = 0. 

Si y es una curva solución en S de A(x, y)x +B(x, y)y = 0, entonces se 
encuentra sobre una curva de nivel F(x, y) = c. Recíprocamente, si y es una 
curva diferenciable que se encuentra sobre una curva de nivel F(x, y) = c, 
entonces y es una curva solución de A (x, y)x + B(x, y)y = 0. 


Prueba. Como dF = p(x, y) {A(x, y)dx + B(x, y)dy}, 

f = £>,[F(u(0, »(*))] = ^ u'(0 + ^ V(t) 

dt ox oy 


= /í(u(0. u(0) {-4(u(0. u(0) u'(0 + B(u(0, u(0) u'(0} • 

Bajo la hipótesis de que la curva y: x = u(t),y = v(t), ¿>), es una curva 

dF 

solución de A(x, y)x + B(x, y)>’ = 0» se sigue que — = 0 sobre <¿j, b >. De 

dt 

donde, para alguna cierta constante c, F(u(t), d(/)) = c para todo re<a, 6); 
es decir, y está sobre la curva de nivel F(x, y) = c. Recíprocamente, y sobre 

dF 

F(x, y) = c implica — = 0. Como p(x, y) es un factor de integración 

dt 

dF 

sobre S, p(x, y) no se anula sobre S; de donde — = 0 implica 

dt 

A(u(t),v(t))u'(t) + B(u(t),u(t))v'(t) = 0. 

La curva y es una curva solución de A(x, y)x +B(x, y)y = 0. Y esto com- 
pleta la prueba. 

EI anterior teorema nos dice que si ^(x, y) = c es una solución sobre S de 

A(x, y)dx+B(x, y)dy = 0, 
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entonces todas las soluciones de A (x, y)x + B(x, y)y = 0 están dadas 
implícitamente por F(x , y ) = c. En relación con esto señalamos q Ue 
como una consecuencia del teorema general de existencia para l as 
ecuaciones diferenciales, resulta que para cada (x 0 , y 0 ) de £ hay- funciones 
u y v diferenciables sobre alguna vecindad Jf = { — ó, d') tales q U e 
F(u(t) y v(t)) — F(x 0y y 0 )y> 2 ira. todo t en JF. Imponiendo condiciones un poco 
más fuertes sobre F, este teorema de la función implícita se prueba 
en el problema 4, pág. 707. 


12.8 Ejemplo. Determínense todas las curvas ortogonales a la familia de 
circunferencias x 2 +y 2 = c 2 . 


Solución. En un punto (jc, y) la tangente a la circunferencia es paralela 
a (—j v, x). La ecuaeión diferencial de las curvas que buscamos es, por 
tanto, 

{-y* x) * (x, y) = xy-yx = 0. 

Consideramos entonces la ecuación diferencial 


xdy—ydx = 0. 

Esta ecuación sabemos que no es exacta (ejemplo I2.4c). Sin embargo. 



xdy — y dx 


x / 0 


y — es un factor de integración. De donde, para x ^ 0, - = c es una 

x 

solución. Las curvas son rectas que pasan por el origen. 


Ecuaciones separables. Sea 01 un rectángulo (intervalo) abierto. Si hay un 
factor de integración fi sobre ¡ft tal que 

M x >y) A(x y y)dx + n(x,y) B(x>y)dy = f(x)dx+g(y)dy, 


entonces decimos que las ecuaciones 12.5 y 12.6 son separables. Es claro 
que f(x)dx+g(y)dy es exacta sobre &. Para verlo basta definir para 
un (x 0 , y 0 ) en fijo 


F (x, y) 


m x 

f(s)ds + 




*0 


'y 

yo 


g(s) ds. 


Entonces dF = f(x)dx+g(y)dy. 


12.9 Ejemplo. Obténganse soluciones de 

a) ydx — xdy = 0 

b) x 2 (ye x —y)dx+y 2 x 3 stnydy = 0. 
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Solución. a) (Compárese con el ejemplo 12.8.) Dividiendo por xy tenemos 

d -l^ d JL = 0 . ■ 

x y 


De donde ln |x| — In |_y| = k para x ^ 0, y ^ 0. Y podemos escribir esto 
x 

como ~ = c. 

y 

b) Dividiendo por x 2 y obtenemos 


~(e x — \)dx + y sen ydy = 0. 
x 


En el primer cuadrante (x > 0, y > 0) tenemos como una solución 


F(*> y) 


m x 

s~ 1 e s ds — ln x + sen y — y cos y = c. 
i 


Una condición necesaria para la exactitud sobre un conjunto abierto. 

En el capítulo 5, pág. 299, se probó que si f = (+, B)eC l sobre un conjunto 
abierto £ y hay una función F tal que DF=f sobre £, entonces FeC 2 
sobre £ y, por tanto, 

d 2 F d z F _ . 

dy dx 3x dy 


como 




dF_ 

dx 



= B sobre £, obtenemos 


12*10 


6A 

dy 


6B 

dx 


sobre £ 


como una condición necesaria para la exactitud de la forma difere.ncial 
A(x, y)dx+ B(x, y)dy sobre el conjunto abierto £. 


Una condición suficiente para la exactitud sobre un rectángulo. 

Supongamos que A y B tienen primeras derivadas parciales continuas sobre 
un rectángulo y que la condición 12.10 se satisface en M. Sea (x 0 , y 0 ) un 
punto cualquiera en y definamos 


n*> y) = 


Entonces 


Cx 


Xo 


A(s> yo)ds + 


B(x , s)ds . 


yo 


dF 

— = A(x, y 0 ) + 
ox 


r 

Jyc 


dB(x , s) 


ds sobre ^. 


yo OX 
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Usando 12.10 tenemos sobre 36 que 


dF 


dx 


= A(x, y 0 ) + 


y 2 


yo 


cA(x y s) 
ds 


ds = A (x,y 0 ) + A (x,y) - A (x, y 0 ) = a (x, 


y). 


dF 


Análogamente podemos verificar que — = B(x , y) sobre ¿%. Con lo q Ue 

. dy H 

hemos demostrado que 


12.11 Teorema. Si A y B tienen primeras derivadas pareiales continuas 
sobre un rectángulo abierto '36 y si 


dA 

oy 


dB 

dx 


sobre 3 %, 


entonces la forma diferencial A(x,y)dx+B(x,y)dy es exacta sobre 0t. 


12.12 Ejemplo. Resuélvanse 

a) (3x 2 y 2 +4y+ l)dx+(2x 3 y+4x)dy = 0 

b) 3 cos ydx — x sen ydy = 0. 


Solución. a) — = 6x 2 y+4, — = 6x 2 j> + 4. La ecuación es exacta 

d>’ dx 

sobre R 2 . Definamos 


F(x, y) = 


A (s, 0) ds + 




B(x, s)ds = 


ds + 


(2x 3 s + 4 x)ds 


o 


= x + x 3 > 2 + 4x> . 


De donde x + x 3 > 2 +4x> = c es una solución sobre R 2 . 

b) Esta ecuación no es exacta. Busquemos un factor de integración 
p(x, y). Podemos hacer esto si es que podemos encontrar una solución de 


d(iuA) d(pB) m 


dy 


dx 


; es decir, queremos una soíución de 


— 3 (sen y) p + 3 cos y — = — (sen y)p — x sen y — . 

dy dx 


Vemos que si hacemos p(x, y) = p(x) (una función de sólo x). 


entonces 


du 
x — 

dx 



sen y 
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Una solución es /t(x) = x 2 , y x 2 es un factor de integración para x ^ 0. 
La forma diferencial 3x 2 cos ydx — x* sen ydy es exacta, y podemos ver 
inmediatamente que una solución para x#0 es 

x 3 cos y = c. 

* 

Ecuaciones de primer orden . fí(x, y) — + A(x , y) = 0. 

dx 

Esta ecuación es un caso especial de 12. í. Aquí nos restringiremos a 
una curva y que es Ia gráfica de una función: x = /, y = v(t), te(a,b}. 
Si dF= A (x, y)dx+ B(x, y)dy sobre 6\ entonces la gráfica de cada solución 

de 

12.13 B(x, y) — + A(x, y) = 0 

dx 


en 6 está sobre !a curva de nivel F(x, y) = c . Recíprocamente, si la gráfica 
de y = r(x) en 6 está sobre una curva de nivel F(x, y) — c y v es diferenciable, 
entonces r(x) es una solución de 12.13. Las soluciones de 12.13 están dadas 
implícitamente por las curvas de nivel F(x, y) = c. 

12.14 Ejeniplo. Determínense todas las soluciones de 


dy 

dx 



SOLUCIÓN. 


Consideremos la ecuación diferencial 


dy—y 2 dx = 0. 


Esta ecuación es separable para y + 0. Dividiendo por y 2 tenemos 

y~ 2 dy—dx = — d(y '+x) 


•# 

y para y yí 0 las soluciones vienen dadas implícitamente por 

1 

- + x = c, 

y 


donde las soluciones para y ¿ 0 son 

1 

y = — • 

c* — X 

í^ótese que para x < c, y tiende a infinito cuando x->c. La solución que 
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satisface >>(x 0 ) = y 0 ^ 0 es 


1 




>0 +X 0 -X 


Si > 0 > 0, la solución que satisface y(x 0 ) = y 0 esta definida para 
x < y 0 ~ 1 +x 0 . Si y 0 < 0, la solución está definida para x > y 0 ~ 1 +x 0 . Por la 


d y ~ . 

ecuación original -— = y vemos que si y 0 = 0, la solución es y = 0. 

dx 


Problemas 

1. Resuélvanse 

d) (2x+y)dx+(x+2y)dy = 0 

b) x 3 dx—y 3 dy = 0 

c) (y + x 3 )dx—xdy = 0 

d) y 3 dx—x 3 dy = 0 

e) (3x 2 y 2 + 3 $en y)dx+ (2x 3 y+ 3x cos y)dy = 0 
/) (y-2) dx + xyd y = 0 

g) xdx+yfa+^x 2 dy = 0. 

2. Supongamos que A (x, y) y B(x, y) tienen primeras derivadas parciales 
continuas en un rectángulo 91. Supongamos que p(x) y q(y) son continuas 
para todo jc y para todo y. Definamos P(x) = J p(x)dx y Q(y) = j q(y)dy . 
Pruébese que 

p(x, y) = e PÍJC)+Gíy) 

es un factor de integración de A(x, y)dx + B(x, y)dy sobre M si y sólo si 


—— h q(y)A = - h p(x)B sobre M. 

dy dx 

3. Úsese el resultado deí problema 2 para resolver las siguientes 
ecuaciones: 

a) ydx — (2x+y)dy = 0 

b) (p (x)y—q (x)) dx+dy = 0 

c) (y + xy+y 3 )dx + (2x + 4y 2 )dy = 0 . 

4. Considérense dos familias de curvas definidas por F(x, y) — c / 

G(x, y) = c. Si en cada punto de una curva de la familia F(x,y) — C a 
curva es ortogonal a una curva de la familia G(x, y) = c, entonces hablamos 
de ellas como familias ortogonales de curvas. ... 

Si A(x, y)dx + B(x, y)dy = 0 es una ecuación diferencial de la f arnl ^ 
F(x, y) = c, pruébese que B(x, y)dx — A(x, y)dy = 0 es una ccuacio 
diferencial de la familia G(x, y) = c ortogonal a la F(x, y) = c. 


Formas diferenciales e integrales lineales 


675 


5. Encuéntrese la familia de curvas ortogonales a 

a) x 2 -y 2 = c 2 v .. 

b) 4x—2y = c • 

c) circunferencias por el origen con centros sobre el eje X 


d) 


a 2 + c 


+ 


b 2 +c 


e) elipses con centros en el origen y vértices en (- 1,0) y (1,0). 

6. JBncuéntrense las curvas de descenso más rápido sobre la superficie 
de silla de montar z = xy. 


13. FORMAS DIFERENCIALES E INTEGRALES LINEALES 


E1 estudio que aquí hemos hecho de ecuaciones exactas y formas 
diferenciales está estrechamente relacionado con las integrales curvilíneas 
(sección 8 del capítulo 5), y es nuestro propósito examinar ahora esta 
conexión. 

Sea $ un conjunto abierto y conexo de R 2 , y supongamos que A y B son 
funciones reales continuas sobre S. Sea y una curva lisa a trozos en $ 
descrita por x = u(t), y = v(t), te[a,b]. Con la forma diferencial 
A = A(x, y)dx+ B(x, y)dy y la curva y asociamos la integral curvilínea 


m = 


A = 


[A dx + B dy ] ; 


es decir, deíinimos, 


A(y) = 


[A(u(t), v(t)) u(t)+B(u(t), v(t)) v f (t)]dt. 


13.2 Ejemplo. Evalúese 


A(y) = 


[x 2 dx + (x 2 -y 2 )dy'] 


a lo largo del arco de parábola y: x = t, y = t 2 , /g[0, 1]. 


SOLUCIÓN. A(y) = 


[t 2 +(t 2 - t 4 )2t] dt = 
o 2 


Esta asociación de una integral curvilínea con una forma diferencial nos 
Permite dar una interpretación de una forma diferencial A. A es una función 
re al con ecuación I3.I como regla de correspondencia y el conjunto de 
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todas las curvas y lisas a trozos en & como dominio. Sabemos (sección & 
capítuío 5) que 

A(-y) = -A(y). 

Invirtiendo Ia orientación de y cambia el signo de la integral curvilínea 
Si y = y, +y 2 + "‘ es la unión de un número finito de curvas lisas y 

entonces, pág. 296, 

A(y) = A(y, +y 2 + - +y„) = A(y,) + A(y 2 )+- +A(v„). 

13.3 Ejemplo. Evalúese - 


(* 

A = 

y •/ 


[(x + y 3 ) dx + xy dy ] 


a lo iargo del cuadrado y que se muestra en Ia figura 25, 


1 

Y 

( 1 . 1 ) 

X 

i ¡ 





0 

l 


X 


FIGURA 25 


SoluciÓn. Tomando la parametrización obvia para cada uno de los 
segmentos rectiííneos, tenemos 


í 


A = 


ri 


xdx + 


/*o 


ydy + 


(x + í) dx + 


0 dy = —±. 




P x =Q/ 


FIGURA 27 


Recuérdese que una curva y se dice que es lisa a trozos (figura 26) si 
y = 7 i + Ji + *" + J n es la unión de curvas lísas 

y¡: x = y = v¡(t), ;G[a { , b¡\, i = 1, 


13] 
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donde el punto terminal Q, = (w¡(Af), V¡(b¡)) de y, es el punto inicial 
1 ~ 1 ( fl í+ i)’ v ¡+1 ( a ¡+ ])) de y ¡+ j, / = 1, ..., n— 1 . Si, además, el punto 

terminal Q„ de y n es el punto inicial P, de y, , la curva y se dice que es 
una curva cerrada lisa a trozos (figura 27). 

Supongamos ahora que A = A (x, y)dx+ B(x, y)dy es exacta sobre & 
con A = dF. Sea y una curva lisa a trozos en $ que va del punto P al punto Q 

(P es el punto inicial de y y Q es el punto terminal). Entonces Ax + By = — 

dt 

la derivada de F a lo íargo de y, y 


13.4 


A = 


dF = 


b j p 

( —dt — F(Q)-F(P). 

a dt 


Decir que A es exacta con A = dFe s equivalente a decir que (A, B) = A F. 
Este resultado sobre las integrales curvílíneas nos da un medio sencillo de 
evaluar algunas de ellas. Nos dice también que si A es exacta en $ entonces 


Ia integral curvilínea 


A depende solamente de cuáles sean los puntos 


inieial y terminal de y y no de cuá! sea la curva particular en $ que una los 
dos puntos a lo largo de la cual la integral se calcule. 

13.5 Ejemplo. Evalúese 


A(y) = 


(y sen xydx + x sen xy dy) 


a lo largo de ia curva y: * = e r(r *> cos t, y = e t2 sen t, re[0, n). 


Solución I. Si nos damos cuenta de que d(-cos xy) = y sen xydx + 
x sen xydy , entonces, como la curva va de (I, 0) a ( — I, 0) sabemos, puesto 
que A es exacta, que A(y) = — cos 0 + cos 0 = 0. 


d c 

Solución 2. — y sen xy = — x sen xy en R 2 . Por tanto A es cxacta en R 2 
oy ox 

y la integral curvilínea es independiente de la trayectoria. Integrando a lo 
largo deí segmento rectilíneo de (1,0) a (-1,0), vemos que, como y = 0 
a lo largo de esta curva, A(y) = 0. 

Estos resultados tienen muchas interpretaciones físicas importantes. Sea, 

COmo en ,a sección 9 del capítulo 5, F(x, y) = (A (x, y), B(x, y)) una función 

v ectorial contínua con un dominio S' en el plano R 2 . Supongamos que F(x) 

es Ia fuerza que actúa sobre una partícula unitaria en el punto x = (x, y). 

a forma diferencial A = A(x, y)dx + B(x, y)dy puede escribirse entonces 
e°mo 


A = F(x) * dx. 



























































678 


Ecuaciones diferenciales 


[Cap. V| 


donde x — (x, y) y dx = (dx, dy). La integral curvilínea 


í. 


A = 


F(x) * dx 


es el trabajo efectuado al mover la partícula a lo Iargo de y desde su posición 
inicial hasta el punto terminal. EI campo F se dice que es conservativo 


en S si 


A = 


F(x)*dx es cero a lo largo de toda curva cerrada y 

contenida en S; es decir, el trabajo efectuado al mover una partícula a lo 
largo de una curva cerrada es cero. Por curva entendemos aqui una curva 
lisa a trozos. 

Supongamos que el campo F puede ser derivado como el gradiente de 
una función escalar (es decir, real; valuada en los reales) U. A U se le llama 
función potencial. Entonces 

F = Grad U = V U en S, 

$ \J $ \J 

lo que quiere decir que — = — A(x, y) y — = —B(x, y) en S. Así pues, 

dx dy 

decir que F es igual al gradiente de una potencial U es equivalente a afirmar 
que la diferencial A = F(x) • dx es exacta con F (x) * dx — dU. De donde, 
si en S puede derivarse el campo F como elgradiente de una función potencial U, 
entonces el campo F es conservativo en $ y el trabajo hecho al mover una 
partícula unitaria de P a Q a lo largo de una curva en S es igual a la diferencia 
en potencial entre los dos puntos. 

La introducción de la integral curvilínea y lo que conocemos acerca de 
ella arroja nueva luz sobre el teorema 12.11. Tal teorema afirma que, 
si A y B tienen primeras derivadas parciales continuas en un rectángulo 
abierto M entonces 


13.6 


d_A 

Óy 


8B 

dx 


en 0t 


es una condición suíiciente para que A = A(x, y)dx + B(x y y)dy sea exacta 
sobre Se demostró que si 13.6 se satisface en ^ entonces A — dF donde 


F(x, y) = 


Cx 


XQ 


A(s , y 0 )ds + 


Cy 


yo 


B(x, s)ds 


Esto puede ahora interpretarse como una integral curvilínea a Io largo ó e 
una curva y. Es la integral curvilínea de A a lo Iargo del segmento rectilm e0 
de (x 0 ,Vo) basta (x, ,y 0 ) más el segmento rectilíneo de (x, y 0 ) hasta (x f yb 
La hipótesis de que M es un rectángulo abierto nos asegura que esta curva / 
está en £%. Como A es exacta. la integral curvilínea que define F no depen e 
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de la trayectoria y F puede calcularse a lo largo de cualquier curva lisa a 
trozos que se desee con tal de que esté en 0t y vaya del punto fijo (x 0 , y 0 ) 
al (x,y). 

. 

13.7 Ejemplo. Resuélvase 

■ 

A = (x 2 +4xy—y 2 )dx + (lx 2 — lxy+y 2 )dy = 0 


SOLUCIÓN. 


dA dB 

— = 4x —2y = — 

dy dx 


y por tanto A es exacta sobre R 2 . Integrando a lo largo del segmento 
rectilíneo de (0, 0) a (x, y): 


{(tx,ty)\te[ 0,1]}, 


entonces 


A = (t 2 x 2 + 4txty — t 2 y 2 )xdt + (2t 2 x z — Itxty+t 1 y 2 )ydt 


y tenemos 


c i 


F(x, y) = 


■L • 


[í' 2 (x :2 + 4 xy - /) x dt +1 2 (2 x 2 - 2 xy + y 2 ) y d t ] 


= j(x 2 +4xy — y 2 )x + j(2x 2 — 2xy + y 2 )y 

1 3 * 2 2 ■ 1 3 

~ i~x +2x y — xy +fy . 

Por tanto ^x* + 2x 2 y—xy 2 +^y 3 = c. 

Probemos ahora que si 13.6 se verifica sobre un conjunto abierto 
convexo S entonces A es exacta sobre S. (Un conjunto es convexo si el 
segmento rectilíneo que une un par cualquiera de puntos del conjunto 
está todo él contenido en el conjunto.) 

13.8 Teorema. Si A y B tienen derivadas parciales primeras continuas en 
un conjunto abierto y convexo $ y si 

dA 8B 
— = — en é , 

dy dx 


13.9 


entonces A = A (x, y)dx + B(x, y)dy es exacta en S. 

Prueba. Podemos suponer que el origen está en el conjunto <?. Si así no 
fuera podcmos trasladar un punto de $ al origen y esto no afecta Ia 
convexidad de $ ni la exactitud de A. Definamos F(x , y) como la integral 
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curvilínea de A a io largo del segmento rectilíneo que va de (0, 0) a (x, ^) 
Entonces 


F(x,y) 


[xA(tx, ty) + yB(tx , ty)]dt , 


y 


cF 

cx 


* l 

\A (/x, ty) + txD x A(tx^ ty) + tyD x B(tx, íy)] dt. 
o 



Usando 13.9 vemos que 


cF 

cx 



— ( tA(íx , íy»£/t = /í(x, >’)• 
dt 


Análogamente — = fí(x, y). 

8y 

13.10 Ejemplo. Pruébese que 

A = y/x^y [2y(4x 2 -y)dx + x(2x 2 -5y)dy] 

es exacta para y ^ x 2 . 

Solución. — = — = (x 2 ->0" l;2 (%x* + Sy z - 16x 2 y). 
dy dx 

La región S deíinida por y < x 2 cstá fuera de Ia parábola y no es un conjunto 
abierto convexo. En realidad no podemos encontrar ni un solo punto (x 0 ,>o) 
de & con la propiedad de que el segmento rectilíneo de (x 0 , > 0 ) a (x, y) este 
en S para todo (x, v) en 6. Sin embargo, sabemos que alrededor de cada 
punto de S hay un círculo en eí interior del cual 13.9 se satisface y, por 
tanto, A es localmente exacta (exacta en una vecindad de cada punto). 



X 


FIGURA 28 
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¿No será A, entonces, exacta en todo S ? (Esto no es en general cíerto como 
veremos dentro de un momento.) Definamos F(x,y) como la integral 
curvilínea de A a lo largo de la parábola x — x/, y = yt 2 desde (0, 0) a (x, y) 
(figura 28). 


i 


F(x, y) = JY 2 -y 


[(8 yx 2 -2y z )t 5 xdt + (2x ó ~5xy)2t b ydt~\ 


-3 


5 - 


--/-2 -x 3/2 


= 2 xy(x -y) 


Es entonces fácil verificar que dF — A para y ^ x 2 . 

Hemos probado, pág. 671, que 13.9 es una condición necesaria para 
que A sea exacta sobre un conjunto abierto S. Como señalamos en el 
anterior ejemplo, si esta condición se satisface en un conjunto abierto S, 
entonces A es localmente exacta; es decir, A.es exacta en una vecindad 
de cada punto. Plantea esto el problema de si 13.9 es una condición suficiente 
para que A sea exacta en S (exacta globalmente). E1 siguiente ejemplo 
muestra que en general esto no es cierto. Consideremos la forma diferencial 


13.11 


A = 


x dy — ydx 

2 2 
x ¿ +v 


x 2 + y 2 0. 


Se verifica fácilmente (problema 6) que 13.9 se satisface en todo el plano 
cxcluyendo el origen, y A y B tienen derivadas parciales continuas de todos 
los órdenes para x 2 +> 2 ^ 0. Calculando 


A(y) = 


r* 

Jy 


xdy — ydx 

r 2 

x +y 


alrededor de la circunferencia y : x = a cos 9, 
obtenemos 


A(y) = 


2 n 


(cos 2 9 + sen 2 9)d9 — 


J 


" 2 n 


y — a sen 9 , #e[0, 2n\ 


dO — 2n . 


La integrai curvilínea no se anula alrededor de ninguna circunferencia con 
centro en el origen y, por tanto, no puede ser exacta en ninguna región que 
contenga una circunferencia con centro en el origen. 

Así pues, para resumir, sabemos que 13.9 es una condición necesaria 
para la exactitud sobre conjuntos abiertos S, pero no siempre es sufiáente. 
Si S es un conjunto abierto convexo, entonces 13.9 es tanto necesaria como 
sujiciente. No proseguiremos con el estudio de este problema. E1 lector 
interesado puede consultar las referencias [6] y [16]. 
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Problemas 

1. Evalúese A(y) = 


[x 2 dx + (x 2 — y 2 )dy] a lo largo de 


a) La recta y de (0, 0) a (1, 1). 

b) La parábola x — y 2 de (0, 0) a (I, 1). 

c) E1 arco poligonal de (0, 0) a (0, 1) a (1, 1). 

d) E1 arco poligonal de (0, 0) a (1, 0) a (1, 1). 


2. Evalúese A(y) = 
problema 1. 

3. Evalúese A(y) = 


* [y 2 dx + 2xy dy\ a lo largo de las curvas del 


['xy dx + x 2 dy ] en dirección de las manecillas del 


V M 

reloj alrededor del cuadrado y con vértices (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0). 


4. Evalúese 


[xydx — y 2 dy\ donde 


a ) y:x = t, y = t 2 , í£[0, 1]. 

b) y es el segmento rectilíneo de (0, 0) a (1, I). 

c) y es el triángulo de vértices sucesivos (0, 0), (0, 1), (1,0). 


5. Evalúese 


(xdx + y dy) a lo largo de las curvas y del problema 4, 


6. Pruébese que la forma diferencial 13.11 satisface la condición 13.9 
en todo el plano con excepción del origen. 

7. Sean = /^(cos 0 X , sen 0 X ), P 2 = r 2 (cos 0 2> sen 0 2 ) puntos en el 
semiplano superior; 0 t , 0 2 e\ 0, 7 r>, r x > 0, r 2 > 0. Sea y una curva lisa a 
trozos situada en el semiplano superior que va de P, aP 2 . Pruébese que 


xdy — ydx 

2 , ~2 

x +y 


= 0 2 — • 


8. Evalúese 


donde y es cualquier curva simple cerrada 


2 , 2 
x +y 


del plano que no pasa por el origen. 

9. Pruébese que el campo de fuerza F(x, >>) = (sen y, x cos .v) es conser 
vativo y calcúlese el trabajo hecho al mover una partícula del punto (0, tt) 
al punto (2n, —n). 

10. Determínese cuál o cuáles de los siguientes campos de fuerza son 
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conservativos. Cuando sea posible exprésese el campo de fuerza como el 
gradiente de una función potencial. 

a ) F ( x >y) = (3x 2 y 2 -3y 2 ,'2x 3 y-6xy) 

b) ^ i x r y) — ( y 2 COS xy + x 3 , xy cos xy + sen xy) 

c) F (x, y) = (2xsen(x->>), x 2 sen(x-.y)) 

d) F(x, y) = e x (2x+x 2 +y 2 , 2y). 

I 11. Sean 

( y: x = u(t ), y = v(t), te[a, b] = J 

■ y*: x = u*(t), y = v *(t ), te[a*,b*] = J* 

un par de curvas lisas. Si hay una función (p con las siguientes propiedades: 
1) (p transforma J sobre J* ((p(J) = J*), 2) (p tiene una derivada continua 
positiva sobre J, y 3) (i u*((p(t )), v*(<p(t))) = (u(t), v(t)) para todo t en J, 
entonces las curvas y y y* se dice que son diferencialmente equivalentes . 
Pruébese que: si y y y* son difereneialmente equivalentes, entonces 
A(y) = A(y*). 


12. Supongamos que A y B tienen primeras derivadas parciales continuas 
sobre un conjunto convexo y abierto S. 

a) Pruébese que p(x, y) es un factor de integración de 

A = A(x, y)dx + B(x, y)dy 

si y sólo si fx no se anula y es una solución sobre $ de 

\dy dx/ dx dy 

b) Obténgase una condición necesaria y suficiente para que n(x) 
sea un factor de integración de A. ¿Qué es el factor de integración ? 

c) A se dice que es homogénea de grado k sobre 8 si A(tx, ty) = t k A(x,y) 

para todo (x, y) en & y todo t con la propiedad de que (tx, ty) 
esté en S. Si A y B son, ambas, homogéneas de grado k sobre $, 
entonces se dice que A es homogénea de grado k. Bajo las 
hipótesis de que A es homogénea de grado k sobre $ y de que 

g(x, y) = xA(x, y)+yB(x,y) 

no se anula en S, pruébese que g~ l es un factor de integración 
(sobre S) de A. 

d) Si A es tanto exacta como homogénea sobre £, resuélvase A = 0. 
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14. CURVAS ÍNTEGRALES 


En esta sección queremos discutir un sistema 


x = P(x, y) 
y = Q(x,y) 


de dos ecuaciones diferenciales de primer orden para las funciones 
desconocidas x y y. Para reiacionarlo con lo que antes hemos estado viendo 
reemplazamos P por B y Q por ~A. Ei sistema es, entonces, 


14.1 


x = B{x,y) 
y = - A(x,y), 


y suponemos en todo lo que sigue que A y B son continuas en un conjunto 
abierto $ de R 2 . E1 espacio R 2 se Ilama espacio fase o espacio estado. Cada 
punto (x, y) del espaeio fase se corresponde con un estado del sistema. Las 
ecuaciones diferenciales 14.1 describen la manera en que el sistema cambia 
con el tiempo. Una solución x = u(t), y = v(t), te(a, b >, define una curva y 
en el espacio fase. 

Piénsese del sistema 14.1 como si definiera un flujo en el espacio fase. 
En cada punto (x, y) ia velocidad de una partícula en el flujo es 
(x, y) = y), ~A(x,y)). Una solución describe el movimiento de una 

partícula en el flujo y la curva y es una trayectoria de una partícula en el 
flujo. Toda solución de 14.1 es obviamente una solución de 

14.2 A (x, y)x + B(x, y)y = 0, 

pero lo recíproco no es cierto. No toda solución de 14.2 es una solución 
de 14.1. La razón de esto es que 14.2 soiamente afirma que la curva y 
definida por una solución de 14.2 está en cada punto (x, y) en la dirección 
(5(x, y), ~A(x, y)). Nada se dice acerca de la magnitud de la velocidad del 
movimiento en esa dirección. E1 campo vectorial (B(x, y), —A(x,y)) es un 
“campo direccional" según 14.2, pero un “campo de velocidades” según 14.1. 

Para sistemas no lineaies no siempre podemos ser capaces de dar 
soluciones generales en términos de funciones elementales, ni aun en 
términos de funciones de aquéilas de cualquier clase para las que se hayan 
caiculado tablas o cuyas propiedades hayan sido estudiadas con anterioridad. 

m f 

Es, sin embargo, posible a menudo obtener una gran cantidad de informacion 
acerca de las soluciones sin resolver las ecuaciones. Lo que estamos a punto 
de discutir e ilustrar es cómo puede obtenerse información acerca de las 
trayectorias definidas por las soluciones incluso cuando estas últimas no 
nos son conocidas. 


14.3 Definición. Vna función real F(x, y) definida sobre un conjunto 
abierto & de R 2 se dice que es una integral de 14.1 si F es constante a lo largo 
de toda solución. Esto significa que si ( u(t ), v(t)) es una solución de 14.1 en ¿ 
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I . 

para te(a,b} entonces F(u(t), v(tj) = c para alguna constante c y para 
todo te(a, b}. Las curvas de nivel F(x,y) — c se llaman curvas intesrales 
de 14.1. 

I Cualquier función Fque es constante sobre $ es, desde luego, una integral, 
pero es una integral trivial sin ningún interés. Probaremos ahora que una 
solución F(x, y) = c de A(x, y)dx+ B(x,y)dy = 0 nos da una integral 
de 14.1. 

14.4 Ieorema. Supongamos que A y B son continuas sobre un conjunto 
abierto S de R 2 . Si F(x, y) = c es una solución en S de 

1^.5 A(x, y)dx + B(x,y)dy = 0, 

entonces F es una integral sobre $ de 

I * = B(x, y ) 

y = -A(x,y). 

Prueba. Como toda solución de 14.1 es también una solución de 14.2, 
este teorema es una consecuencia de lo que probamos en la sección anterior. 
Una prueba directa es también simple e Ínstructiva. Nuestras hipótesis 
sobre f’implican que 

( x - B(x, y) = g '(x, j;) d - F S X ' V) 

dy 

I -A{x,y)- 

dx 


donde p no se anuia en S. Por tanto, a lo largo de las soluciones de 14.1 


dF dF 
— = —x + 

dt dx 



Fes constante a lo largo de las soluciones y es una integral. Y esto completa 
la prueba. 

Estudiemos el movimiento de una partícula a Io largo de una recta y 
sujeta a la fuerza restauradora x + x 2 , donde x es la dístancia dirigida de la 
partícula a un punto 0. La segunda ley de Newton nos dice que, entonces, 

mx + x + x 2 = 0. 

Con y — mx, el momento, esta ecuación es equivalente al sistema 


14.6 


mx — y 
y — —x — x 2 . 
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La ecuación diferencial para una integral es 

(x+x 2 )dx+m~ l ydy = 0. 

111 

De donde vemos que H(x , y) — -x 2 + -x 3 H—— y 2 es una integral y las 

2 3 2 m . 

soluciones de 14.6 se encuentran sobre las curvas integrales H(x, y) = c. 
Las curvas integrales se muestran en la figura 29. Físicamente H(x , y) es 
la energía total del sistema. La cantidad es Ia energía potencial 


del sistema y 


y 2 = -mx 2 es la energía cinética. A H se le llama integral 
2 m 2 


de energía , y el hecho de que H sea constante es Ia ley de conservación de 
la energía. Por la figura 29 vemos que un conocimiento de las curvas 
integrales nos da una gran cantidad de información acerca del comporta- 
miento del sistema. Las fíechas muestran la dirección de Ias soluciones 
cuando el tiempo transcurre. Esto se determina fácilmente por 14.6. Por 
encima del eje X, x > 0 y x es creciente. Por debajo del eje X, x < 0 y x es 
decreciente. Nótese particularmente la diferencia entre el comportamiento 
del sistema cerca de (0,0) y de (—1,0). Estos estados son “estados de 
equilibrio” del sistema: (0,0) y ( — 1,0) son soluciones de 14.6. En estos 
puntos el campo de velocidades (y, —x — x 2 ) se anula. Si el sistema se 
inicia en cualquiera de estos dos estados, permanece en ese estado. Si eí 
sistema está en el estado (0, 0) y se perturba ligeramente, se moverá a una 
de las curvas integrales vecinas, pero permanecerá cerca del estado de 
equilibrio. E1 estado de equilibrio es “estable” y por las curvas cerradas 
a su alrededor se llama un “centro”. Las curvas cerradas corresponden a 
soluciones periódicas (problema 6, pág. 707). Si la energía total no es 



FIGURA 29 
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demasiado grande, el sistema oscila alrededor del estado de equilibrio. Para 
valores grandes de la energía total las soluciones pueden escapar y tender 


al infinito cuando t tiende al infiriito (problema 3, pág. 693). Si el sistema 
está en el estado de equilibrio (—1,0) y es perturbado ligeramente, no 
necesariamente permanecerá cerca del estado de equilibrio. Con la excepción 
de las dos curvas integrales que tienden al estado de equilibrio, una pertur- 
bación será causa de que el sistema escape u oscile alrededor de (0, 0). 
A causa de la naturaleza de las curvas integrales cerca de ( — 1,0), este 
estado de equilibrio se llama “punto de ensilladura”, y es “inestable”. Los 
valores máximos de las oscilaciones de jt(/) corresponden en donde las 
curvas integrales cerradas intersectan el eje X. Para determinar los periodos 
de estas oscilaciones se necesitaría un análisis más profundo. 

Este ejemplo y el que a continuación daremos nos muestran la riqueza 
de información que puede obtenerse sin resolver la ecuación, y sirve también 
para demostrar la complejidad de comportamiento que puede esperarse en 
los sistemas no lineales. Ambas ecuaciones (la 14.6 y la ecuación del 
ejemplo 14.7) tienen la misma aproximación lineal x — y, y~ —x, pero 
se comportan muy diferentemente. La aproximación lineal resulta que nos 
da en ambos casos información acerca del comportamiento cerca del 
origen pero ni incluso esto sucede en general. Por ejemplo, x=y, 
y = —x+y 3 tiene un estado de equilibrio único en el origen, que es inestable, 
y toda solución tiende a infinito cuando t tiende a infinito. Hay casos en 
que una aproximación lineal da alguna información Iocal acerca del 
comportamiento de los sistemas no Iineales. Lo que aquí hemos dicho debe, 
sin embargo, hacernos ver el cuidado que es necesario tener al usar aproxi- 
maciones lineales. 









14.7 Ejemplo. Obténgase una integral de 

x = y( l-x 2 ) 

y = -*(i -y 2 ) 

y dibújense las curvas integrales. 

Solución. Consideremos la ecuación diferencial 

x(\ — y 2 )dx+y(\ — x 2 )dy = 0. 

La ecuación es separable. Separando variables obtenemos 

xdx + ü^ = 0) 


1-x" 1 -y‘ 

ln |1— x 2 \ + ln |1— y 2 \ — ln c, 

(l-x 2 )(l-/) = c. 

En lugar de dejarnos arrastrar por el hecho de que la ecuación es separable 
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habria sido mejor que hubiésemos notado inmediatamente que la ecuación 
es exacta. Obtenemos entonces la integral (1-x 2 ) (I->> 2 ) sin que se nos 
presenten problemas acerca de la anulación de (1 — x 2 )(l —y 2 ). Las curvas 
integrales aparecen en la figura 30. E1 sistema tiene cinco estados de equilibrio 
obtenidos al igualar el campo de velocidades (>>(! -x 2 ), -jc(I - v 2 )) a cero 
Son: (0, 0), (I, 1), (— I, 1), (— 1, — 1) y (1, — 1). Otro término para designar 
los estados de equilibrio es "punto crítico”. Como en el estudio de los 
valores máximo y mínimo de ias funciones, hay también puntos críticos 



FIGURA 30 


en la integral. Las curvas cerradas alrededor dei origen corresponden a 
soluciones periódicas. Si el estado inicial está en el interior del cuadrado, 
el sistema oscila alredcdor del origen. Fuera del cuadrado Ias soluciones, 
c°n excepción de aquellas que tienden al estado de equilibrio, tienden a 
infinito cuando t tiende a infinito. Estas soluciones excepcionales son 
altamente inestables. Una ligera perturbación Meva el sistema a una solución 
que tiende al infinito u oscila. Los cuatro estados de equilibrio en los 
vértices dei cuadrado son puntos de ensilladura y son inestables. 

Ln el próximo ejemplo estudiaremos el clásico problema de mecánica 
del movimiento dc un péndulo. Veremos cómo un conocimiento de las 
curvas integrales nos da alguna información cuantitativa y una buena 
visión de ios aspectos cualitativos del comportamiento de un péndulo. 

14.8 Ejemplo. Discútase el movimiento de un péndulo simple despreciando 
la fricción. 
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Solución. Consideremos un péndulo de longitud / y masa m (figura 31). 





Sea ((*(/)> y(0) posición de la partícula en el instante t . De acuerdo con 
la segunda ley del movimiento de Newton 

wa = m(x, y) = (0, -mg) 

sujeto a la constricción Jt 2 +_y 2 = / 2 . Ahora bien, 

x — l sen Q 
y — l—l cos 0 , 


de modo que 


De donde 


x — — ¡Ó 2 sen 0 -f 10 cos 0, 
y — IÚ 2 cos Q + IQ sen Q. 


IÚ — cos Qx + sen Qy ~ —g sen Q 
y la ecuación diferenciaí para el ángulo 0 es 

IQ+g sen Q = 0. 

Haciendo el cambio t = oct en la unidad de tiempo, y u(z) — Q(oit), la 
ecuación diferencial para el ángulo como función del nuevo tiempo es 

x~ 2 lu"+g sen u — 0. 

Con or = I/g la ecuación diferencia! para e! ángulo u es 

u” + sen u — 0. 

EI ángulo u y el tiempo x son cantidades sin dimensión. Podemos ver tanto 
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directamente en la ecuación diferencial como en el sistema equivalente 

u’ — v 

v' = — sen w, 

que w'+u' sen u = D x (iv 2 +\ -cos u) = 0 y 

£i> 2 + (1 — cos u ) 

• « 

es una integral y de nuevo una integral de energía. Las curvas integrales 
pueden escribirse 

v 2 + 4 sen 2 - = 2 c 2 . 

2 

Estas curvas integrales están dibujadas en la figura 32. Observemos ahora 

V»u' 



FIGURA 32 


lo siguiente: 

1) Los estados de equilibrio, que corresponden a v — 0, sen u — 0, 
están en los puntos E k = (kn, 0); k, un entero cualquiera. Físicamente éstos 
corresponden a los dos estados de equilibrio del sistema. Los puntos 
E 2k corresponden a las posiciones más bajas del péndulo con e pen u o 
inmóvil. Estos son centros y son estables. Los puntos E 2k + x corresponden a 
péndulo inmóvil en su posición más alta (9 = n). Estos puntos son puntos de 
ensilladura y son inestables. Esto confirma lo que sabemos fisicamente 
acerca de un péndulo en equilibrio en la posición vertical 9 = n. 

2) Si el estado inicial de los sistemas se encuentra cerca del origen 
dentro del área sombreada de la figura 32 (c 2 < 2) el péndulo oscila para 
atrás y adelante alrededor de su estado de equilibno E 0 . En el caso llamado 
de las “pequeñas oscilaciones”, donde u permanece pequeno, podemos 
aproximar sen u por u y las curvas integrales son casi circunferencias: 
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+ u 2 = 2c 2 . La aproximación lineal de la ecuación diferencial para 
pequeñas oscilaciones es w" + u = 0, y 

u(x) = a sen (r + <5),. v(x) = a cos (r + á), a = ^fíc. 

E1 periodo de las pequeñas oscilaciones es aproximadamente 2 n. En tiempo 
real t el periodo es 2nJT¡¡J. 

3) A medida que el estado inicial del péndulo se aproxima a la frontera 
de la región sombreada (que c 2 tiende a 2), las curvas integrales tienden a 

tomar la forma de la frontera íc 2 =4cos 2 H, y no pucden seguir 




aproximándose por circunferencias. 

4) La frontera de la región sombreada corresponde a las condiciones 
iniciales para las que el péndulo se aproxima al estado de equilibrio E } oE M . 
Podemos esperar a medida que las oscilaciones se aproximan a la frontera 
que los periodos de las oscilaciones tiendan a infinito. Más adelante, en 7), 
hablaremos más de esto. 

5) Si el estado inicial se encuentra fuera de la región sombreada, entonces 
el péndulo deja de oscilar adelante y atrás y entonces gira. Las revoluciones 
son en dirección contraria a las de las manecillas del reloj por encima de la 
región sombreada y en la dirección de las manecillas del reloj debajo. 

6) Los valores extremos de u (las amplitudes de ías oscilaciones) ocurren 
donde las curvas integrales cortan al eje X (v — u' = 0), y los valores 
extremos de u' pueden determinarse por las intersecciones de las curvas 
integrales con el eje v (u = 0) y la recta vertical u = n. 


7) Supongamos que u(0) = 0, v(0) = u'(0) = v 0 ; donde 0 < v 0 < 2, de 
manera que el péndulo oscila. Sea (6 l9 0) el punto donde la curva integral 
en la dirección de t creciente encuentra por primera vez el eje u . Entonces 6 X 
es la amplitud de la oscilación. Sea t^ el tiempo para que el sistema vaya 
del estado (0, i; 0 ) al estado (9,0). Entonces u(xi) = 9 v y por razones de 
simetría el periodo de la oscilación es 4t, , o en tiempo real, el periodo 


es 


T = 4 



Queremos ahora 


obtener una fórmula para el periodo como 


una función de la amplitud 6. Por la integral de energía tenemos 


v 2 (t) + 4 sen 


^ = 2c 2 = ,; n 2 = 4sen 21 ^ ‘— 2 ° l 


= 4 sen , 
? 


donde u(t), ü(t) son las soluciones correspondientes a w(0) = 0, t>(0) = y o - 
De donde 

w'(t) = i>(t) = ( Vq 2 —4 sen 2 





y 
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donde k = = sen . De esto obtenemos 

1 f u(T) da 

2*o (k 2 — sen 2 ia) 


1/2 


= T 


OC 


Haciendo el cambio de var/able sen - — k sen (p , vemos que 

2 


T = 


'Mi) 


d(p 


o (1 —/c sen íp) 


2 \ 1 / 2 ’ 


[Cap. n 




donde k sen h(x) = sen . Esta integral es una integral elíptica de primera 

2 

clase, y la función definida por la integral es 


F(z, k) = 




o (1 -/c 2 sen 2 íp) 


1/2 


Existen tablas muy extensas de esta función y de acuerdo con ellas podemos 
calcular los tiempos empleados en moverse de un punto a otro a lo largo 
de ías curvas integrales. Recíprocamente, dada t podemos calcular el 

7T 

ángulo u(t). En particular, como «(tJ = B u sen /i(t,) = 1 y E1 ¡ 



figura 33 Periodo ante amplitud 
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periodo de la oscilación de amplitud 0,, (0 < 0j < n) es 4 t, 

* v 

En tiempo real / eí periodo r(0y) es 



T(0 1) 



Se sigue del problema 10, página 567, que T(0) tiende a oo cuando 0 X tiende 


n 


n 


l 


a n. Como F( 0 ) = -, y F es continua, 2n /- es una buena aproximación 


para pequeñas oscilaciones (figura 33). 
compleía de primera clase. 



se Ilama integral elíptica 


Problemas 

1. Escríbase cada una de las siguientes como un sistema de dos ecua- 
ciones de primer orden, obténgase una integral y dibújense las curvas 
jntegrales: 

a)x+x: = 0 b) x — x = 0 

c) x + xH-x 3 = 0 d) x — x + x 3 = 0 

e) x + sen = 0 f) x = x(2y 3 —x 3 ) 

y = -y(2x 3 -y 3 ) 

2. La ecuación de un oscilador (ecuación de Van der Pol) es 

x + p(\ — x 2 )x + x = 0 

Pruébese que 

* = /*[y-(*-i* 3 )] 
i 

y — — x 

es un sistema equivalente. Discútanse las trayectorias definidas por 
soluciones en el caso en que p es muy grande por un estudio del flujo 
definido por Ia ecuación diferencial en el plano fase. Una gran p resulta 
en las que se llaman “oscilaciones de relajación”. 

3. Demuéstrese que hay soluciones de 14.6 que tienden a oo cuando 

t -*■ oo. 




































































Funsimss dsíininss 

pnr snusBÍunss 
Ifnrannialss 


1. INTRODUCCIÓN 

Continuando con nuestro estudio introductorio de ecuaciones diferen- 
ciales, abordaremos en primer lugar el problema de la existencia y unicidad 
de soluciones de las ecuaciones diferenciales. A1 hacer esto introduciremos 
dos tópicos de considerable importancia matemática: los teoremas de 
punto fijo y las aproximaciones sucesivas. Probaremos primero un teorema 
de punto fijo para espacios vectoriales finitodimensionales y luego 
mostraremos cómo es que este teorema puede extenderse a espacios en que 
los elementos son funciones. Estos espacios de funciones son espacios 
vectoriales infinitodimensionales, pero vemos que para estos problemas la 
dimensión del espacio no juega papel alguno. EI teorema del punto fijo 
para espacios de funciones nos da un teorema de existencia y unicidad 
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para las soluciones de las ecuaciones diferenciales. Uustraremos después 
cómo es que este teorema de existencia y unicidad nos Ileva a Ia definición 
de funciones por ecuaciones diferenciales, y aprenderemos un poco 
acerea de cómo podemos estudiar las propiedades de funciones definidas 
por ecuaciones diferenciales. EI capítulo se concluye con un estudio de 
un sujeto íntimamente reiacionado con los tratados: las series de Fourier 
y las aproximaciones de Fourier. Aquí, de nuevo veremos una analogía 
entre espacios de funciones' y espacios vectoriales finitodimensionales. 


2. TEOREMA DE PUNTO FIJO: APROXIMACIONES 

SUCESIVAS 


E1 método de Newton para resolver la ecuación 

f{x) = x 2 -2 = 0 

consiste en convertir el problema en él al equivalente por resolver 

x = 7(x) = x - = - + - , donde /(x) = x 2 -2. 

f (x) 2 x 

Una solución de x = 7(x) se llama punto fijo de T; comenzaremos con una 
aproximación inicial x 0 y definiremos una sucesión de Io que esperamos 
sean aproximaciones sucesivas de un punto fijo por 

= T(x 0 ) 

= T(x,) = T [21 (x 0 ) 

* 

# 

= T(x„.,) = T [nI (x 0 ). 

X 1 

Por ejemplo, con T(x) = 1 + - y x 0 = 1, obtenemos 

2 x 

x, = 7X1) = 1.5 
x 2 = 7(1.5) = 1.417 
x 3 = 7(1.42) = 1.41425 

y tenemos ya una buena aproximación (con seis cifras significativas 
\¡2= 1.41421). ¿Por qué y cuándo trabaja esto ? Notemos primero que 
si T es continuo sobre un intervalo cerrado J y si la sucesión de aproxi- 
maciones sucesivas está en / y converge, entonces el límite de Ia sucesión 
es un punto fijo de T. Sea x n -> x cuando n-+ oo. Entonces 

x = lím x„ = lím T(x n _ x ) = 7(lím x rt _!) = 7(x). 
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Obtendremos ahora un teorema de punto fijo excepcionalmente simple, 

pero muy importante y sorprendentemente poderoso. 

v 

2.1 Teorema. Una función real T definida sobre un intervalo J de R se 
dice que es una contracción sobre J si 

|7(x)— T(y)\ < k\x— y\ 

para todo x, y en J y álgún 2e<0, 1>. 

Una contracción transforma todo par de puntos x, y en un par 7(x), T(y) 
que son más próximos. Ciertamente, si 7 es una contracción sobre J 
entonces 7 es continua sobre J (problema 1). E1 recíproco no es cierto. 
Sin embargo, si T es diferenciable sobre J y si |7'(x)| ^ x < 1 sobre J , 
entonces T es una contracción sobre J (problema 2). 

2-2 Teorema. Si T es una contracción sobre un intervalo cerrado J y si 7 
transforma J en si mismo (T(J)ez J), entonces T tiene un único punto 
fijo x en J. Más especificamente , si x 0 es un punto cualquiera en entonces 
x„ = 7 [n] (x 0 ) —+ x cuando n —► oo y 

2 - 3 

J Át 

Prueba. Como la transformación se contrae sobre J , no puede tener dos 
puntos fijos en J . Supongamos que x, y x 2 son puntos fijos en J . Entonces 

*2l = |7 (xi)—7(x 2 )| < A|x, —x 2 |. 

Como k < 1, x, = x 2 . Necesitamos ahora probar la existencia de un punto 
fijo. Para hacer esto tomamos en J un punto x 0 cualquiera y definimos la 
sucesión de aproximaciones sucesivas x„ = 7(x„_,) = 7 [ " ] (x 0 ). Entonces 

i*n — *n-if = I T(x n „ i)— 7(x„_ 2 )| ^ 1 — x ft _ 2 |. 

Como X < 1, la sucesión converge (problema 2, pág. 480). Sea lím x„ = x, 

rt“* OO 

como J es cerrado, x está en J . Entonces, como 7 es continua sobre J, 

x = lím x„ = Iím ^(x^..^) = 7(x). 

rt —* oo rt-^oo 

Por tanto x es el punto fijo en J. Todo lo que queda por hacer es 
e stablecer 2.3. Tenemos 

= |7(x)~7(x n __!)| ^ 2|x-x„_ 1 | ^ Atfx^-x^J + lx-xJ]. 

Por tanto 


y 2.3 se sigue. 


(1 -X) \x-x n \ ^ A|x n -x„^i| 
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La desigualdad 2.3 nos da una estimación útil del error en la «-ésima 
aproximación en términos de la diferencia entre esta aproximación y i a 
precedente y nos dice cuándo podemos parar el cálculo. (Veáse también 
el problema 4.) 

Nuestro propósito aquí no es proseguir con el problema de resolver 
ecuaciones f(x) = 0. Nuestra finalidad principal es introducir en la forma 
más sencilla posible el método de Ias aproximaciones sucesivas. Muchos 
problemas del análisis pueden reducirse a problemas de punto fijo de 
transformaciones de funciones en lugar de números. Entre éstos está el 
problema de resolver una ecuación diferencial. Queremos ahora extender 
el teorema 2.2 y el método de aproximaciones sucesivas a las trans- 
formaciones de funciones. 

Sea J el intervalo cerrado J = [r 0 — a, t 0 + a\ y denotemos por <€ el 
conjunto de todas las funciones continuas x de J en R”. Para cada x 
en <€ definimos 

2.4 ||x|i = Máx {|x(/)| | teJ}. 

Esta función real sobre <€ se llama norma , y ||x|| se lee “norma de x”. Es lo 
correspondiente a un valor absoluto y es una medida de la distancia de 
una función al origen. La distancia entre dos funciones x y y en <€ es x-*y. 
La norma tiene las propiedades características de un valor absoluto 
(problema 10): 

2.5 ||x|| ^ 0; ||x|| =0 si y sólo si x = 0. 

2-6 lx+7| < |xl + |yH 

2.7 l|cx|| = |c| ||x||. 

Para una sucesión de funciones {x"} en <€ definimos lím x" = x si 

n-+oo 

lím ||x" — xf| = 0. 

n-* oo 

Así pues, la convergencia de una sucesión de funciones en <€ es la convergencia 
uniforme de la sucesión sobre el intervalo J. 

Necesitamos ahora considerar transformaciones T de <€ en sí mismo. 
Ejemplos de tales transformaciones son y = T(x) donde 


2.8 

II 

X 

2.9 

y(t) = F(x(t)) (Tx = Fo X ), 

2.10 

y(0 = í <p(s, 0 f(x(0> 0 ds, 

2.11 

y(t) = x° + j f(x(r), x)dx. 

JtQ 
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La última transformación es la de mayor interés para nosotros por el 

momento. Si x es un jmnto fijo de la transformación T definida por 2 11 

(r(x) = x). entonces x es una solución de x(/) = f(x (/),/) que satisface 

- A las transformaciones de funciones en funciones se les Uama 
a veces “operadores”. 

2.12 Definición. Sea J un subconjunto de <€. Una transformación T de & 
en <€ se dice que es una contracción sobre & si 

mx)-r(y)|| < ^ ||x — y|| 

para todo x, y en & y algún As<0, 1>. 

2.13 Teorema. Sea u una función cualquiera en <€. Definamos & como el 
conjunlo de todas las funciones x en que satisfacen ||x — u¡| < b. Si T es 
una contracción sobrej? y si T transforma & en sí mismo , entonces T tiene 
un punto único fijo x en 2?. En realidad, si x° « una función cualquiera 
en &, entonces x" = 7' < " > (x°)-^x cuando n->oo y 

2-M llx-x-ll ^ —||i"- x "- , ||. 

l-Á 

Prlfba. La prueba es esencialmente la misma que la del teorema 2.2. 
Reemplazamos Ixj por ||x|| y J por J. La convergencia sobre Ia recta real 
se reemplaza por la convergencia uniforme de las funciones. En Iugar del 
problema 2, pág. 480, tenemos el problema 13 que sigue. Necesitamos 
también observar que lím y” = y implica lím ||y fl || = ||y||. Esto es Ia 

* * ■ t ^ ^ 00 fl-^OO 

continuidad de la norma. Por la desigualdad del triángulo 

lly||-lly"-y|| < ||y"|| ||y-y"|| + ||y||, 

de donde se sigue que lím ||y"|| = ||y||. La continuidad de la norma y el 
hecho de que el límite de una sucesión uniformemente convergente de 
unciones continuas es continua implica que J es cerrado (y fl en J y 
Iím y y implica que y está en $ r ). Además, vemos que como T es una 
contracción, Iuego continua: lím \\T(?)-T(y)\\ =0; es decir, lím T(y n )=T(y). 

La prueba del teorema 2.2 es, entonces, una copia exacta de la prueba de 
cste teorema. 

I*roblemas 

1. Pruébese que si T es una contracción sobre un intervalo J, entonces T 
es continua en J. 

2. Pruébese que si T es diferenciable sobre un intervalo J y si 
Wl ^ ^ < ' I P ara todo x en J , entonces T es una contracción en J . 
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_ x 1 . r 

3. Pruébese que para T(x) = - + - y para cualquier x 0 en [1,21 

2 x . 

T tB) (xo) -► >/2 cuando n -*> co. 

4. Bajo las condiciones del teorema 2.2 pruébese que 

)x-x„| ^ |T(x 0 )-x 0 | - 

yVo/u. Esto demuestra la ventaja de comenzar cón una buena aproxi- 
mación inicial. Sin embargo, esto también prueba que tal cosa no es ni 
con mucho tan importante como arreglar el problema de forma que X 
sea pequeño. Para resolver, por ejemplo, f(x) = 0 hay una infinidad de 
formas de convertir el problema en un problema equivalente de punto 
fijo. Algunos problemas de punto fijo darán una convergencia más 
rápida que otros de Ias aproximaciones sucesivas. 

5. Sea J el intervalo cerrado definido por |x-x 0 ( ^a (J = [x 0 -a, 
x 0 + a]). Pruébese que si 1 ) T es una contracción sobre J = [x 0 - a, x 0 + a] 
con | T(x) - T(y)\ ^ X \x-y\ , 0 < X < 1 para todo x, y en J y y 2) j T(x 0 ) - x 0 | < 
(1 —X)a, entonces T tiene un punto fijo único x en J y T (n) (x 0 ) ->x cuando 
n —► oo. 

6. El método de Newton . Supongamos que 


\f(x)f"(x) 

^X< i y 

f(x o) 

U'(x)? 


f'(x o) 


para todo x en [. x 0 -a , x 0 + a]. Pruébese que la sucesión de aproximaciones 
sucesivas definida por la relación de recurrencia 

„ f{x m ) 


converge a una solución de f(x) = 0. 

7. Calcúlese con tres cifras significativas exactas la raíz positiva de 
x-2 sen x = 0. 

8. Calcúlese con tres cifras significativas exactas la solución de e~ x = x. 

9. Supongamos que T es continua sobre [¿7, b ] y que a < T(a) y T(b) < b. 

a) Conclúyase que hay puntos fijos de T en <¿7, />>. 

b) Si T es no creciente sobre [¿7. b} pruébese que hay un punto fijo 
único de T en <¿7, b >. 


10. Pruébese que a) 2.5 b) 2.6 c) 2.7. 
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11 . Generalícese el teorema 2.2 a transformactones T de R" en R". 

12. Teorema de función implicita. Supongamos que I) /(x o ,j> o ) = 0, 
2 ) /y D 2 f son continuas en una vecindad de (Xq,^), 3) D 2 f(x 0 ,y 0 )^ 0. 
Usando el teorema 2.13, pruébese la existencia de una función (p continua 
sobre algún intervalo [x 0 —a, x 0 + x], tal que (p(x 0 ) = y 0 y /(x, cp(x)) = 0 
para todo x en [x 0 - oq x 0 + a]. 

Sugerencia: consideremos z = T(y) donde z(x) = T(y)(x) = y(x) — 

J(x,y(x)) 

D 2 f (x 0 » yo) 


13. Sea {x n } una sucesión de funciones en ^ con la propiedad de que 
para algún 2g<0, 1> 

llx" —x n_1 || < A||x" -1 — x"“ 2 1| , n > 2. 


Pruébese que entonces la sucesión converge. 


3. TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA LAS 

ECUACIONES DIFERENCIALES 






E1 primer teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales 
lo probó alrededor de 1825 Agustín Cauchy (1789-1857), uno de los más 
grandes matemáticos de Francia. Unos cincuenta años más tarde, en 1876, 
R. Lipschitz (1832-1903) probó un teorema análogo bajo condiciones algo 
más débiles que las de Cauchy. E1 teorema que presentamos en esta sección 
usa la condición de Lipschitz, y el método de prueba, que es ei de las 
aproximaciones sucesivas, lo introdujo por vez primera E. Picard (1857-1941) 
en 1890. 

Consideramos un sistema 


3.1 


x t (0 = f\(x x (t\ x 2 (/), ...,x n (/),t) 

x 2 (t) = / 2 (X,(/), x 2 (/), ...,x n (/), /) 

* 

x„(t) = 7,(x,(0. X 2 (/),.... X„(t), t). 


de n ecuaciones diferenciales de primer orden en n funciones incógnitas 
x,,x 2 . x„. La ecuación diferencial de orden n-ésimo 


3.2 


£í = f(x.4í. 
dt " V dt 


in - 1 


dt 


n- 1 


■* t 


ís un caso especial. Sea 


dx 


tn — l 


X 


v v 
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es equivalente al sistema 

*i(0 = x 2 (t) 
x 2 (t) = X 3 (í) 

3.3 : 


x„_,(0 = x n (t) 
x n (t) = F(x t (t), x 2 (t). 


x n (t), t). 


Si x es una solución de 3.2, entonces (x l9 x 2 , •••, x„) = ( x, —, •••, -- 1 

V dt dt n ~ l / 

es una solución de 3.3. Recíprocamente, si (x,,...,x n ) es una solución 
de 3.3, entonces x x es una solución de 3.2. 

En notación vectorial 3.1 puede escribirse 

3.4 x(í) = f(x(í), 0, 


donde x = (x^,..., x n ), f — (f XJ ...,/ n ). La función f es una función 
de R" x R en R". 

Sea J el intervalo cerrado [t 0 — a, t 0 +a] 9 SJ = {veR"| |v — v°| O), y 
S = x/ = {(v, /) | vei^, /e J}. E1 conjunto S es un conjunto cerrado 
y acotado de puntos en R" +1 . Como antes <€ denotará el conjunto de 
funciones continuas x de^ en R". será el conjunto de todas las funciones 
continuas x de J a Sf. E1 conjunto J' es el subconjunto de <S con la 
propiedad de que x en implica (x(/), /) en S para todo / en J (la gráfica 
de x está en S). 

Supongamos que f es continua sobre S. Entonces la transformación T 
definida por 


3.5 


y(0 = T(x)(0 = 


v° + 


fo 


f(X(t), x)dx 


está definida sobre J'. Vemos entonces que x está en J' es una solución de 

3.4 que satisface x(/ 0 ) = v° si y sólo si x es un punto fijo de T. Si x es un 
punto fijo (T(x) = x) en entonces 

3.6 x(/) = v° + f(x(r), x)dx , teJ, 

J to 

y 

x(/) = f(x(/), /), teJ 

con x(/ 0 ) = v°, Recíprocamente, si x es una solución de 3.4 que satisface 
x (ío) = v°, entonces obtenemos 3.6 por integración. Estamos ahora en 
posición de aplicar nuestro teorema de punto fijo para transformaciones de 
funciones. 


Kr * 
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3.7 Definición. Lafunción f se dice que satisface una condición de Lipschitz 
en S con respecto a v si hay un número real K con la propiedad de que 

I f(V 1 . /) - , f)l < 

para cualesquier (v 1 , t), (v 2 , t) en S. 

La condición de Cauchy fue la hipótesis de que f era continua sobre S 
y tenía primeras derivadas parciales continuas D x i y D„f sobre S. Para 
la mayor parte de las aplicaciones puede admitirse la hipótesis de Cauchy, 
y esta condición implica la condición de Lipschitz (problema 5). 


3.8 Teorema. Si la función f es continua y satisface una condición de 
Lipschitz (con respecto a v) en una vecindad $ x de (v°, /), entonces para 
algún a > 0 hay una solución única sobre J = [/ 0 — a, t 0 + a] de x(/) = f (x(/), /) 
que satisface x (/ 0 ) = v°. 


Prueba. Nuestra hipótesis es (expresada con la notación que antes hemos 
adoptado) que f satisface una condición de Lipschitz 

\f(v\t)-i(v 2 ,t)\ ^ K\v l -v 2 \ 

paratodo (v 1 , /)y(v 2 , /)en S x = {(v, /) | |v—v°| < b , |/—/ 0 | < a x ) =£fxj l9 
y que f es continua en S x . La prueba consistirá en demostrar que para 
una a suficientemente pequeña la transformación T definida por 3.5 es una 
contracción sobre 3F que transforma en sí mismo. Entonces, por el 
teorema 2.13, T tiene un punto fijo único en SF , que es entonces la solución 
única que estamos buscando. Demostramos primero que para a suficien- 
temente pequeña T(!F) c . Sea Máx {|f(v, /)| | (v, t)eS x } — M. Para 
todo x en 3? x , y = 7\x) satisface 


ly(0-v°l = 


"r 

f(x(x), x)dx 


J 


ío 


< I Í |f(x(t), x)| di 
I J to 


^ Af|/-/ 0 | ^ Ma x 

para todo /e J x . Elíjase a de modo que a^a x y Ma ^ b. Entonces, recor- 
dando la definición de la norma como el valor máximo, tenemos 

||y-v°|| = ||r(x)-v°|| < b 

para todo x en . Esto significa para un a suficientemente pequeño 
que T(SF) c/y í transforma J' en sí mismo. Queda por demostrar que 
para a suficientemente pequeño T es una contracción sobre J'. Aquí es 
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solución mucho más de lo que esta estimación indica. Supongamos que las 
condiciones del teorema 3.8 se satisfacen en una vecindad de cada punto 
(v, /) de un conjunto abierto Q) de R"xR. Consideremos la solución x 
definida en una vecindad de un punto (v°, /) en & que pasa por este punto 
(es decir, tal que x(/ 0 ) = v°). Sabemos que la solución está definida sobre 
un intervalo [r 0 — a, t 0 + á\ y permanece en Hay, por tanto, una solución 
única a través del punto (x(/ p + a), t 0 + a ). A la izquierda de t 0 + a coincide 
con la solución con la que hemos comenzado. Esta es, por tanto, una 
extensión única de la solución x. Continuando en esta forma tanto para t 
creciente como para t decreciente, puede argumentarse que hay un intervalo 
máximo J = <a, P > sobre el que la solución puede continuarse en Q>. Esta 
solución sobre J se llama solución completa en que pasa por el 
punto (v°, / 0 ). Es, en general, difícil determinar la amplitud del intervalo J , 
Puede, por ejemplo, ser finito. La ecuación no líneal más sencilla ilustra 
lo que puede suceder. La solución completa de x = x 2 que satisface x(0) = 1 
es (1 — /) _1 . E1 intervalo máximo J es < — oo, 1). La solución va a infinito 
en un tiempo finito y no puede extenderse más allá de /=1. Para el 
sistema lineal x(/) = A (/) x(/) + f(/) probamos para coeficientes constantes 
y supusimos cierto para no constantes que, si A y f son continuos 
sobre <-oo, oo>, entonces las soluciones completas están definidas sobre 
<-oo, oo>. Para sistemas no lineales no hay respuestas tan sencillas. 

Nota. Todo lo que hemos probado en esta sección y la sección previa 
puede extenderse fácilmente a funciones vectoriales complejas y la 
existencia y unicidad se aplica a la ecuación diferencial vectorial 
compleja z = f(z, /). La función f es de C n x R en C", y una solución 
es una función z de R en C". Es suficiente reemplazar C" por R 2n . 


3. Considérese la ecuación diferencial autónoma (f es independiente 
de /) 

w 

(*) X = f(x(/)) 

.. 

donde f es una función de R" en R" que es continua sobre un conjunto 
abierto en R". Supongamos que x es una solución de (*) sobre [0, oo> 
y que x(/)-> v° cuando /-> oo donde v° es un punto de i. Conclúyase que v° 
es un estado de equilibrio de (*); es decir, f(v°) =0. 

4. Sea F(x , y) una función de R 2 en R con derivadas parciales continuas 
de segundo orden sobre un conjunto abierto S de R 2 . Sea (x 0 , y 0 ) un 
punto en ¿ y supongamos que [D x F(x 0 , y 0 )] 2 + [D 2 F(x 0j y 0 )] 2 # 0. Pruébese 
que hay entonces una curva lisa y que pasa por (x 0 , y 0 ) sobre la curva de 
nivel F(x, y) = F(x 0 , > 0 ). Si D 2 F(x 0 , y 0 ) # 0, pruébese que y puede represen- 
tarse en la vecindad de (x 0 ,j> 0 ) como la gráfica de una función y = f(x). 
Formúlense estos resultados como teoremas de función implícita. 

5. Sea f una función de R n+1 a R" continua sobre el conjunto $ = x J 
donde S? = {\ \ |v— v°| <6} c: R” e S = [t 0 -a, t 0 + á\ y sean £»,f,.... D„f 
continuas sobre $. Demuéstrese que f satisface la condición de Lipschitz: 
hay un número real K tal que 

If(v x , /)-f(v 2 , /)| ^ ATJv 1 — v 2 | 

para cualesquier (v 1 , /), (v 2 , /) en $. 

6. Considérese la ecuación diferencial autónoma 

(*) *(/) = f(x(/)) 


Probíemas 

1. Üsese el método de aproximaciones sucesivas para resolver 

á) x(t) + 2x(t) = 3/ 2 —1, x(0) = 1 

b) x+x = 0, x(0) = 0, x(0) = I 

c) 2x(t) + tx(t) = 0, jc(0) = 1. 

2. Obténgase, comenzando con la condición inicial, las tres primeras 
aproximaciones sucesivas de 

a) x = x 2 , x(0) = 1 

t) — = x 2 + y 2 , y(0) = 1 
dx 

JC = x 2 + v 2 

y = x-y, x(0) = 0, ^(0) = 1 

d) x + x-ix 3 = 0, x(0) = x(0) = 1. 


donde f es continua y satisface una condición de Lipschitz en la vecindad 
de cada punto v° de R h . Sea x una solución de (*). Pruébese que x es 
periódica si y sólo si x(/!) = x(í 2 ) para algún t x #/ 2 (es decir, la curva 
descrita por la solución es cerrada). ¿Qué es el periodo mínimo ? 


4. FUNCIONES CIRCULARES 

Ahora que tenemos un teorema de existencia y unicidad para las 
ecuaciones diferenciales, sabemos que ecuaciones diferenciales más condi- 
ciones iniciales definen funciones. Éste es el origen de muchas de las 
funciones cuyas propiedades han sido estudiadas por Ios matemáticos y 
para Ias cuales se han calculado tablas. Como un sencillo ejemplo de esto 
definiremos las funciones circulares por medio de una ecuación diferencial. 

Puede ser que las funciones circulares o trigonométricas se hayan 
definido bien en el curso de estudios del lector, o puede que no. Pero 
c ualquiera que sea el caso nosotros vamos a imaginar en lo que sigue que 
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nada sabemos de estas funciones, y que estamos interesados en tas soluciones 
de la ecuación diferencial 


4.1 x + x = 0. 

Un sistema equivalente es 



y éste puede reemplazarse por una sola ecuación compleja por la sustitución 
z — x + iy\ Entonces z = x + iy = —y + ix = iz , de modo que tenemos que 
habérnosla con la ecuación diferencial 

z = iz. 


Es ventajoso y no más difícil, estudiar la ecuación diferencial 
4.3 z = Az, 


donde k es un número complejo arbitrario. Designemos por E Ia solución 
de 4.3 que satisface z(0) = I. Por el teorema de existencia y unicidad 
extendido a funciones complejas, sabemos que E está definida al menos 
en una vecindad de 0. Una de las cosas que necesitamos probar primero 
es que E está definida sobre < — oo, oo). La función E es un punto fijo 
(el único punto fijo) de 


T{z)(t) = \+X 



z (t) d x , 


y es el límite de una sucesión de aproximaciones sucesivas. 
Tomando z 0 = 1, la condición inicial, obtenemos 


rt 


z t (t) = T(z 0 )(t) = I +k 


z 0 (x)dx = \+kt , 


z 2 (t) = T (zj) (t) = I +k 


(ktY 

(\+kr)dx = l+kt + K — 
o 2! 


,, , , (Xt) 2 (;.t) 3 

z 3 (o = í +;.¡ + =- + 

2! 3! 


y, por inducción. 


... , , (Atr a (Átf 

z„(o = i +xt + ••• + 

n ! *=o k ! 


La sucesión {z n } converge absoluta y uniformemente sobre todo intervalo 
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4] 

finito. De aquí se sigue (o puede verificarse directamente por sustitución 
en 4.3) que 




X’ 


4.4 


E(t) = I 


(Átf 


k = o k ! 


es la solución sobre < — co, oo> de 4.3 que satisface z(0) = I. Si k es un 
número real, entonces E(t) = e /l , y si k es un número complejo E(t) es 
entonces Ia extensión de la función exponencial real. Escribimos para 
toda k real o compleja, E(t) = e ir . De donde 


~e Á, = ke Át y e v = 1. 
dt 


M 


Esta es la única función con estas propiedades. 

Usemos ahora la ecuación diferencial 4.3 para derivar algunas propie- 
dades de e' A . Sabemos, por e! teorema de unicidad, que ce lt es Ia única 
solución sobre < —oo, oo) de 4.3 que satisface z(0) = c. Consideremos 
ahora las funciones 


£ |(0 = «V' y E 2 (t) = e 


a + M 


Como E x '(t) = kE { (t) y E 2 (/) = kE 2 (t), E x y E 2 son, ambas, soluciones 
de 4.3. Satisfacen las mismas condiciones iniciales E x (0) = £ 2 (0) = e* y, por 
tanto, por la unicidad de Ias soluciones, E x (t) = E 2 (t) para todo t. Tomando 
t = I tenemos la ley de los exponentes 


4.5 


e k =e a ^* 


En particular, e'e x = e° = 1 y, por tanto, 

e~ x = (e*) -1 . 

Kf 

Vemos inmediatamente por esto que e k ^ 0 para cualquier número 
complejo k. 

En el capítulo 11, sección 4, usamos las funciones seno y coseno para 
definir e u . Ahora que ya hemos definido e lt independientemente de las 
funciones circulares, podemos seguir el camino inverso y usar esta función 
exponencial compleja para definir el seno y el coseno. Definimos 


4.6 


cos t = ±(e 11 + e ir ), sen / = — (e“~e ,r ). 

2 i 


Así pues, e lt = cos t + i sen / y la función vectorial (cos, sen) es entonces 
la única solución de 4.2 que satisface (jc(0), j/(0)) = (1,0). 

Podemos ahora derivar las propiedades de Ias funciones seno y coseno 
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de las propiedades de e lt o directamente de la ecuación diferencial 4.2. 
Por 4.4 sabemos que la serie para e ix es 


= f w 


y por tanto 


cos t = 


sen 


k\ 


t 2 . 

í 4 

-h 

— 

2! 

4! 

/ 3 

t s 

-h 

— 

3! 

5! 


t 2 j 3 r 4 

i — H-+ 

2! 3! 4! 


00 t 

= z (- 1 )“-^ 


2 fc 


k=o • (2/c)! 


00 # 2fc+ 1 

T—i > . ^ t í 


fc = o (2fc+l)! 


Como (x, y) = (cos, sen) es una solución de 4.2 vemos que 

D cos = — sen y D sen = cos. 

La curva y definida por x — cos t, y ~ sen t se encuentra sobre la curva 
integral x z +y 2 = I de 4.2. Así pues, cos 2 + sen 2 = 1. 

Probamos ahora que seno y coseno tienen 2 tt como periodo mínimo. 
No es difícil demostrar que hay un tiempo mínimo 7> 0 con la propiedad 
de que cos 7"=0 y sen T~ \. Como (cos, sen) es una solución de 4.2 con 
la condición inicial (cos 0, sen 0) = (1, 0), cos / > 0 para todo t positivo y 
suficientemente pequeño. Para tales t la curva y está en el primer cuadrante, 
ya que de 4.2 se sigue que sen t es creciente y cos t es decreciente. Además, 
después de un tiempo / > e > 0, x = -y < - sen e < 0. Así pues, en un 
tiempo finito la curva y alcanza el eje Y y x se hace negativo. Por tanto, 
hay un 7" > 0 mínimo con la propiedad de que cos 7=0 y sen T— I. 
Como x 2 +y 2 = \ sobre y, t es la Iongitud del arco a lo Iargo de la 
circunferencia (unitaria). Se sigue entonces fácilmente que en el tiempo 4 T 
el punto x = cos /, y = sen t ha dado una vuelta alrededor de la circun- 
ferencia y 4T" = 27r. Vemos, por tanto, que 2n es el periodo mínimo del 
seno y el coseno. Como e lt = cos / + /sen /, 2n es también el periodo 
mínimo de e ix . 

Hemos, pues, definido las funciones circulares seno y coseno, hemos 
hallado su expansión en series de potencias para calcularlas y hemos dedu- 
cido todas las propiedades básicas de estas funciones. Las propiedades 
de adición del seno y el coseno se siguen fácilmente de la ley de exponentes 4.5 
como se mostró en la sección 4 del capítulo 11. 


5. SOLUCIÓN EN SERIE DE LAS ECUACIONES 

DIFERENCIALES 

La idea de obtener soluciones en serie de las ecuaciones diferenciales 
se remonta más de 300 años hasta Newton. Una de las ecuaciones estudiadas 
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por Newton era 

5.1 

Desarrollando (1 — x) 1 escribió la ecuación en la forma 

dy . o 

— = l+y(l+x + x + •••) 
dx 

y obtuvo la solución 

y(x) = x +i(x 2 +x 3 +...). 

Veremos dentro de un momento cómo es que esto puede hacerse. Notando 
que x 2 + x 2 + ... = x 2 /(l — *), la solución es 

y(x) = x + ix 2 /(l-x). 

En lo que estamos interesados es en los métodos para la obtención de 
aproximaciones en serie y, con unas pocas palabras de advertencia, ésta 
que hemos expuesto es adecuada para ser la primera que consideremos. La 
advertencia es que este ejemplo no debe llevarnos a creer que va a sernos 
siempre posible, y especialmente con las ecuaciones no lineales, obtener 
la serie completa, e incluso cuando esto es posible no se deben tener 
demasiadas esperanzas en la posibilidad de expresar la suma de la serie en 
términos de funciones conocidas. Para muchos propósitos todo Io que se 
necesita es obtener sólo unos cuantos de los primeros términos y para 
muchas aplicaciones esto nos da una útil primera aproximación. Tal 
aproximación cs a menudo, como mas tarde veremos, el punto de partida 
para un cálculo numérico de la solución. 

Uustramos ahora dos métodos para obtener aproximaciones en serie. 
Supongamos que 5.1 tiene una solución analítica en la vecindad del origen: 

» 00 

^•2 yW = ÜQ + a^x + a^x 2 + *•• = £ . 

n = o 

Método 1. Serie de Taylor 

Sabemos que los coeficientes a n vienen dados por n\a n = jm (w) (0). Por la 
ecuación diferencial 5.1 podemos entonces calcular sucesivamente tantas 
derivadas evaluadas en el origen como deseemos. 

T(0) = 0 = a 0 
y'( 0) = l+y(0) = 1 = a x 
y"(x) = (i -x) -1 7 '(jf)+(i “x)" 2 ^(x) 

T'(0) =1=2 a 2 

y m (x) = (l-x)- í y ir (x)+2(l-x)- 2 y / (x) + 2(\-xr 3 y(x) 

y'"( 0) = 3 = 3!a 3 . 


£-i + 

dx 


1 — x 


y( 0) = o. 
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Tenemos entonces como una solución aproximada 

y(x) = x + ix 2 + ix: 3 . 

Para esta ecuación en particuíar no sería muy difícil probar que^ ín) (0) = \n\ 
yquea„ = i.- 

Método 2. Coeficientes indeterminados 

Antes de comenzar a exponer este método, recuérdense nuestros 
resultados sobre diferenciación, adición e igualdad de series de potencias 
(capítulo 9, sección 9). 

Es conveniente escribir la ecuación diferencial 5.1 en la forma 

(1 — x) — = 1 — x + y. 
dx 

Supongamos, ante todo, que estamos interesados en una aproximación 
hasta el orden 3. Los puntos denotan los términos de orden más alto. 
Sustituyendo la serie 5.2 en esta ecuación diferencial, obtenemos 

(1 — x) (a, +2a 2 x + 3£73X 2 + 4fl 4 x 3 + ...) 

= 1 — x + a 0 + a l x + £7 2 x 2 +a 3 x 3 +... 

Igualando los coeficientes de potencias iguales de x, tenemos las ecuaciones 

a t = 1 +a 0 
2a 2 —a x = — I +¿2, 

3a 3 — 2a 2 = 

Como a 0 = j>(0) = 0, obtenemos 

a x = 1 

a 2 = —i + a, = ^ 
y la aproximación deseada es 

y(x) = x + ^x 2 + ix 3 . 

Supongamos ahora que deseamos ver si es posible encontrar el coeficiente 

00 

general a n . Tenemos entonces al sustituir y = £ a n xP en la ecuación 

n — 0 

/OO \ 

(* “*) ( X na » X "-' ) = 1-X + Z a n X " ■ 

\n = 0 / n = 0 

Agrupando términos, obtenemos 

co 

Z [(n + lK + i-na„- 

n ~ 0 


a n\ X i X . 
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De donde 


a x ~a 0 = I 
2a 2 —'2a x — - 1 
(/1 + 1) (a n+ x —a„)= 0, n > 2. 

Este sistema infinito de ecuaciones lineales se resuelve fáciímente 


a, = 1 + Oq = 1 

a 2 ~ ~i + a, = i 

a n+ X = a n — 2 > n ?£ 2. 

Por tanto 

y(x) = x +i £ x “, < 1 • 

n = 2 

E1 intervalo <— I, 1) es el intervalo de convergencia de la serie. Realmente, 
sabemos que 

. , 1 X 2 

y(x) = x H-, x # 1 . 

2 1 — x 

EI mayor intervalo en el que la solución que satisface ,y(0) = 0 está definida 
es < — 00 , 1). La solución aproximada, hasta el término de orden 3, es, 
según sabemos, suficientemente buena para x pequeño y no muy buena 
cuando x es cercano a 1. 

Para una discusión más detallada de las aproximaciones en serie, para 
una justificación de la hipótesis de que hay una solución analítica, 
para el estudio de estimaciones del error, enviamos al lector a las referencias 
enumeradas en la bibliografía, particularmente a [58]. 

En el próximo ejemplo ilustramos la aplicación de estos métodos a una 
ecuación de segundo grado. 

5.3 Ejemplo. Obténganse aproximaciones en serie de la solución de 

5.4 u" + sen u = 0, w(0) = 0, w'(0) = u 0 . 

Esta es la ecuación que describe el movimiento de un pénduío (ejemplo 14.8, 
pág. 688). 

SOLUCIONES. 

Método I. Supongamos una solución de la forma 

u(t) = ao + a, t + a 2 t+ — 


u(0) = 0 = a 0 , u'(0) = u 0 = a x 
w"(0) = — sen m( 0) = 0 = 2!a 2 


Entonces 
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M m (0) = — u'(0) COS u(0) — — u 0 = 3 ! ¿3 3 
u <4) (0) = — u"(0) cos u(0)4-(u'(0)) 2 sen w(0) = 0 = 4!u 4 
u <5) (0) = —u'"(0) cos u(0) + 3u"(0) u'(0) sen u(0) - 
+ (u'(0)) 3 cos u(0) = u 0 + u 0 3 = 5 ! a 5 . 

De donde 

u(f) — u 0 t — Uq t ~ + — u 0 (l + u 0 2 )t 5 + ••* 

Método II. Puede conseguirse una simplificación considerable si notamos 
de inmediato que la solución es impar (problema 6 , pág. 537). Podemos 
entonces suponer una serie solución de la forma 

u(t) = a x t + üst 5 + a 5 t 5 + — 

Este uso de la simetría corta en dos el número de coeficientes a determinar. 
Reemplazando sen u por su serie y sustituyendo la serie para u(t) en 5 . 4 , 
tenemos 

3 * 2 3 í -+- 5 * 4 ¿3 5 + **• + (íÍj/ + fl 3 /^ + ••*) 

— —(4í j r + ¿I 3 r 3 + ***) 3 + *•• = 0 , 

3! 


donde Ios puntos representan términos de orden mayor que 3. Igualando 
los coeficientes de potencias iguales de t obtenemos 

6a 3 + aj = 0 

20 a 5 + a 3 -= 0 . 

3! 


Como 

w '( 0 ) = a x = u 0> 

a 3 ~ ~~Í U 0 

a 5 = ^2ó(Í U 0+Íu 3 ). 
Una solución aproximada es 


«(0 = u 0 t - 

3! 5! 


La ecuación para el siguiente coeficiente es 

7 * 6 a 7 + a 5 — —a t 2 a 3 + -Í-Uj 5 = 0, 
3! 5! 


5] 


Solución en serie de las ecuaciones diferenciales 


715 


y con esto podemos comenzar a ver Ia dificultad para determinar el término 
general. 

v ^ 

Problemas 


1. Determínense los primeros cuatro términos distintos de cero de la 

expansión en serie de la solución de 

% 

x(/) = senx(/) + e r , x( 0 ) = n 


por a) método I; b) método II. 

t 

2, Úsese el método I para determinar la solución en serie de 

X = X 2 , x(0) = 1. 

Sugerencia: para obtener el término general úsese la regla de 
Leibniz para la derivada «-ésima de un producto: 


k = 0 


D n (fg) — I [ n k )ir- k fDtg. 






3. 


En el ejemplo 5.3 pruébese que m 0 



Véase la pág. 689. 


4. Aproxímese hasta el término de tercer grado la solución de 
v dv I 

a) /=—!—, y(l)= -2 
dx 1 —x — y 

b) jc(f) + &f(/)x(f) + *(0 + í 3 = 0 , jc(0) = I, x( 0 ) = 0 

c) x = y + x 2 

y = - x+y , x( 0 ) = 0 , y( 0 ) = 1 

d ) x(/) = jc(/) + íJc(0 

y(/) = 2tx(t)+y(t\ x(0) = a , y( 0 ) = b 

e) x(t) = y(t)+t +1 

y(0 = y(t)+x 2 (t), x(0) = 2 , y( 0 ) = 2 
/) jc + fi(x 2 —I)x + x = 0 , x( 0 ) = 2 , x( 0 ) = 0 . 


5. a) Determínese una solución en serie de 


d z y 


dy 


(x— 1 ) (x — k) —- ~ (x + l~2k) — + y = 0 


dx 


dx 


que satisfaga +( 0 ) = 1—2 k y y 7 ( 0 ) = 1 . 

b) Para k # 0 Ia solución en serie obtenida en la parte a es la solución 
que satisface la condición inicial. Cuando k = 0, pruébese que 
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(l — x) ] es también una solución que satisface la misma condición 
inicial. 

6 . Aproxímese hasta el término de grado 3 la solución de 

j- = y 2 +* 2 , y( 0 ) = i. 
dx 


6. SOLUCIÓN NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES 

DIFERENCIALES 


Hay un gran número de métodos para el cálcuío de soluciones de las 
ecuaciones diferenciales. Presentaremos como ejemplo un método iterativo 
adecuado para el empleo de calculadoras y que en algunos casos da 
resultados plenamente satisfactorios. Con las calculadoras modernas de 
alta velocidad no hay, salvo para algunos problemas especiales, gran 
dificultad en el cálculo de soluciones particulares. No vamos a efectuar 
ninguna comparación entre los distintos métodos ni vamos a entrar en los 
problemas del análisis de error. Es una historia demasiado larga para que 
comencemos a discutirla aquí. E 1 punto que aquí queremos señalar es 
que existen métodos para el cálculo de soluciones particulares y que no 
es ningun problema de mayor cuantía calcular una tabla de valores para una 
solución particular, cuando la solución del problema ha sido reducida a la 
de una ecuación diferencial. A menudo se necesitan conocer las propiedades 
generales de una solución o de un conjunto de soluciones, y aunque una 
máquina calculadora, cuando se usa inteligentemente, puede ser útil 
también para tal tarea, puede que no sea suficiente. EI uso inteligente 
de las máquinas y de los métodos numéricos y la investigación de las 
propiedades generales de soluciones requiere el conocimiento de ta teoría 
de ecuaciones diferenciales. 

Consideremos el sistema «-dimensional de ecuaciones diferenciales 
definido por 

6.1 x(/) = f(x(/), /), 

y supongamos que queremos calcular Ia solución de 6.1 que satisface 
x(/ 0 ) = x ü sobre el intervalo [/ 0 , T]. Subdividamos el intervalo en un 
número íinito de partes de longitud h . Sea tj = / 0 +y//. Definimos el método 
por inducción. Supongamos que hemos calculado ya x(/ 0 ), x(/¡), ..., x(/„), 
y queremos calcular x(/ n+ ,) = x(/ n + //). La función 


6.2 


<p 0 ) = f(x(/ n ), o + 


f(x(Q, t n )-f(x(/ n - ,), /„_,) _ t 

h 


es entonces una aproximación lineal de f(x(/), /) que toma los valores 
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f(x(/„_ ¡), /„_,) y f(x(/J, /„) en / = / n _¡ y / = /„, respectivamente. Usando 
<p(/) para aproximar f(x(/), /) sobre el intervalo [/„, / w+ ,] y el símbolo 
para indicar “es aproximadamente igual a”,- de 6.1 obtenemos 


x(/ fl+1 )-x(0 


+ I 

tn 




= hf(x(t„), í.) + i*[f(x(U. 0-f(x(L-i). '»-))]• 

Usando la notación más conveniente x„ = x (/„), f n = f(x n , t n ) y A f n = f rt — f n _ , , 
tenemos entonces 


6.3 


x„ + , s x„ + hf n + l¡hAí n . 


Nótese que calcular x „ +1 requiere que conozcamos x n y x„_,. Así, para 
calcular x 2 debemos conocer x 0 y x,. E1 valor de x 0 está dado por la 
condición inicial, y para calcular x, debe utilizarse algún método aproxi- 
mativo. Un método conveniente es Ia aproximación por la serie de Taylor 
discutida en la sección 5. No hemos dado ni intentaremos dar una justifi- 
cación de este método de cálculo aproximativo de una solución. Parece 
razonable y podemos esperar para un sistema dado 6 . 1 , que la precisión 
del método dependerá del tamaño de h y de cuán buena sea en realidad la 
aproximación obtenida para x,. También podríamos esperar mejorar el 
método reemplazando <p(/) en 6.2 por un polinomio de segundo grado que 
tome los valores f n , f„_,, f „_ 2 en / n , /„_,, / n _ 2 (problema 4). 

Ilustramos este método (a veces llamado método de Adam) aplicándoio 
primero a una ecuación de primer orden, y luego, a una de segundo. 


6.4 Ejemplo. Calcúlese una solución aproximada de 

x = (l-x 2 ) 1/2 , x(0) = 0 

sobre el intervalo [0, 1]. 

Solución. Tomando h = 0.100 y usando los primeros dos términos en la 
serie de Taylor para la solución, tenemos 

x, = x(h) s x(0) + /z(1-jc 2 (0)) 1/2 = h = 0.100. 

Calculamos entonces los valores paso a paso usando 

x B+1 3 x„ + hf n + {h A/„. 

Aquí f(x) = (1 -x 2 )' 12 , l„ = nh, x„ = x(t n ), f n = f(x„), y A . La 
siguiente tabla contiene los resultados de este cálculo con tres cifras 
significativas. La solución exacta es la función seno, y comparando con la 
última columna vemos la precisión de nuestros cálculos. 
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L A/„ sen i„ 


0 

0.000 

0.000 

1.000 


0.0000 

1 ■ 

0.100 

0.100 

0.995 

-0.005 

0.0998 

2 

0.200 

0.199 

0.980 

-0.015 

0.1987 

3 

0.300 

0.296 

0.955 

-0.025 

0.2955 

4 

0.400 

0.389 

0.921 

-0.034 

0.3894 

5 • 

0.500 

0.479 

0.878' 

-0.043 

0.4794 

6 

0.600 

0.565 

0.825 

-0.053 

0.5646 

7 

0.700 

0.645 

0.764 

-0.061 

0.6442 

8 

0.800 

0.718 

0.696 

-0.068 

0.7174 

9 

0.900 

0.784 

0.620 

-0.076 

0.7833 

10 

1.000 

0.842 



0.8415 

Ejemplo. 

Calcúlese 

una solución aproximada de 



x+x- 

-x 2 = 0 , 

*( 0 ) = 0 , 

x( 0 ) = 1 



sobre el intervalo [0, 0.2]. 

Solución. Haciendo x=y tenemos el siguiente sistema equivalente 

x = y 

y = x 2 -x, x{0) = 0, j>( 0 ) = 1 . 

Tomamos h = 0.05 y definimos 

t„ = nh, x„ = jc(t„), y„ = y(t„). 

Usando los primeros dos términos de Ia serie de Taylor, obtenemos 

x, = x(h) £ x(0) + Ax(0) = h = 0.050 

y, = y(h) £ y( 0 ) + /*y( 0 ) = y( 0 ) = 1 . 000 . 


Por 6.3 


*»+i = x„ + hy„ + \h&y„ 

T n +t S y„ + h(x„ 2 -x„) + ihA(x„ 2 -x„). 

De donde obtenemos 


n 



y n 

x„ 2 ~ x„ 

4 v n 

A(x„ 2 -x„) 

0 

0.000 

0.000 

1.000 

0.000 



1 

0.050 

0.050 

1.000 

-0.048 

0.000 

-0.048 

2 

0.100 

0.100 

0.996 

- 0.090 

-0.004 

-0.042 

3 

0.150 

0.150 

0.990 

-0.128 

-0.006 

-0.038 

4 

0.200 

0.200 

0.975 
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Problemas 

1. Usando h = 0.05 en el ejemplo 6.4, calcúlese sen 1 con cuatro cifras 
significativas. 

2. Calcúlese una tabla de valores de la solución de cada una de las 
siguientes ecuaciones diferenciales usando los valores de h y n que se indican. 
Siempre que sea posible» compárese con la solución exacta. 

a ) x(t) = x(t) + 2t y jc(0) = 1, h = 0.10, n = 5 

b) el mismo problema que (a) con h = 0.05 y n = 10 

c) — = yfx + yy y(l) = 0, h = 0 . 10 , n = 5 
dx 

d) x(t) = x 2 (t) + t , x:( 0 ) = 1 , h = 0 . 10 , n = 5 

e) x = xy 2 

y = -yx 2 y x(0) = 1 , y(0) = 2 , h = 0 . 10 , « = 5 . 

3. Calcúlese n por la solución numérica de 

— = (l+JC 2 ) -1 . 
dx 

4. Supongamos que x„, y x „_ 2 han sido calculadas. Reemplácese 

la ecuación tp(/) de 6.2 por un polinomio de grado dos que tome los valores 
f„, f„_!, f „_ 2 en / n , ^, /„_ 2 . Obténgase de aquí la fórmula 

x n+1 ^ x„ + / í [f n + iAf fl _ 1 + 1 ^A 2 f n . 2 ] 

donde Af fc = f k+ j — f* y A 2 f k = A(Af fc ) = Af* + j —Af k . Esta es una fórmula del 
tipo “paso a paso” para la solución numérica de x(/) = f(x(/), /) que tiene 
en cuenta las “segundas diferencias” A 2 f A . Inicialmente se da x 0 y deben 
entonces calcularse x, y x 2 por algún otro método como, por ejemplo, 
una aproximación por la serie de Taylor. 

5. Üsese el método del problema 4 para resolver: 

a) Ejemplo 6.4. 

b) Problema 2 a. 

c) Problema 2 c. 

d) Problema 2e. 




7. LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE 



Muchas funciones especiales han surgido de Ia física matemática, y en 
esta sección ilustraremos Io que, para una gran clase de tales funciones, 
es un estudio típico de algunas de sus propiedades. Los polinomios de 
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Funciones definidas por ecuaciones diferenciales 

Legendre fueron introducidos en 1784 por Adrien Legendre (1752-1833) 
y son soluciones de la ecuación diferencial 

7.1 . (l-r 2 )x(/)-2íx(/) + /?(«+l)x(/) = 0. 

Esta ecuación diferencial lineal se llama ecuación diferencial de Legendre. 
Sea n un entero no negativo y busquemos una solución 

00 

x(t) = Y. ' 

k = 0 

analítica en una vecindad del origen. Sustituyendo las series en 7.1, 
obtenemos 

00 

X {(1 -t 2 ) k(k-\)a k t l ‘- 2 -2tka k l k ~ i +n(n+ l)a k t k } = 0 . 

k = 0 

A1 igualar el coeficiente de t k a cero, obtenemos 

7.2 (k+ 1) (k + 2)a k+2 — [k(k+ \) — n(n+\)]a k . 


Las soluciones principales, que denotamos por u n y corresponden a las 
condiciones iniciales (u„ (0), ú n (0)) = (1,0) y (u n (0), ¿„(0)) = (0, 1). Exa- 
minando las series para u ny notamos en primer lugar que la serie es par: 
a x — 0 y se sigue de 7.2 que todos los coeficientes impares son cero. La 
ecuación para los coeficientes pares es 

7.3 (2k+ 1 ) (2k + 2)a Z k+2 = [2k(2k+ l)—n(n+\)]a 2 k- 


Si n es un entero par, la serie termina con a n t n (a n + 2 — 0 ) y u„ es un polinomio 
par de grado n. Si n es impar, se sigue de 7.3 y el criterio de la razón, que 
la serie converge en el intervalo abierto <— 1, 1) (probíema I a). Se puede 
probar que diverge en los puntos extremos ± I (problema 1 b). Análo- 
gamente, para v„, la serie es impar, es un polinomio impar de grado n si n es 
impar, y en otro caso es una serie infinita cuyo intervalo de convergencia 
es <-l, I>. 

Restringiremos nuestra atención a estas soluciones polinomiales que 
denotaremos por y„. Entonces 


yniO = b 0 t n +t n 2 + ••• = y 


í±«] 


b k t 


n — 2k 


k = 0 


donde el máximo entero [\n] es igual a %n si n es par y a J( AÍ ” 1 ) si n es 
impar. Sustituyendo en 7.1 obtenemos la fórmula de recursión 



(n — 2 k + 2 ) (n — 2 k + 1 ) 



2k(2n~2k+l) 
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De donde las soluciones polinomiales son 

y,(t) = b 0 \r - niazlí ,- 2 + "("-»("- 2 )("- 3),-4 

L 2(2n~l) 2 - 4(2n — l)( 2 n —3) 

,Í!Lj)! tj !'(-,). 0-«)l 

(2n)! k = o k!(n~k)\(n~2k)! 


7.4 


EI polinomio de Legendre P„ de grado n se define por 

(2n~2k)! 


I 

PM = - y (-í/ — 

2 ” = o k!(n-k)!(n-2k)! 


n — 2k 


que corresponde a tomar b n = - —-. Esta elección de b 0 es conveniente 

2 n (n !) 2 

para muchos propósitos (véase, por ejemplo, 7.5 y problema 4). He aquí 
unos pocos de los primeros polinomios de Legendre: 

/>0(0 = 1, P,(í) = t, P 2 (t) = i(3f 2 -l), 

P 3 (t) = i(5t 3 -3t), P 4 (t) = |(35í 4 -30í 2 + 3) 

P 5 (t) = -¿-(63 í 5 — 70í 3 + 15f). 

Una consecuencia (problema 5) de esta elección de b 0 es que 


7.5 


P n (l)=l, P n (-í) = (~ l)" 


k*2n + 1 ( 0 ) — 0 , 


P 2n (0) = (-\) n 


1 ’ 3 — (2 n — 1) 
2 * 4 • 2 n 


(- 1 )" 


( 2 m — 1 )!! 
(2n)!! 


Lo que ahora queremos hacer es ilustrar de qué modo podemos derivar 
de la propia ecuación diferencial algunas propiedades generales de los 
polinomios de Legendre. 

Podemos escribir la ecuación diferencial de Legendre 7.1 en Ia forma 

~ [(1 ~t 2 ) x(í)] + n(n + 1 ) x(í) = 0 . 
dt 

Si definimos L(x) (t) = — ((1 — t 2 ) x(t)) y A= —n(n + l), podemos 

dt 


expresar esto por 

7.6 


L(x) = Ax, 
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io que se llama un “problema de valor característico”. Los poiinomios de 
Legendre son soiuciones de la ecuación de Legendre; es decir 

7.7 . • L(P n ) = -n(n + \)P„. 

Así pues, por analogía con el problema del valor característico para 
matrices — «(w+l) se llama valor característico y P n se llama una función 
característica. Es ésta una ^naiogía provechosa que ha sido explotada y 
nos proporciona una vía de acceso generai al.estudio de una amplia clase 
de ecuaciones diferenciales lineales y de problemas de frontera de interés 
en la física matemática y en otras muchas ramas (sistemas de Sturm- 
Liouville). Nuestro objetivo es el mucho más modesto: queremos ilustrar 
simplemente un caso especial. Tenemos la siguiente identidad para el 
operador o transformación L : sean x x y x 2 un par de funciones diferen- 
ciables sobre < — oo, co>. Entonces 

7.8 Xí L(x 2 )-x 2 L(x ,) = 

at 

De esta simple identidad, llamada identidad de Lagrange, podemos deducir 
la siguiente importante propiedad de los polinomios de Legendre. 

* 1 

7.9 P„P m = 0 para n ± m . 

J -l 


Por 7.7 y 7.8 tenemos 


[m (m + 1 ) — n (n + 1 )] 


ri 


-1 


P P 

1 n* m 



[P m L(PJ-P n L(PJl 


= 1 -[(i-ñ(p m (t)p n (t)-p n (t)p m mdt=o. 

J -1 dt 

Bajo la hipótesis n # m (n y m son enteros no negativos), obtenemos 7.9. 
Esta propiedad 7.9 se liama “ortogonalidad” de los polinomios de Legendre 
sobre ei intervalo [- 1 , 1]. En la sección 9 veremos más sobre la significación 
de esta propiedad. 

Podemos usar ahora la ortogonalidad 7.9 y el teorema de existencia y 
unicidad para ecuaciones diferenciales para establecer una propiedad de 
las raíces de P n . 

7.10 Teorema. Todas las raíces de P n son distintas y se encuentran en el 
intervalo < — 1 , I). 

Prueba. Sea R m un polinomio de grado m. Elíjase c m de manera que el 
coeficiente de t m en c m P m (t) sea el mismo que el que tiene en R m . Elijase 


Los polinomios de Legendre 
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después de modo que e! coeficiente de / m_1 en c m _ x P m _ x (t) sea el 
mismo que ei que tiene en R m (t)-c m P m (t). En esta forma vemos que 
podemos determinar c m , ..., c 0 de modo que 

7.11 R m = CqP 0 + c x P , + ... +c m P m . 




Todo polinohiio de grado m puede expresarse como una combinación lineal de 
los polinomios de Legendre P 0 ,...,P m . Se sigue entonces por 7.9 que, 
si R m es un polinomio cualquiera de grado m 


7.12 


R m P n = 0 para m < n, 
-i 


Estamos ahora preparados para investigar las raíces de P n . Como P n es 
una solución de la ecuación diferenciai 7.1 no puede tener una raíz múltiple 
en <—1, I). Si tuviera una raíz múltiple /* en < — 1, i>, entonces P n (r) = 
P n '(r) = §. Pero ia única solución de 7.1 sobre < — I, 1 > que satisface esta 
condición inicial es la función cero. Luego ias raíces de P„ en < — 1, 1 > son 
distintas. Supongamos que las raíces en <-l,I> son t x , t 2 , . t m . 
Definamos 

I P m (0 = (t-ti) (t-t 2 )-(t-t m ). 




R m tiene Ias mismas raíces en el intervalo <-1, 1> que P n y tiene el mismo 
signo que P n en t = 1 (ambos son positivos). Luego 

P m P„> 0 . 

~ 1 

Como m ^ n, se sigue de 7.12 que m = n , lo que completa la prueba. Para 
otra prueba del teorema 7.10 véase problema 7 . 

Problemas 

00 

1 . Consideremos la serie X a 2 k* 2k donde a 0 = I y los coeficientes a 2k 

k = 0 

están definidos por 7.3. Pruébese que: 

a) La serie converge en el intervalo < — 1, 1>. 

b) La serie diverge en t = +1. 




2 . Llénense los detalles faltantes de la discusión que condujo a la 
fórmula para Ias soluciones polinomias de la ecuación de Legendre. 

3. Derívese una expansión en serie para la solución general de la 
jf ecuación de Legendre sobre ei intervalo < — 1 , I> suponiendo solamente 

que n es un número real. 

4. Pruébese que 

OO 

(1-2 tX + X 2 )-' 12 = P 0 (t)+P 1 (t) X +- = X P -(t)x" 
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para cualquier valor de t y para \x\ suficientemente pequeña. ((1 — 2 tx + x 2 ) * 
se llama función generadora de los polinomios de Legendre.) 


5. Pruébese 7.5. Sugerencia: úsese la función generadora del problema 4. 

6 . Pruébese que 


PÁ 0 = 


1 d n , 2 


2 n n\ dt n 


—. (r -1)" • 


A esto se llama fórmula de Rodrigues (1815). 

7, Pruébese el teorema 7.10 usando la fórmula de Rodrigues del 
problema 6 y el teorema de Rolle. 

8 . Pruébeseque: 





Sugerencia: puede establecerse esto usando la fórmula de Rodrigues 
y la integración por partes. Una prueba más ingeniosa puede basarse 
en el cuadrado de la expansión en problema 4 y la propiedad de ortogo- 
nalidad de los polinomios de Legendre. 

9. Pruébese que: 

a) (« + l)í > „ + , (í) —( 2 n+ + (/) = 0 

b) tP n '(t)-P'„_ 1 (t) = nP n (t) 

c) P'„ + 1 (t)-tf n '(t) = (n+l)P n (t). 


Sugerencia: 


z.dV 


a) considérese (1 — 2tx + x )— = (x — t)V donde 

dx 


V = (1-2 tx + x ¿ ) 


2 \ — 1/2 


b) 


Considérese x — = (l — x)—. 

dx dt 


10. Pruébese que: 

C 0 Pq + C l P\ + + C n Pft = 0 

implica c 0 = c, =*.* = c n = 0 (los polinomios de Legendre son linealmente 
independientes). 

11 . Si /es un polinomio de grado n, pruébese que 


donde c k 


f = c 0 P 0 + Ci P x + — +C n P„ 


2k +1 


/M 


- í 



2 
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12 . Pruébese que: 

a) Las funciones <p n = e int y n = 0, ±1, .... son ortogonales sobre el 
intervalo [ — 7 r, 7 r]. 

b) c_ m <p_ m + c_ m+ i<P- m + 1 '" +c 0 q> 0 + c l (p t + **■ +c n <p„ = 0, implica 
c -m — c - m + 1 = *** = c 0 = Ci = •** = c n = 0 (las funciones (p kr 
k = —m,n, son lineaimente independientes). 

c) sen sen 2 /,..., son ortogonales y linealmente independientes 
sobre el intervalo [ 0 , n]. 

13. La ecuación diferencial de Hermite es 

x(t) — 2tx(t) + 2nx(t) = 0 

La solución polinomial H n de estaecuación diferencial en que elcoeficiente 
de t n es 2 n se llama polinomio de Hermite de grado n. Pruébese que: 




n ! 


a) H n (t) = £ (- 1)‘ 7 

k =o k\(n — 2 /c)! 


(2f) 


n~2k 


b) e 


-x 2 + 2tx 


oo 


= I HJt)- 

n=o n ! 


c) 


oc 


- 00 


e ~' 2 H n (t)H m (t)dt = 0, «#m. 




Sugerencia: nótese que L(H„(r)) = -2nc * /í„(r) donde L(H n (t)) = 

y( e - ,2 /í„'(0). 

dt 


8. SERIES DE FOURIER 


Las series de Fourier tuvieron su origen en el siglo xvm en el trabajo 
de Daniel Bernoulli (1700-1782) en conexión con el problema de una 
cuerda vibrante. Su trabajo (Sur les Cordes Vibrantes , 1753) planteó la 
cuestión de si toda función f que es continua sobre un intervalo [ 0 , /r] y se 
anula en los puntos extremos puede representarse por una serie de senos; 
es decir, ¿puede uno encontrar constantes b n tales que 


8.1 


00 


/00 = X b n sen nx 


n = 1 


sobre [0, rc] ? Basándose en la intuición física, Bernoulli dijo que sí. Los 
matemáticos más distinguidos de entonces dijeron que no. Sus argumentos 
contra Bernoulli se basaban en una intuición matemática ingenua y en 
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un concepto limitado de lo que es una función. En 1822, Juan Bautista 
Fourier (1768-1830) usó series trigonométricas en su teoría de la conducción 
del calor (La Théorie Analytique de la Chaleur). Su trabajo hizo surgir el 
problema de si las funciones/continuas sobre [ — n, 7 r] con f( — n) — f(n) 
pueden representarse por series de senos y cosenos; es decir, ¿pueden 
encontrarse constantes a n , b n tales que 

oO 

8.2 f(x) = ia 0 + £ ( a n cos nx + b„ sen nx) 

n= \ 

sobre [ — n, n\ ? E1 uso de Fourier de estas series era puramente formal, y 
ello renovó la controversia que había comenzado con Bernoulli. Esta 
controversia tuvo un profundo efecto sobre las matemáticas y condujo a la 
clarificación de muchas cuestiones relacionadas con las series y las funciones. 

Es mucho más conveniente expresar el problema de representación que 
plantea 8.2 en términos de la exponencia! compleja. Supongamos que/es 
continua sobre [ — 7 r, n] y que f(~n) = f(n). Nos preguntamos entonces si 
podemos encontrar coeficientes c n con la propiedad de que 

8.3 f(x) = X c„e inx . 


<30 


8.4 Teorema. Si la serie £ c n e inx converge uniformemente a f sobre 

n — — oo 

[ — 71 , 7 r], entonces los coeficientes c n vienen dados por 


rn 


8.5 


= 


2 7C „ 


f(x)e~ inx dx 


- 1t 


Pruhba. Como la serie converge uniformemente a/sobre [ — n, 7r] podemos 
integrar término a término. Usando la propiedad de ortogonalidad 


é nx e~ imx dx = 


— rr 


0 , m # n 
2 7i, tn — n 


para calcular los coeficientes, obtenemos 


oO 


f(x)e- ,m *dx = X c„ 


- K 


é nx e ~ imx dx = 2nc 


rtr 


n — — qo J 


- n 


De donde 


c = 


2n 


f(x)e~ imx dx 


— n 


Llamamos a éstos coeficientes de Fourier de /. 
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Si preferimos trabajar con la serie trigonométrica 8 . 2 , tenemos 

00 00 

X c n einx = Z c n (cos nx + i sen nx) 


n = — oo 


n — — oo 




00 


= c 0 + Y, l(c n + c_ n ) cos nx + i(c n -c- n ) sen nx]. 

n=í 


Por tanto 


1 r * 

a n = C n + C_„ = - 

n 


f(x) cos nxdx 


n = 0 , 1 , 2 , *** 


— K 


8.6 






b„ = i(c„-c_„) = 


n J 


f(x) sen nxdx n = 1 , 2 , ••• 


" n 


Estos son los coeficientes de Fourier de/para ía serie trigonométrica 8 . 2 . 


00 


8.7 Corolario. Si la serie cos nx + b n sen nx) converge uni- 


n — 1 


formemente a f sobre [ —7r, 7r], entonces los coeficientes a ñ y b ñ están dados 
por 8 . 6 . 

Si/ es continua sobre [ — n> n], entonces los coeficientes de Fourier c „, 
a„ y b n están definidos y la serie correspondiente se Ilama serie de Fourier 
de f. Escribimos entonces 


00 


/ ~ X c » ei 

n — — oo 


tnx 


o bien 


OO 


/ ~ ia 0 + Y, ( a n cos nx + b„ sen nx), 

n = 0 


donde c n , a n y b n son los coeficientes de Fourier de /dados por 8.5 y 8 . 6 . 
Esto es simplemente una asociación formal de una serie con una función 
y nada queda implicado respecto a la convergencia de la serie. Uno de los 
problemas en las series de Fourier es el de procurar una interpretación 
de “ ~ ”. Cuándo, porejemplo, podemos reemplazar “ por “ = ” donde 
“ —” significa convergencia uniforme a / o algún tipo más débil de 
convergencia. Se sabe mucho acerca de este problema, pero no podemos 
entrar aquí en muchos detalles. Hay muchas referencias excelentes (unas 
cuantas de ellas aparecen en la bibliografía en la página 777) y sólo queremos 
presentar una breve introducción a este importante tema. 

La primera pregunta que contestaremos concierne a la unicidad de la 
serie de Fourier de /. Supongamos que / y g son un par de funciones 
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continuas sobre [ — n,n]. Queremos probar que las series de Fourier son las 
mismas si y sólo si / = g. Es inmediato que si f — g entonces/y g tienen 
los mismos coeficientes de Fourier. E1 problema recíproco es algo más 
difícil. 


8.8 Teorema. Si f y g son continuas sobre [ — tt, 7 r] y tienen los mismos 
coeficientes de Fourier , entonces f — g sobre [ — n y 7 r]. 


Prueba. Se sigue de inmediato el enunciado si demostramos que la sola 
función continua con coeficientes de Fourier cero es la función cero. 
Entonces, si los coeficientes de Fourier de / y g son iguales, los coeficientes 
de Fourier de f—g son todos cero. Luego f—g — 0 y f = g. 

Supongamos que hay una función continua h distinta de cero y continua 
sobre [~n,n] con la propiedad de que 


h{x)e imx dx = 0 , m = 0 , ± 1 , ± 2 , 

J -« 

Claramente, la conjugada compleja de h también tiene esta propiedad dc 
modo que podemos suponer que hay una función real distinta de cero h con 
esta propiedad. Extendamos la definición de h a < —oo, oo) haciendo h 
periódica de periodo 27r; es decir, para cada x en [ — n, 7r] y todo entero k 
se define h(x + 2kn) = h(x). Entonces para cualquier c (problema 1) 


8.9 


l*c+ n 


c- n 


h(x)é mx dx = 


h (x) é mx dx = 0 


— n 


para toda m = 0, ± 1 , ±2,.... Como h / 0, entonces, para algún c, h(c) / 0. 
(Como h se supuso continua sobre [ — n y n], podemos suponer que c está 
en < — 7 r, 7 r), y la función extendida h es por tanto continua en c.) Por 8.9 
la propiedad de tener coeficientes de Fourier cero es invariante bajo las 
traslaciones y, además, no cambia por la multiplicación por — 1. Podemos, 
por tanto, suponer que h( 0) > 0 y que h es continua en 0. Entonces, para 
algún 3 > 0, h(x) > $h( 0) > 0 cuando \x\ < 3. Podemos suponer 0 < 3 < rc. 
Definamos 

P n (x) = (1-cos 3 + i(e ix + e~ ix ))\ 

No es difícil probar (problema 2) que 1 — cos J + ^(c IJC ±e IA ) = 
1 — cos 3 + cos x es mayor que 1 cuando |x| < 3 < n y es menor que 1 en 
valor absoluto cuando 3 < |x| < n. Como todos los coeficientes de Fourier 
de h son cero, 



h(x) P n (x)dx = 0 para todo n = 1, 2, ••* 
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Pero 


i: 


h{x)P n (x)dx 




-ó 


h(x)P„(x)dx + 


r-ó 


— n 


rn 


h(x) P„(x)dx + 


h(x) P n (x)dx. 


Como (problema 3) 


'ó 


-ó 


h(x)P n (x)dx —► oo cuando n -*■ oo e 


ñ - , 


K 


fn 


h(x) P n (x)dx + 


h(x)P„(x)dx 


/: 


| h(x)\dx para todo n. 


h(x) P n (x) dx -> oo cuando n -> oo, Esto es una contradicción y, por 

J ~n 

tanto, /7 = 0 es la única función continua sobre [ — n,n] con la propiedad 
de que todos sus coeficientes de Fourier son cero. Y esto completa la prueba. 
E1 siguiente corolario nos demuestra la importancia del anterior teorema. 


8.10 Corolario, Si f es continua sobre [ — n, n] y si su serie de Fourier 
converge uniformemente sobre [ — 7r, 7r], entonces converge a f. 

OO 

Prueba. Sea £ c„e tnx la serie de Fourier de /, y supongamos que 

n - — 00 

00 00 

£ c„e tnx converge uniformemente sobre [ — 7r, 71 ] ag. Entonces £ c n e tnx 

u = — oc n = “oo 

es también (teorema 8.4) la serie de Fourier de g. Por tanto, por el teorema 8.8 
/ = g, lo que completa la prueba. 

Una función / sobre cualquier intervalo ./ se dice que es lisa a trozos 
sobre J si tanto / como f' son continuas a trozos sobre J. Para muchas 
aplicaciones el siguiente resultado es un teorema de representación adecuado. 

8.11 Teorema. Supongamos que f es lisa a trozos sobre [ —7t, 7t] y luego es 
extendida a < — 00, 00 > de forma que es periódica de periodo 2 n. Entonces 
la serie de Fourier de f converge en cada punto x a \(f(x~ 0)+/(x + 0 )). 1 

Prueba. Sea 


*.(*)- í c k e ¡kx 


1 /(jr + 0) es el límite a la derecha de / en x: f(x + 0) = lím 

f^0 + 


es el límite izquíerdo de / en x. 


f(x + t ), y f(x~ 0) 
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la /í-ésima suma parcial de la serie de Fourier de /. Entonces por los 
problemas 5 y I 



{*» 


2n 


f(u)e~ iku e ikx du 


“ K 



Z e-«-*du 

k ~ — n 


2 n 


m n 

J -r 


m 


sen (n + i) (u-x) 
--- au 

sen i(u — x) 



r , v sen (w + i)f , 

f(t + x) --- tL dt 

sen \t 


2n 


sen (n + i)í 

/(í + x)---— dt. 

sen ir 


De donde obtenemos 


8.12 


2n 


r / ( f + x)— 

-* senií 


Definamos 


A(|) = /(x + Q-/(x + 0 ) 

2 sen i í 

Es cíaro que h es continua a trozos (en realidad, lisa a trozos) sobre < 0 , ?r]. 
Necesitamos saber que h es continua a trozos sobre [ 0 , 7 r]. Ahora bien 

lím h{t) = lím f( x + t )~f( x + °) —!— 
í-»o + r-*o + t 2 sen \t 

= lím /( x + 0 -/( x + 0 ) 
r- 0 + t 

si este limite existe. Pero según el teorema del valor medio y para t sufi- 
cientemente pequeña 

/(x +0-/(x+0) _ 


t 
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para algún 0 < 0 t < t. Como se supuso que / era lisa a trozos, se sigue 
entonces que 

lím h(t) — f'(x + 0 ). 

r -*0 + 

Este resultado puede también obtenerse directamente usando la regla de 
FHopitai (pág. 128). Por tanto, h es continua a trozos en [0, tt) y, por el 
problema 4 b. 


lím - 

n~* oo n 


n 1 
h(t) sen (n + \)tdt — lím — 

0 n-> oo 2 71 


/(x+ o sen (n+{)t d t 

o sen \ t 


- lím — 
n~* oo 2 n 




/(x+0) SSn - n ^ — dt = o 
sen \t 


Se sigue entonces del problema 6 que 


1 

lím — 

n-*oo 2n 


re v sen (n + \)t , . r/ , AX 

/(x + f) - -- — ¿/í == l/(x + 0). 

o sen 1 í 


Análogamente, 


1 f° sen (n + \)t 

lím — f(x+t) - / dt=±f(x- 0 ). 

n-*oc 2 7T^ — r. sen 2 1 

Combinando estos dos límites, tenemos (véase 8.12) 

lím s„(x) = i{/( JC_ °) + /( x + °)}> 

n-»ac 

lo que completa la prueba. 

AI discutir la serie de Fourier de una función tomábamos [ — 7 r, ?r] como 
intervalo básico. Lo mismo podíamos haber tomado cualquier intervalo 
cerrado finito -\l,\l- Cambiando a este intervalo tenemos 


8.13 

/ ~ 

00 

donde 

1 

= 7 

rt = — 00 

m l¡2 

81.4 

/(*)< 


l J 

-// 2 

o bien 

8.15 

f ~ \a o + ¿ ( a„ cos 2/17T 

l \ 


Í2nn(x//) 


— i2nit(x/l) j v . 


dx ; 


x 

l 


x 

l 
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donde 


8.16 



a. 


-fí 


112 x 

f(x ) cos 2rm-dx 

■l/2 l 


b=- 


f l/2 /(x)sen 2nn-dx 

J -i/2 l 






* 



- 



1 



-1 

5 

O, 

3 

1 


2 

í 

l 



FIGURA 1 


8.17 Ejemplo. Sea / la serie periódica de pulsos rectangulares unitarios 
que mostramos en la figura 1. Por conveniencia tomamos como periodo la 
unidad de tiempo. Calcúlese la serie de Fourier de /. 


Solución. Los coeficientes de Fourier de / son 


C « = 


f(t)e 


— i2nnt 


dt 


-* 


- 


—i2nní 


1 


dt = — sen nnÓ, n ^ 0 
nn 


y 


De donde 


m 


Cn — 


J 


f(t)dt = 5. 


£ _l_ ^ sen nnó ^iinnt ^ sen nnÓ ^i 2 nnt 

«= -00 tlTZ n = I nn 


= Ó + 2Ó 


oo 


X 


sen nnÓ _ 
- COS 2/17TÍ . 


En t = +^<5 la serie de Fourier converge al valor medio j. Las amplitudes 

relativas de las armónicas Innt varían como - sen x, donde x = nnó. 

x 
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Por tanto, podemos esperar que cuanto más pequeño sea 3 mayor será la 
importancia de las armónicas más altas. Esto se sabe muy bien por íos 
diseñadores de amplificadores de pulsos rectangulares. 

Mencionamos al principio que a menudo se está interesado en la 
representación de una función /sobre un intervalo [ 0 , 1 ] por una serie de 
senos. Si definimos f( — x)= —/(x), entonces obtenemos esto como un 
caso particular de las más generales series trigonométricas de Fourier. 
Sobre el intervalo [— 1 , 1 ] 

1 00 / x x 

f(x) ~ - a 0 + £ \ a n cos nn —F b n sen nn - 

2 n = i \ / l 

Pero como / es una función impar, a„ = 0 para todo n (problema 8 a) y 

/W ~ £ b » sen nn 7 
/ 1=1 / 



donde 

/ (x) sen nn — dx. 
o / 

Se sigue entonces del teorema 8.11 que si / es lisa a trozos sobre [0, 1] esta 
serie de senos converge para cada x a %(f(x — 0 )+ /(x + 0 )). 




8.18 Ejempio. Represéntese la función / que aparece en la figura 2 por 
una serie de senos sobre el intervalo [ 0 , I]. 


Solución. Como /(/-*x) = /(x), tenemos que 

2 f/ 

- f(x) sen nn —dx 

l Jo / 


b n = 
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'2 

7 


n ‘ 2 x 2 

/(x) sen nn-dx + - 
o / / 


'l{2 

f(x) sen 1 — y )í/x 


= )"] 


• 1/2 

X 

f(x) sen nn-dx. 
o / 


De donde b 2n — 0 y 

4 r*/2 


2 x 

-x sen ( 2 n + l) 7 r -dx = (— i)" 
0 /. I 


8 


2 _2 


(2 /I -h 1) 7T 


Por tanto 


/w 


8 f 7TX 1 

“ “7 sen -- 

7t L /9 


3 TCX 1 5 7 tX 

sen-h — sen-h 

/ 25 / 


■] 



I 


/i = 0 


(- 1 )" 
(2 n + 1) 2 


sen ( 2 n + 1 ) 


7tX 


Como el término generai en Ia serie es en valor absoluto menor que 
1 /( 2 /í + 1 ) 2 , sabemos que la serie converge uniformemente sobre [ 0 , 1 ], 
Por tanto, por el corolario 8.10 la serie converge uniformemente a f 
sobre [0, 1 ], En particular, tenemos al evaluar la serie en Jt = i que 




Problemas 


1. Si / es continua y periódica de periodo T pruébese que para todo c 


(• T 


/ = 


'c+T 


/• 


2 . Pruébese que I — cos ó + cos x > 1 cuando |x| < S < n y 

11 - cos ó + cos x| < 1 

cuando 0 < ó < |x| < n. 

3. Con /í(x), P n (x) y ó definidas como en la prueba del teorema 8.8 
pruébese que 


'ó 




b) 


h(x)P n (x)dx -> oo cuando n oo 


-6 
r -ó 

— K 


h(x)P„(x)dx + 


h(x)P„(x)dx 


\h(x)\dx. 


— n 
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4. a) Si / es continua sobre [a, b] pruébese que 

{•b 

lím f(t) sen wtdt = 0 . 

oo J a 

Sugerencia: pruébese primero que 


/(*) sen wtdt = — 


f(t + e) sen wtdt 


Q — £ 


rb-t 


+ 


[/(0 — f(t + e)] sen vct dt + 


•b 


b-e 


f (t) sen wt dt , 


donde e = —. 

w 

b) Conclúyase que Ía parte a) se verifica si / es continua a trozos 
sobre [a, b]. 

5. Pruébese que ¿ sen (u + i)0 

k=- n sen ±0 


6 . Pruébese que 


r« 


sen (n + $)t 
sen £* 


dt — n. 


7. 


8 . 


Derívense 

a) 8.14 b) 8.16. 

Si/es integrable sobre [~n,n] pruébese que: 


00 


a) Si / es impar, entonces f(x) ~ £ b n sen nx, donde 

n= i 


n 


f(x) sen nxdx 


00 


b) Si / es par, f(x) ~ \a 0 + £ a n cos nx, donde 

n = 1 


«n = - 


2 

v 




/(x) cos nx dx. 


9. Encuéntrense las series de Fourier de 


a) f(x) = x 2 sobre [~n y n] b) f(x) = x 2 sobre “J 
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c) f(x) — e x sobre [—1,1] d) f(x) = x sobre [-7r, 71 ] 

é) f(x) = \x\ sobre [ — n,n] 

f) f = — j sobre [ — n, 0], / = 1 sobre <0, 71 ] 

g) / — 0 sobre [—1,0], f(x) = x para xen [0, 1 ]. 

10. Discútase la representación en serie de cosenos de una función / 
sobre el intervalo [0, 1]. Pruébese para 

1 00 . % 

/00- a 0 + £ a « c °s nn ~ 

2 11 = 1 l 


que 


Q n = T 


2 

l 


f (x) cos nn-dx 
o / 


11. Proporciónense las representaciones en serie de senos y las repre- 
sentaciones en serie de cosenos de cada una de las siguientes funciones: 

a) f = I, sobre [ 0 , 7 c] b) f = / sobre [ 0 , 7 t] 

c) f = sen sobre [ 0 , n] d) f = cos sobre [ 0 , n] 

e) f( x ) — x(n — x) sobre [ 0 , n]. 


12. Si/y g son reales y continuas sobre [a> b ] pruébese que 



13. Suponiendo que / es real y continua sobre [— 7 t, 7 i] estabíézcase la 
desigualdad de Bessel 


271 




|cj 2 = i I K 2 + 0, 

2 k=o 


donde c k , a k y b k son los coeficientes de Fourier de /. 


14. Supongamos que / tiene una derivada segunda continua sobre 
[ — 7 c, 7 r] y que /( — 7 r) = f(n) y /'( — n) = /'(tt). Pruébese que 

a) los coeficientes de Fourier, c k , de / tienen la propiedad de que 
para algún a > 0 

i c fcl < para todo k. 
k 2 


Sugerencia: intégrese por partes. 

b) La serie de Fourier de / converge uniforme y absolutamente 
a / sobre [ —7t, 7r]. 
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c) Generalícese el resultado de la parte a) para cuando / tiene 
derivada /?7-ésima continua sobre [ — 7r, n]. 

15. Supongamos que/es continua sobre [— n, n]. Pruébese que: 

a) para cada s > 0 hay una función poligonal continua (su gráfica 
está formada de segmentos rectilíneos) p con la propiedad de que 

\f(x)—p(x)\ < s para toda x en [ —7r, 7i]. 

b) Sea £ un número positivo cualquiera y [<a , b] un intervalo cerrado 
cualquiera en el interior de [ — 7 C, n] ( — n < a < b < n). Sea una 
función poligonal cualquiera continua sobre [ — n, n]. Entonces 
existe una función g con una derivada segunda continua sobre 
[ — 7c, 7c] tal que g( — n) = g(n), g'( — n) = g'(n) y y con la propiedad 
de que 

\p(x)—g(x)\ < s para toda x en [a, b]. 

c) Para todo e > 0 y todo intervalo [a, b] en el interior de [ — 7c, 7c] 
hay un polinomio trigonométrico 

T(x)= ¿ <x k e Ulx 

k~-n 

con la propiedad de que 

| f(x) — T(x) | < £ para toda x en [a, 6]. 

16. Teorema de la aproximación de Weierstrass. Si / es continua sobre 
[a, b] y entonces para todo £ > 0 hay un polinomio p con la propiedad de que 

\f( x )—p( x )\ < £ toda x en [a, b]. 

Sugerencia: véase el problema 15. 


9. APROXIMACIONES DE FOURIER 

Hemos discutido el problema de la representación de una función por 
una serie trigonométrica. Las funciones exponenciales complejas y las 
funciones trigonométricas son nada más que dos elementos de la gran 
clase de las llamadas funciones “ortogonales ”. 1 Vamos a continuación a 
considerar el problema más general de aproximarnos a una función 
arbitraria por una combinación lineal de funciones i ‘ortogonales , ^ Estamos 
interesados en el probíema de la aproximación en el espacio ^ de todas Ias 


1 Como el lector verá, no hay funciones ortogonales, sino “familias de funciones” 
ortogonales. Las funciones exponenciales complejas constituyen una familia de fun- 
ciones ortogonales; las trigonométricas, otra. [N. del T.] 
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funciones corriplejas (con valores en el campo complejo) continuas sobre 
un intervalo [a, b ] de la recta real. Este espacio es completamente análogo 
a los espacios vectoriales R” y C n . La principal diferencia es que no es 
finitodimensional. Estamos ya familiarizados con ias operaciones algebraicas 
sobre funciones y la única nueva característica en este espacio es la 
introducción de un producto interior o escalar de funciones análogo al 
producto escalar de vectores finito dimensionales. E1 espacio ( € es un 
espacio vectorial con un producto interior. Resolveremos el problema de la 
aproximación en un espacio vectorial V con un producto interior y, 
finalmente, aplicaremos esto .a la aproximación de funciones por funciones 
ortogonales. 

9.1 Definición. Un espacio vectorial ( complejo ) es un conjunto de elementos 
/, g, h, ...> Uamados vectores, con las siguientes propiedades (a, p son 
números complejos): 

A ,. A cada par de vectores f y g de V corresponde un tercer vector h de V , 
llamado suma de f y g y escrito h = / +g. 

A 2 - f+g — g+f. 

A 3 . (f+g) + h = f+(g + h). 

A 4 . Hay un vector (único) 0 en V , llamado vector cero , con la propiedad 
de que f + 0 = / para todo f de V. 

A 5 . Para cada f en V hay un vector (único), denotado por — f y llamado 
inverso de f con la propiedad de que /+(—/) = 0 . 

. Para cada número complejo a y cada vector f en V hay un vector h 
en V , escrito h — ocf. 

S 2 . 1 / = /. 

s 3 . «m = («w/. 

5 4 . (x + p)f=<xf+Pf. 

5 5 . a(f+g) = a/ + ag. 

9.2 Definición. Unproducto interior o escalar sobre un espacio vectorial V , 
escrito (/, g) y es una función compleja sobre V x V con las siguientes 
propiedade 

9.3 (/, g) = (fj) 

9.4 («/,#) = oc(f,g) 

9.5 (f+g,h) = (f,h) + (g,h) 

9.6 (/,/) ^ 0 ; (/,/) = 0 siysólo si f = 0 . 

Nótese que por 9.3 y 9.4 


9.7 


(f,*g) = oc(f,g). 
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9.8 Definición. Un conjunto finito de vectores j\ , / 2 , ...,/, se dice que es 
linealmente independiente si a,/,+a 2 / 2 +...+a n /„ = 0 implica a,=a 2 
= ... = cc n = 0. En cualquier otro cas'o el conjunto se dice que es linealmente 
dependiente (es decir , existen números a f , no todos cero , que satisjacen 

Yj a ¡fí = 0 ). Los vectores f g se dice que son ortogonales si (/, g) = 0 . 

jt=i 

El número real ||/|| = (/, /) 1/2 se llama norma o longitud de f. 


Supongamos que/y g son ortogonales. Entonces tenemos 




ll/+¿?ll 2 — (f+g* f+g) = (/» f)+(g> /)+(/> g)+(g> g) 

y de aquí, como (, g , /) = (ffg) = 0 , 

9.9 ||/+^|| 2 = \\f\\ z +\\g\\ 2 . 

Lo que se corresponde con el teorema de Pitágoras. 

Sean / y g un par de vectores cualesquiera con / # 0. Entonces 

h — g — ~~~ f es ortogonal a /: (/, h) = (/, g) - y (/,/) = 0 . 
\J * J ) \J i J ) 

Por tanto, 

(g, h) = (h + // f, h\ = (h, h) = U/,11 2 . 

V 3 J ) / 


Continuando tenemos 


0 < 




(/, g) r\ 

(/, /)' / 


= (9 , 9 ) 


(/. g) (g. /) 

(/, /) 


De donde 


0 <(/■./) 11*11 2 = (/,/)(ff,í)-|(/,5)l 2 . 

Esta desigualdad se verifica también si / = 0 , y es válida, por tanto, para 
todo /. Como claramente (/, /) ||/?|| 2 = 0 si y sólo si /y g son linealmente 
dependientes, hemos probado la desigualdad de Schwarz 

9.10 \(f,g)\ ^H/II || <?|| 

donde se tiene la igualdad si y sólo si f y g son linealmente dependientes. 

Nuestro interés principal recae en un problema de aproximación, y este 
problema adquiere su significación más alta en espacios que no son 
finitodimensionales. Tiene, sin embargo, un sencillo significado geométrico 
en espacios finitodiinensionales. Sean y u 2 un par de vectores ortogonales 
unitarios en R 3 (figura 3), es decir, u, • u 2 = 0, u, - u, = 1, u 2 * u 2 = L 
Sea x otro vector cualquiera en R 3 . Queremos aproximarnos a x por una 
combinación lineal y^a^Uj+a^u^ de u, y u 2 . La aproximación ha de 
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encontrarse, pues, en el plano & que pasa por el origen y esta determmado 
por los vectores u, y u 2 . Tomamos como error de la aproximacion 
£_ |x —y| = ((x—y) • (x —y)) 1/2 . Esta es la “raíz del error cuadratico , 
y la “mejor” aproximación y es la que minimiza este error. Esta distancia 
|x—y| se minimiza lomando como aproximación y la proyección ortogonal 
de x sobre el plano 9. Por tanto, la “mejor” aproximación y se obtiene 

tomando a¡ = (x • u t ). 



FIGURA 3 


La extensión de este resultado a cualquier espacio vectorial Les directa. 

Una sucesión de vectores <p x , <p 2 , • <Pn> - *• en v se dice ^ ue es ortonar ~ 
mal si tienen longitud unidad y son ortogonales a pares; es decir, (<pj, <p k ) — 
si j^k y (<Pj.<Pj)= 1 P ara cualesquier j, k = 1, 2,... Sea / un vector 
arbitrario en V. Queremos aproximar / por una combinación lineal 

g n = Y a k<Pk los primeros n vectores de una sucesión ortonormal 

<p l9 <p 2 ,... E1 error de una aproximación g„ es E n = (f-g n , f-g„) lil = 
\\f—g n \\. La mejor aproximación g n es aquella que minimiza el error E n . 

9.11 Teorema. Si <p,, <p 2 ,...» <?>„, •• • es una sucesión oríonormal, entonces 

n 

la mejor aproximación Y & k <Pk d € J esta ^ ac ^ a tomando 

k = l 

9.12 <*k = (/.<?*)• 

El error cuadrático mínimo es 

9.13 E n 2 (f) = ||/|| 2 - I l^l 2 - 

fc = í 


1 Si en un espacio vectorial hemos definido una norma I , ella nos induce una 
distancia: ¿(u, v) - ilu-vff. Estamos, pues, tomando como error la distancia entre el 

vector x y la aproximación y. [N. del T.] 
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Prueba. Calculando el error cuadrático, tenemos 

e„ 2 = (f— I <x k cp k ,f- t «m 


fc= 1 


fc= 1 


n n 


= (/./)- t “*(/.^k)- I “k(<p k ./)+ X Z “k«j(<Pk. <pj) 

fc=l fc=l fc=l j=1 


Haciendo 

/k = (/. <Pk), 

y recordando que las <p k son ortonormales, obtenemos 

e 2 = (/, /) - I a*A - ¿ “kÁ + ¿ “k«k 

k—1 * k— 1 

= II/II 2 + X i^fc" a fci ■" X ^fc^ * 

Es entonces evidente que la elección <x k = p k = (f , <p k ) minimiza el error, 
y el error cuadrático minimo es 

E n 2 (f) = ll/ll 2 - t l&l 2 * 

fc= t 

Los coeficientes a k = (/, %) se llaman coeficientes de Fourier de j con 
respecto a la sucesión ortonormal <p t , <p 2 , ...,<?>.. Ea aproximación 

¿ oc k <p k se llama n-ésima aproximación de Fourier. Como E 2 (J)^ 0 y es 
*=> 

no creciente Um £„ 2 (/) existe y, por tanto, también Z l«*l 2 ■ De donde 

— fc= t 

rt“* x 

tenemos 

oo 

0 lím £„*(/) = il/ll 2 - I l«kl 2 

oo fc — 1 

y 

9.14 t l“kl 2 < ll/ll 2 - 

fc= 1 

Desigualdad a la que se llama desigualdad de BesseL 

Aumentando el número de términos en la aproximación nos gustaría scr 
capaces de reducir el error en la aproximación si, desde luego, el error 
no es ya cero. Una propiedad de los sistemas ortonormales que nos asegura 
esto es la complitud: una sucesión ortonormal {<p k } se dice que es completa 
si no existe ningún vector distinto de cero en V ortogonal a todas y cada 
una de las <p k \ es decir (h, <p k ) = 0 para toda k = 1 , 2 , ... impltca h = 0 . 
Por 9.13 vemos que el error puede siempre reducirse a menos que 

a k = (/, <p k ) = 0 para todo k > n; es decir, a menos que h = f - *k<Pk 
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sea ortogonal a toda k = 1, 2, ... De donde para una sucesión completa 
o la aproximación «-ésima es exacta. (/; = 0) o el error puede reducirse 
añadiendo más términos. 

Una propiedad aún más conveniente es la de lím E n (f) = 0 para todo/ 

H"* oc 

en V. Una sucesión ortonormal con esta propiedad se dice que es cerrada . 
Con un sistema ortonormal cerrado, el error en la aproximación puede 
hacerse tan pequeño como se quiera tomando un número suficiente de 
términos en la aproximación de Fourier. Es claro que si una sucesión 
ortonormal es cerrada entonces es también completa, pues, ciertamente no 
puede ser cerrada si existe un vector distinto de cero h en V todos los 
coeficientes de Fourier del cual son cero. 

Veamos ahora cómo se aplica esto a Ia aproximación de funciones. Sea 
el espacio de todas las funciones complejas continuas sobre un inter- 
valo [a, b) de la recta real. Para funciones f,gen<gy cualquier número 
complejo a, f+g se definen en la forma usual. Definimos también 


9.15 



Puede entonces verificarse (problema I) que <€ es un espacio vectorial y 
(f>9) un producto interior. 1 Los siguientes son ejemplos de sucesiones 
ortonormales en <$: 


9.16 Las funciones exponenciales complejas normalizadas —== , —=e tx , 

yjln \¡2n 

forman una sucesión ortonormal 


sobre el intervalo [ — n, 7t] . 



9.17 Las funciones trigonométricas normalizadas —, — cos x, — sen x, 

fn fn fn 

cos 2x, — sen 2x, •••, forman una sucesión ortonormal sobre el 

yjñ yfñ 

intervalo [ — tc, 7t] . 


9.18 


Las funciones trigonométricas normalizadas 




forman una sucesión ortonormal sobre ei intervalo [0 , tt]. 


1 Entonces l!/|| 2 = J* |/| 2 . En la sección 2, pág. 698, consideramos una norma 
diferente y más “fuerte”, y no debemos confundir una con otra. La norma dc la sección 
se dice que es más “fuerte’’ porque la convergencia scgún esa norma (que es convergencia 
uniforme sobre [a, ó]) implica la convergencia según esta última que hemos definido. 
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. 1/2 

9.19 Las funciones trigonométricas normalizadas —p, /-cosx, 

v ; 7i V n 

forman una sucesión ortonormal sobre el intervalo [0, n\. 

9.20 Los polinomios de Legendre normalizados 



-cos 2x, 

7T 


<PÁ X ) = . — 7 — p *(x), n = 0,1.2, ••• 


forman una sucesión ortonormal sobre el intervalo [—1, 1]. 

En la sección 8 los coeficientes de Fourier son los de las funciones 
trigonométricas y exponenciales y aquí, en esta sección, los coeficientes de 
Fourier son coeficientes de las funciones normalizadas, Ambos conducen 
a las mismas aproximaciones de / y si s n es la «-ésima aproximación son 
ellos los que minimizan el error cuadrático 


£/(/) = 


l/-sj 








Para algunos propósitos, el error cuadrático medio e n 2 = (b — a)~ 1 E n 2 es el 
que se usa, y la raiz del error cuadrático medio es e n = (b — a)~ íl2 E n . Los 
coeficientes de Fourier minimizan e n al igual que E„ y se dice que dan la 
mejor aproximación cuadrática media. 

9.21 Ejemplo. Calcúlese la raíz del error cuadrático medio en el ejemplo 

8.18 usando los primeros tres términos distintos de cero de la serie de 
Fourier como aproximación. 


Solución. E1 factor normalizante para ia sucesión orlogonal sen kn -, 
k = 1,2,***, sobre el intervalo [0,1] es /~. Por tanto, los coeficientes b k 




del ejempio 8.18 y los cc k en 9.12 están relacionadas por b k = ^/ ~ a A . De 


W . *• 

donde 


n 


£ 5 2 (/) = 


r2 64 / / 1 1 


Ahora 


/*/ /* 
2 ^ 


/' 


0 


o* , (í X ) a-X “i / 


Es 2 (J) = /[4 — 0.33308] = 0.00025/. 
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La raíz del error cuadrático medio es entonces 

= 0.016. 

9.22 Ejemplo. Determínese la mejor aproximación cuadrática media 
de \x\ por un polinomio de grado 4 sobre el intervalo [-1, 1]. Caicúlese la 
raíz del error cuadrático medio. 

Solución. Los polinomios de Legendre normalizados son 

<p,(x) = p «(x)- 

Como todo polinomio de grado n puede expresarse como una combinación 
lineal de los primeros n polinomios de Legendre, se sigue que la mejor 
aproximación cuadrática media de |jc| de grado n sobre [-1, 1] es 

n 

s,(x) = Y. “kVkW 

k = 0 


donde 


= 


|x|<p*(;c)¿/x. 


-1 


Como ^(x) es impar si k es impar y par si k es par, 

a 2*+l = 0 


r i 


«2k = 2 


X(p 2k (x) dx 


Ahora 


<f>o(x) = , <p 2 (x) = t /I (3x 2 — 1) 

y/2 2 V 2 


<Pi(x) = ~(35x 4 -30x 2 + 3). 
8 x /2 



De donde 
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y la mejor aproximación cuadrática media de grado 4 es 

s 4 (x) = - + — (3x 2 -l) - — (35x 4 -30x 2 + 3) 
2 16 128 


— (-105x 4 + 210x 2 + 15). 
128 



Esta aproximación polinomial está dibujada en la figura 4. 
Obtenemos entonces 



y 


2 85 1 

3 128 ~ 384 

1 _ 1 
/768 ~ 16/3 ’ 


Todas las sucesiones de funciones ortonormales que hemos mencionado 
hasta el momento se sabe que son cerradas (problemas 7 y 8) y son, por 
tanto, completas. E1 teorema 8.8 fue una prueba de la complitud de la 
sucesión exponencial 9.16 y, como consecuencia, una prueba de la complitud 
de las sucesiones trigonométricas 9.17, 9.18 y 9.19. Estas sucesiones orto- 
normales son, todas, soluciones de una clase especial de ecuaciones diferen- 
ciales lineales de segundo orden, y la teoría de tales sucesiones ortonormales 
se llama teoría de Sturm-Liouville (referencias [58] y [56]). 
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Problemas 


1. Pruébese que: a) el espacio # de todas las funciones continuas 


Cb 


complejas sobre un intervalo [u, 6 ] es un espacio vectorial. b) (/, g) = 
es un producto interior de 

2. Problema 12, sección 8 . 

3. Problema 13, sección 8 . 


Í 9 


4. Obténgase la mejor aproximación cuadrática media de/sobre [“1, 1] 
por un polinomio de grado 3 y calcúlese la raíz del error cuadrático medio 
de la aproximación. 


a ) /(*) = eX 

b) /(x) = \x¡' /2 


c) /(x) = 


1 + X 


5. Calcúlese la raíz del error cuadrático medio de la aproximación de 
Fourier de 

n 

a) /00 = x por £ b k sen kx sobre [ 0 , jt], n — 1 , 2 , 3, 4 

fc = 1 

It 

b) f(x) = 1 por Y, b k sen knx sobre [ 0 , 1 ], n = 1, 3, 5, 7 

k= l 

It 

c) y(x) = x 2 por %a 0 + X a k cos ^x sobre [0, tc], n = 1 , 2, 3, 4 

*= í 

d) /(x) = 0 para x <0 y /(x) = x para x > 0 sobre [ — 7 r, n\ por 

n 

i a o + Z ( a k cos kx + b k sen /cx) para n = 0, 1 , 2 , 3, 4. 

k=\ 

6 . Determínese la mejor aproximación cuadrática media de seno por 
un polinomio de grado 5 sobre el intervalo 

a) [-1, 1] 

b) [-7r/2,7r/2] 

c) [ 0 , n ]. 

7. Pruébese que las sucesiones trigonométricas 9.17, 9.18 y 9.19 son 
sucesiones ortonormales cerradas. Sugerencia; véase el problema 15c, 
sección 8 . 

8 . Pruébese que ia sucesión de polinomios de Legendre normalizados 
de 9.20 es una sucesión ortonormal cerrada. Sugerencia: véase el 
problema 16, sección 8 y 7.11. 
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9, Sea {(p k } una sucesión ortonormal en un espacio vectorial V. 
Sean {a fc } los coeficientes de Fourier de/y {p k } los coeficientes de Fourier 
de g. Pruébese que {</>*} es cerrada si y sólo si 

(/. g) = Z 

fc = 0 

para toda /, g en V. 

Sugerencia: 

4 V,g) = Wf+gV-Wf-gr+iU+igf-iWf-igW 1 . 

10 . EI espacio / 2 es el conjunto de todas las sucesiones complejas a— {a n } 

00 

con la propiedad de que Y |a fc | 2 converja. Pruébese que con la definición 

fc = 0 

habitual de adición de sucesiones y de multiplieación de una sucesión por 

un complejo, / 2 es un espacio vectorial. Para a ~ {#„}, b = {ó n } definamos 

00 

(a,b) = Y a J>k- Pruébese que (a, b) es un producto interior sobre / 2 . 

fc = 0 

11. Sea {cp k } una sucesión ortonormal en un espacio vectorial, V , con 
producto interior. Para cada/'en V definamos 

Q(f) = M 

donde {a fc } es la sucesión de coeficientes de Fourier a fc = (/, <p fc ). Q es 
entonces una función de V en / 2 . Esta función Q puede pensarse como 

oo 

reemplazando a la asociación formal f ~ Y ^fc^fc / con su ser i e 

fc = o 

Fourier. La sucesión ortonormal {<y> fc } es análoga a una base de V y las a fc 
son como coordenadas cartesianas. Derívense algunas propiedades de la 
función Q. En este contexto, ¿cuál es el significado de la hipótesis de que 
I) {(p k } es completa?, 2 ) {<p fc }¿es cerrada? 

Nota. No es, en general, cierto que toda sucesión en / 2 es una sucesión 
de coeficientes de Fourier de alguna / en V. E1 rango de Q puede no 
* ser / 2 . Un teorema ahora famoso —Ilamado teorema de Riesz-Fischer— 
afirma que para algunos espacios (espacios L 2 ) toda sucesión en / 2 es 
una sucesión de coeficientes de Fourier de alguna función en el espacio. 
Este importante resultado fue descubierto casi simultáneamente por 
Friedrich Riesz y Ernst Fischer en 1907. 



























































fiísspLBsias a 

prnUsíiiss ssaplns 

Páginas 19-20 

1. a) (5,0,11); c) (17,-1,37); e) (-/, 5-10/, 6-4í); 
g) l = -3, (-9, 20, - 6 ); t = -2, (- 6 , 15, -2); 

1 = — 1, ( — 3, 10,2); t = 0,(0, 5, 6 ). 

6 . a) |(1, -13); c) (22, -3, -12,-19). 

7. a) No hay soluciones; c) no hay soluciones; e) todo r real. 

8 . a) r = s = 0; c) r = s = 0; e) r = 6, s= —7. 

Páginas 23-24 

1 . a) ( 8 ,- 8 ); c) (-4,4); e) H /3 + \/ 2 > I+n/ 2 )- 

2 . a) r = s = c) r = - V, s = — e)r = s = 2. 

3. a+ b + c = 0 . 

Página 24 

1. á) Igual dirección; c) no paralelas; e) dirección opuesta. 

Página 28 

1 . a) v 34 ; c) v ' 3 o; e) 3 v ' 34 ; g) i v 44; 0 >; k ) 1 ■ 

4. á) Ortogonal; c) ortogonal. 

7. a) r(-2,\),reR; c) r(-a 2 , a { ), reR. 

9. a)^(l.l); c) -^=(2,3, -7). 

2 v o2 

Página 31 

1. á) — 9; c) 3; e) 34; #) 20. 

2. a) Ortogonal; c) no ortogonal. 

3. a) r(-2, 1), reR\ c) r(0, 0, 1), reR; e) r(-a u a 2 ), reR. 
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Respuestas a problemas escogidos 


1 . á) 
3. á) 
c) 
e) 
9) 


1 . a) 

e) 

2 . a) 

d) 

3. a) 

4. á) 

5. a) 

b) 

c) 

d) 


1 . a) 

2 . a) 

e) 

3. a) 
c) 

4. a) 
e) 

5. a) 
7. o) 


1. a) 

3. a) 
5. a) 


Páginas 35-36 

3(1, 0) + 8(0, 1 ); c) i(I,l)+V(-U); e) 4(1, l,0)+i(-l, 1, 6 ) 
Comp 6 a = 3, Proy b a = (3, 0); 

Comp b a = - 3, Proy b a = (0, 0, -3); 

Comp b a = Proy b a = f(l, 1, 1); 

Comp b a = |a 2 |, Proy„ a = b. 

* 

Páginas 38-39 

(-2,3,9,0); b) 0; c) 18; d) 

4= (-2, 3, -1,7); /) (1, y, y, -i). 

Dirección opuesta; ¿) noparalela; c) igual dirección; 
no paralela. 

VÍ6; n/75! e) v '47; í/) V75- 

Ortogonal; b) ortogonal; c) no ortogonal; d) ortogonal. 
Comp b a = iV 6 , Proy b a = f(- 1, 2, 1); 

Comp b a = I V 2 , Proy b a = ^(-1, 3, -2, 2); 

Conip b a = 0, Proy b a = 0; 

Comp b a = i^/2, Proy b a = i(- 1, 0, 1). 


Páginas 47-48 

V35; c) vTí; e ) ^) 1 * 11 »|. 

{/(1, 1, I)}; c) {(7, 12, -11) + ,( 0 , 0 , 1)}; 

{(-3, 2, — l)+r(l, 5, -4)}. 

{/( 1 , 1 , 1 )} c) {( 8 , —3, 2) + /(— 3 , 3 , - 2 )}; 

{(-3, 2, — 1)+/(1, 5, -4)}. 

{(2,3, l)+«(l,2,5)+n(5,-1,3)}; c) {«(1, 1, l) + o(2, 0, 0)}; 
{(1, 1 , l) + «(2, -3, — l) + t>(3, 2, -2)}. 

Sí; c) no. 

{(3,4,5)}; c) {ri(U 1» 1)}; e) {^(-58,-69,63)}. 


Páginas 53-54 


No paralelas, 0 ; c) no paralelas, 0 ; 
no paraleias {(f, — f, f 7 )}. 


a = p — y — arccos —= = 54° 44'; 

v'3 


c) 0 = arccos f = 70° 32'. 


{'(>/ 2 , 1 , ± 1 )}; c) {t(l, 1 , l)}. 
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Páginas 57-58-59 

1. a) (-42,13,59); c) (-42,-73,16); e) (-252,78,354); 

g) 903; /) 0 ; k) (-134,-25,155). 

4. á) r(0, 0, 1), reR; c) r(-41, -18, 7), reR; 

e ) r(2, 0, l)+j( — 3, 1, 0), r, seR. 

9 - a) 26; c) ,/^889; e) 3^/h. 

10. a) 4; c) v /636l; e) 


Página 62 

3. a) 96; c) 20; e) 46. 4. a) f; c) \ 5 ; e) y. 


Páginas 65-66-67 

1. a) Dependientes; c) independientes. 3 . a) - 2 , 0 , 2 . 


Página 72 

1. a) (24,9,-29); c) (2, 1 , -9); e) -3(14,3,-30). 

2 . a) x+y + z = 0 ; c) 2x + 9y-3z = — 43 ; 
e) (P 2 -P,) P = i(P 2 -P,)-(P 2 + P,). 

3. a) 24x + 9y-29z = 164; c) 2x+y-9z = 29; 
e) 14x + 3y —30z = -65. 

5. Sugerencia: pruébese que |P-P,| = [P —P 2 | si y sólo si n • (P-P 0 ) = 0 
donde P 0 = i(P, +P 2 ) y n = P 2 -P,. 


Página 75 

1. a) {/(10,-7,7)}; c) {(4f, - 1,0) + t( 8 , 99, 57)}; 
e) {i(l, 1,0)}; g) {^(-29,44,39)}. 

. — 6 82 

2. a) arccos —— = 113°5'; c) arccos — = 54°24'. 

V234 719838 

3. arccos = 95° 36'. 

V^l05 


Páginas 77-78 

1. a) {¿(—I, — 5, 7)}, no paralela; c) 0 , paralela; 
e) {j(I, — 2 , 1 )}, no paralela. 
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2. a) {(1, 2, 3) + r(l, 1, -2)}; c) {(0, 2, -2) + í(7, - 1, -7)}. 

3. a) fV6: «?) A</ÍT. 5. 3*8(77, 88, 103). 

7. (1, 10,4), f°-V39. 9. f(ll,2,0). 


Páginas 84-85 

1. a) d = 3a + b —3c; c) d = 2a — T b + -|c. 

3. a) (1, 2, 1), i (1, -1, 1), 1(1,0, - 1); c) b, = b, c, = c. 

4. a) d = -¿a- 2 T 3 b + 5c. 5. a) (¿, 0, £). 

Páginas 88-89 

1. a) (0, 1,0); c) (0, -3, 10); e) (0, -1, -3). 

2. a) (1,0,0); c) i(0,JÍ ¿2); e) 13, 13 VI. 26^ 

3. a) ( r , 9, z) = (1, 0, 0), (p, 0, <p) = (1, 0, n/2); 

c) (r, e, z) = (0, 0, 1), (p, 0, <p) = (1, 0, 0), 0 arbitrario; 

e) ( r , 0, z) = (0, 0, 0), (p, 0, <p) = (0, 9, <p), 9 y <p arbitrario; 

g) (r, 0, z) = (VT649, -38°, 18), (p, 9, <p) = (^1973, -38°, 66°6'). 


Página 94 

1 . á) & = {(1,1,1, l) + r(0, 1,2,3)}, Ar=l; 

c) &> = {(1,0, 2,0) + /! (1,0, 1, l) + ? 2 (0, 1, 1, 1)}, k = 2. 

2. a) c) J26. 3. n &> 2 = 0. 


Páginas 95-96 

í. a) {(1, 1, l) + /(3, 0, 4)}; b) (P,-P 2 ) x(P,-P 3 ) = (- 12, 1, 9) *0; 
c) \2x—y—9z = 2; d) iJñÁ; e) {(-5, 2,'-l) + í(12, -1, -9)} 
/) 9) {-^(17,-9,21)}; h) {(-5,2,-l) + /(3, 0,4)}; 

0 119° 11'; j) -4= (12, - 1 , -9). 

V226 

2. a) V35! ¿>) iV3; c) 2; rf) f. 4. 144. 5. 48°52'. 


Páginas 100-101 

1. a) f(t) = (-1, 2) + í(4, 3); c) f(/) = (2?+1, -6/+4,-6í + 7). 


Páginas 107-108 


3. a) (V2, 4, sen 2); c) no existe límite. 


9. (1,2f, 3/ 2 ). 
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Página 110 


I. a ) Ninguno; c) 13 2,3,4. 


Página 114 


1. a ) Espiral; c) segmento rectilíneo. 

5. f(/) = (^—L==, ‘ \ 

WI -ht \! 1+í / 

6. a) {(;, -~\gt l + 2t) | /eR}; c) {(c*, e‘ + e 2t ) | te R}. 


Páginas 121-122 


2 — 2 / 


1. r6, 

e) f # (/) — (I, 1, 0), / no un entero. 

3. a) en (0. 3): (-4, 0), {(0, 3) + /(-4, 0)}; en 2 ( J2, í^): (-2^2, K/2), 

{(2V2^V2) + /(-2 v 2 , K^)}; en ( 4 -°) ; (0,3), {(4, 0) + /(0, 3)}; 


c) en (0, 0, 0): ( 1,0, — ); < 

271 


1 


27T 


7t 1 


7t 


M 1,0»— ; en 0, - :-, 1,— ; 


2 4. 


271 , 


0,-,\) + /- -, I,—\ 

2 4/ V 2 2n. 


4. a) Tangente horizontal en (—1,-1); tangente vertica! en (0,0); 
c) tangenle horizontalen (^~> l^, (0, — 1),2 ’ ~ * 

(0, I)’ ^2 ’ tangenle vertical en (1,0), (—1,0). 

7. a) Punto cuspidal en (0, 0). 


Páginas 127-128-129 

1. a) f' = (1,2/, I 1 ) sobre [0, oo); c) ("(t) — (0, 2, 2/), /e[0, co>; 
e) (0,0,1); g) cos + / sen +/ 2 cos+f/ 3 sobre [0, oo>; 

/) [expv ( — a/)] M — a/, 2/ — a/ 2 , / 2 — ^ / 2 j sobre [0, oo>; 
k) D{( (p) = — a(/, 2/ 2 , / 3 ) ■ exp ( — a/); 
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m) — g(í 2 ) = 2 /( —sen í 2 , cos /\ J); 
dt 


o) D(|f|).= 


I + 2I 3 +$Í' 


/ 1/2 o (/ 2 + / 4 + i/ 6 )' 


2 . a) ¿jcü( — sen cot, cos cuí). 

3. a) {f | reD f , f(») / 0}; D,|f(t)l = • 

6. a) Comp f(0 f'(/) = 0; Comp l(l) f"(/) = -rw 2 . 

7 . (- 1 , -n). 11. d) 1 ) 2 , 3) -3, 5) 


Página 131 

1. á) Af(0; 10 -3 ) = (10 -3 , 10 -6 , IO -9 ); df(0; 10 -3 ) = (10 -3 , 0, 0); 
c) Af(0; 10 3 ) = ( 10 3 , 10 6 , 10 9 ); df(0; 10 3 ) = ( 10 3 , 0 , 0 ); 

e) Af(10 3 ; 10 -1 ) = (0.1, 200.01, 30030.001); 
í/f(10 3 ; 10 -1 ) = (0.1, 200, 30000). 

2. a) (1, 10 -3 , 10 -3 ); c) (0.999,0,0.999). 


Páginas 135-136 

1. a)(l.i«-l); O^lnH 2VT7-V5 + ilnÍ^,240). 

2. á) x(/) = ct; c) x(t) = (cos cot, sen a>t, 0). 

3. x(/) = v 0 / + x 0 . 5. 152 pies/seg. 

7. x (í) = c ^ cos cot + c 2 sen tot, cü 2 = — . 

m 

8. a) 1) x(í) = 0; 2) x(í) = x 0 cos cot; 3) x(í) = -v 0 sen cot ; 

co 

c) x 0 1 v 0 y |x 0 | = r, |v 0 | = cur. 


Páginas 141-142-143 


1 . y¡2 + ln (1 + + 2 ). 

7. y/2a senh - . 

a 


3. 8 a. 


5. 


2 V2 


13. -[V2-ln(V2-l)]. 


9, 8 . 
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Páginas 146-147-148-149 


1. a) T(í) = t=L=(i, 1). N(í) = - 7 == (1, -0; 


vWT 


c) T(0 = 


N(0 = 


1 


V a 2 senh 2 t + b 2 cosh 2 t 
_1_ 

\¡ a 2 senh 2 t + b 2 cosh 2 t 


vV+i 

(a senh t , b cosh 0 ; 


(5 cosh r, — íj senh 0 ; 


e) T = — , N no definida. 


a 


2. a ) {5(1,1) | seR}; 

c) ninguna recta tangente cuando t — 0; {(1,1, l) + s(2,3,4) | se R} 
cuando t — 1. 

3. a ) v(0) = v(1) = 20tt(1,0), |v(0)| = |v(1)¡ = 20tc; 

a(0) = a(l) = 407t 2 (0, — l), Compj (0) a(0) — Comp T(1) n(l) = 0; 
Comp N(0) a(0) = Comp N(1) a(l) = 407t 2 ; 
c) v(0) = 0, |v(0)| = 0, a(0) = 2rc(0,1); 

Comp T(0) a(0) = 27t, Comp N(0) a(0) = 0; 

v(l) = 271(0,-1), |v(1)I=2ti, a(l) = (47t\ -2n), 

Comp X(1) a(l) = 27t,Comp N(1) a(l) = — 47i 2 ; 


e) v(0) = v(l) = (o, 2007t, |v(0)| = |v(l)l = ^40 000 tt 2 + ; 

a(0) = a(l) = (-40 000 n ,0,0), Comp x(0) a(0) = Comp X(1) a(l) = 0, 
Comp N(0) a(0) = Comp N(1) a(l) = 40 0007I 2 . 

5. a ) v(0) = v(l) = (207i, 0), /'(0) = f (1) = 20 ti, 

a(0) = a(l) = (0, -407 t 2 ), Comp u(0) a(0) = Comp u(1) a(l) = -407t 2 , 
Comp X(0) a(0) = Comp X(I) a(l) = 0, 

Comp N{0) a(0) = Comp N(1) a(l) = 407r 2 . 
c) v(0) = 0, /'(0) = 0, a(0) = 27t(0,l), Comp u(0) a(0) = 0, 

Comp X(0) a(0) = 2 7 t, Comp N(0) a(0) = 0; v(l) = 27t(0, - 1), 

/'(1) = 2 7 t, a(l) = (4?r 2 , -2 tt), Comp u(1) a(l) = -47t 2 , 

Comp X(1) a(l) = 27t, Comp N(1) a(l) = 47t ; 

e) v(0) = 1, £), /'(0) = Lvi6 + 7t\ a(0) = (l - ^ , 

n 2 j_- 

Comp u(0) a(0) = 1 - — , Comp T(0) a(0) = - -V 16 + ?t 2 , 
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Respuestas a probtemas escogidos 


Comp N(0) a(0) — ^>/l6 + 7í , v(l) j2e\ ^ 4* ^ 4/ 


í'(l) = — V 16 + 7t2 > a(l)= M 

4e yj2e 


1 


n n n n 

1-+ -, 1-, 

16 2 16 1, 


Comp u( n a(l) = 1(1.- — Comp T(1) a(l) = - -pVló + ^ 2 , 

e \ 16/ • 4e 


Comp N(1) a(l) = Jl6 + ñ' 

I6e 


7. T(0) = (1, 0, 0), N(0) = (0, 1,0), B(0) = (0, 0, 1); z = 0. 


8. a) T(0) = -4(1,0, 1), N(0) = (0, 1,0), B(0) = + (-1,0, 1); 

n /2 n /2 


x — z — 0, 


Páginas 152-153 


3. a) k = 0; c) k(0) = 


ab 


5. a) k(6) = 


(a 2 sen 2 Q + b 2 cos 2 0) 3 2 
0 2 + 2 . 3 


; e) k(0) = 


'6 4 + 5Q 2 + $ 


\a\(0 2 + l) 3f2 ‘ 


9. 


9í 4 + 9í 2 + 1 


( 0 2 + 2) 3 

11. t(0) = -1. 


Páginas 159-160 


1. a) v(0) = v(T) = (0,1,0), v(0= - ^(°, 1,0), 


a(0) = a(T)= - ^(1,0,0), n(z) = ^+(1,0,0), a T = 0, 


40 n 


a N = 


> <» = (o,0, y), 


momento angular = ( 0, 0, 


200 nm 


c) v(0) = v(D = J (a, 0, b), v(|j = - y (fl, o, í>), 


a(0) = a(T) = - (0, a, 0), a(|j = p- (0, a, 0), 
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a x (0) = = = — ^(^ 2 ) ~ ” 

w(0) = co(0 = co(T) = y (“* °> “ 1 j’ 

momento angular = —— (ab, 0, — a 2 ). 


4n‘ 


Páginas 160-161 


2. p = (5 cos 0 — cos 5 6, 5 sen 0 - sen 5 0). 5. 24. 

7. f(0 = ae rr + b o f(0 = ar+b. 

8. f(í) = (500í, 1000?, —16/ 2 + 1600), 11,284, 


(X y — 


10241 


1280 x 10' 


-v' 1024 í 2 + 125 x 10' 


> W N 


ÍÍM = 


9. a) v = (0, 5), a = ( — 


25 _ 


*i* 


,oj; 


1024 í 2 +125 x10 

b) iV2(e x -l); 
5 


D P(5) = 


c) f(í) =^í+lj (cosln(J=í+lj, senln 


,V2 


1 + 1 


L0. a) T (<p) = (cos <p, sen <p), N (tp) = (-sen <p, cos < p), 

k{<p) = —— , L = 2 n 2 a ; 
acp 

b) T (0) = (cos 3 9, sen 3 0), N (0) = (- sen 3 0, cos 3 0), 
k{9) =----, T = 40. 




Páginas 166-167 

1. a) Abierto; c) cerrado; e) cerrado. 

Página 173 

1. a) S)¡ = R 3 , f{x,y, z) = xy 2 + z; 

xyz 

c) 2>¡ = {{x, y,z)\x + z¿ 0}, f{x, y, z) = —— . 
J x + z 


40950. 


3. ln 2. 
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Respuestas a problemas escogidos 


4. a) 2 s = {x | z + cos xy > 0}, f(x, y, z) = Jz + cos xy; 
c) 2, = R 3 , f(x,y,z) = é*». 

5. á) f= /,/ 2 2 + / 2 . 

« I 

Páginas 183-184-185 

3. a) 2; c) sen 2; e) ‘19; g) 0. . 

7. á) Ningún límite; c) ningún límite; e) ningún Iímite, 

10 . a) lím lím (x 3 +xy 2 ) — lím lím (x 3 + xy 2 ) = 

x- - 1 y->3 y-*3 x~* — 1 

lím (x 3 + xy 2 ) = - 10 ; 

<*,*)->(“ 1,3) 

c) lím Iím /(x, j;) = Jím lím f(x, y) = lím f(x,y) = 0 . 

x ->0 y -»0 >-*0 x -*0 (x,y)-*( 0 , 0 ) 

11. Hm lím f(x,y)= 1 , lím lím f(x,y)— — 1 , lím f(x,y) no existe 

x -»0 y -0 >> —0 x —0 (x,y)-»( 0 , 0 ) 


Páginas 187-188 

3. a) {(x,y, z) | x¿y}; c) {(x, y) | (x+ l) 2 +.y 2 # 1}. 5. No. 


1 . a) df(x; h) 
c) df(x; h) . 
7. a) D f(x,y) 

e) Df(x,y) 


Páginas 194-195 

h t +h 2 ; D/(x) = ( 1 , 1 ); 

2 xh¡ +2yh 2 ; D/(x) = (2x, 2y). 
(3,2); c) D/(x, y) = (2x, 0); 


(2x _ x(\ 

\y ’ y 2 ) 


Páginas 200-201 


1. a) 2xy; c) (x-5z + 4). 

v 42 

y z ~ 4 . x x 
2 - a > c) 


(x + y)' 


x+y 


3. a) 


713 


(3x —2 y) cos xy. 


Páginas 206-207 


1 . a) D,f(x,y) = 2xy 2 , D 2 f(x,y) = 2x 2 y+\; 
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_ _ 2 } 

c) DJ(x,y,z) = 2x- / , D 2 f(x,y,z) = — 


(x z + l)' 


X + 1 


DJ(x, y, z) = ——- ; 

x +1 

e) DJ(x, y) = - , D 2 f(x, y) = 37-5 ! 

x +y x +y 

g) D, /(x, >>) = -f4= , D 2 /(x, >>) = y 


sí: 


x 2 +y 2 


Vx 2 +y 


Páginas 211-212 

1. fl ) 2(/[, / 2 , / 3 ); c) (UJjSJSh 2 ,!! 2 !,!,); 
e) e*(cos (x+>*) sen (x+>>), - sen (x+>>)). 

2. a) dw = 2xy 3 dx + 3(x 2 y 2 + l)dy; 

xdx + ydy + zdz 

c) dw — 




x 2 + y 2 + z 2 


3. a) 


1 


yiÓ(x-y/ 


(-2x 2 + 6x>< + 3>, + x); c) -=~ 2 (yz+xz-xy) 


4. a) Jm>; c) 1. . , 

7. df(( 1, 2); (i, *)) = -áfr í A/((l, 2); (i, *)) = «. 9. +^/í 3 


1. a) D u J(x,y) 

D\,zf(x, y) = 

c) D\'\f(x,y) = 


Página 217 

y 2 e x ’,D 2 ' 2 f(x,y) = 2 x + xV> 
D 2 .\f(x,y) = 2y + xye * y +; 

— sec 2 - (l + - tan 
x 3 x V x 


*)■ 


2 2 y y 

D 2 ,if(x, y) = — sec - tan - , 

xxx 


D\, 2 f((x, y) = 

2. a) D\ t \f( — 3, 2) 
D\,J(- 3,2) 
c) ^ /(i, 3, — 
Dj, 3 /(i, 3, — 

/>i,j/(4>3, - 

D 2 ,J(i,3, - 


D 2 ,\f(x, y) = - ^sec 2 ^(x + 2ytan 


í) 


= - 20 , D 2 2 /( —3, 2 ) = 108, 

= D 2 iI /(-3,2) = -45; 

1) = 4, D 2>2 /(i,3, -1) = —r+, 

1) = rlr, D lj 2 /(i, 3, — •) = D 2 _,/(i, 3, 
1 ) = />3, 1 /(4 , 3, — 1) = f <) ' 

1 ) = /> 3,2 /(4 , 3 , - 1 ) = 


- 1 ) 


12 8 ’ 


= iV, 
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Respuestas a problemas escogidos 


3. a) f(x, y) = sen xy, D 2¡2¡ 2 f(x, y) = x 3 sen xy, 

D l . 1 .z/í-’C. >) = . 2 . I /(*> A') = £>2.1.1 /(*> >") = 

at> 2 sen jc>-2>cosx>, D ¡ 2 2 f(x,y) = D 2tl¡2 f(x,y) = 

D i. 2 ,if(x,y) = jc 2 > sen jc>—2 x cos jc>. 

Páginas 221-222 


1 . a) /(x,^) = x 2 -3xy+4y 2 , (x,y)eR 2 ; 
c) f(x> y) = Bc, x 3 + 2xy 2 — 5y\ (x,+)eR 2 ; 

e) /(x, y) = (x- 1)/-i(x- l) 2 / + ^ (x- l) 5 - 

J C j 

-^t(*-1) 4 >+-\*-1)V, >g R; 
2cj 4 3 c. 


9 ) /(■*, >) = I — iJC 2 y 2 + — [c 2 7 X 7 +7c, c 2 b x & > + 

7 ! 


21 (c i 2 c 2 5 -20c 2 W + 35(c 1 3 c 2 4 -36c 1 c 2 2 )x 4 > 3 + 

35(c, 4 c 2 3 — 36c, 2 c 2 )x 3 > 4 + 21 (c, 5 c 2 2 —20c, 3 )x 2 > 5 + 

7ci 6 c 2 x> 6 +c, 7 > 7 ] sen C|C 2 — — [42 c 2 5 x 6 >+2I0c,c 2 4 x 5 > 2 — 


420(c, 2 c 2 3 —2c 2 )x 4 > 3 —420(c, 3 c 2 2 —2c,)x 3 > 4 - 
210c, 4 c 2 x 2 > 5 +42c, 5 x> 6 ] cos c, c 2 ; 

0 /(*, >) = v'3[l +§(x- l) + i(>-3) + |(x-l) 2 +i(x- 1) (> —3) — 
*(>-3) 2 - M *- I) 3 + +(*- I) 2 (>-3)-íV(x-I) (>-3) 2 + 


»+0’-3n + ++ 71 


128 


— (x-D 4 - 


lC, 


c, 3 c 2 


x(x-l) 3 (> —3) — 


2 2 
C l C 2 


■ 2 ■ - l /(x-l)(>-3) 3 -/(> 

C’j c 2 c 2 


(x-l) 2 (> — 3) 2 + 


-3) 4 1. 


3 . á) 0; c) 0. 


Páginas 226-227 

1. a) 2x+3y + yf3z =16; c) 6X+9/T5+ = 72. 
3. á) z — x++; c) z = x—$y. 


1. c) z = ± •/12 — 4x 2 — 3> 2 


Páginas 234-235 

c?z — 4x 

3x +V I2 —4x 2 —3> 2 ' 
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oz__. 

dy ¿ v 12 — 4x 2 — 3 y 2 , .. .. 

e) cuaiquier punto (x, y, t) sobre ia superíicie tal + 0 
dz 4x dz _ 3y # 

ox z dy z 

^) cualquier punto’(x, +, z) sobre la superficie tai cjue x + 0 

r;x _ _ 3y dx = _z_ 

dy 4x c;z 4x 


. — 1 + v 1 — 12 x >’ 2 

3 . /(x, y) --*-— 


2 y 


¿5z 


4. «) — = 


sen yz 


dz 


xz cos yz 


dx 4 — xy cos yz c)y 4 — xy cos yz 


Jz x —4xz\/x 2 +y 2 + z 2 

* dx z- I0x 2 z 4 v / x 2 + y 2 + z 2 c?y 


</> > 3 + 3> 

5. u) — = — 


c/x 


3xy 2 + 3x 


cíx xe y + 3 


z— I0x 2 z 4 V x 2 + y 2 + z' 

dy 1 

c) — =-- • 

clx cosh y+ 2y 


Páginas 244-245 


1 . ¿ 7 ) /( 0 , 0 ) = 0 mín.; c) /(- I, í) = i min - 

2. «) (0, 0) punto de ensilladura; (—2, 0) mín. rel.; 
c) (0, 0) punto de ensilladura; 


c) puntos de ensilladura en (mn, nn)\ min. rel. en ((4m + 1)V (4n + 3) 


y^(4m + 3)-, (4/t+l)- 


71 


71 


71 


71 


máx. rel. en í(4m+1)-, (4n +1)- y I (4m + 3)- , (4n + 3)- I; 


9 ) (_A,0 )mín. rel.; ( — 2, -§) y (-2, §) puntos de ensilladura. 

3. 7,(3, 3, 4), (6, 5, 10). 

6 . a) (-1,|) mfn. rel.; c) (§, 0) mín. rel. 

7. Cubo de lado 2 N /2. 
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Respuestas a problemas escogidos 


Páginas 246-247 


3. No. 

4. lím lím/(x,y) = 0, lím lím /(x,y)= 1; lím /(x, y) no existe. 

x -*0 y -*0 ' y -*0 x -*0 ( j , y )-*( O , 0 ) 

5. £>¡ f(x, y, z) = 2x sen yz, D 2 f(x, y, z) — x 2 z cos yz, 

D z f(x, y, z) = x 2 y cos > 2 , 

D uf( x > y< z ) = -L ( — 2x sen yz + 2 x 2 2 cos yz+x 2 y cos .yz). 

V 6 


6. D, /(0, 0) = 0, D 2 /(0, 0) = 0. 



(0, 1, 6), V37. 


1°- f(x,y ) = 7 + Jcy + ix 2 >>-|7 3 + R3. 

11. y = 3. 12. z = *. 13. /(8, 4) = — 11 mín. 

15. a) S¡ = S, S b - {(0, 0)} u {(x, y) | x 2 +y 2 = 16}, 

= {(JC.+) I x 2 +y 2 > 16}, ^ = {(jc.y) I x 2 +>; 2 < 16}, 
ningún punto aislado; 

c) S¡ = g,s b = {(x,y,z)\z = x 2 +y 2 } S e = {(x, .y, z) | z < x 2 +y 2 }, 
S — {(jc, y, z) \ z^ x 2 +y 2 }, ningún punto aislado. 


Páginas 253-254 

2. a) (2,3,2); c) (sen 6, tan |). 


Páginas 260-261-262 



\ / 4 

9 

2 \ 



-12 

i 

-3\ 

; c) 8 

23 

22 ; 

«) 


49 

75 

15 

/ A“ 

8 

-s/ 



29 

10 

o/ 


4\ 


\8 -2 2 / 


Páginas 267-268 


1, a) Df(x, y, z) = ( ^ ^ j¿yf((x, y, z);(Jx, dy, dz)) — (zdx + xdz, dy + dz); 
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c) Df(x,y,z) 



0 2 0 

\z 2 0 2 xz/ 


df((x, y, z); (dx. dy, dz)) 


l-dx — ^-dy,2dy, z 2 dx + 2xz dz 

\y y 


Páginas 277-278-279 

^ az _ dz dx dz dy dz _ dz_dx_ + oz dy ^ = ^ 0x + dz c?y 
du dx du dy du ’ dv dx dv dy dv * 5x 5«; dy 

dí 2-3 3 3 C ; í _ 3 2 

3. — = 3 u 2 w 5 sen t>, — = u 3 it? 3 cos v, — = 3w w sen v. 

du dv dw 

5. D x F(r , 0, z) = cos 0/>j/(r cos 0, r sen 0, z) + sen 0D 2 f(r cos 0, r sen 0, z) 

Z> 2 F(r, 0, z) = - r sen 0D x f(r cos 0, r sen 0, z) + r cos 0D 2 f(r cos 0, r 
¿) 3 F(r, 0, z) = D 2 f(r cos 0, r sen 0, z). sen 0, z) 

6. a) Z>, F(w, p) = 2u cos 2 a, Z> 2 F(w, w) = 0. 

0u _ 4xyn 2 u + yzu 2 + 3z _ 4y 2 u-xzt; 2 -z 2 u 

0x yz 2 — 4x 2 yut> ’ dy yz 2 -4x 2 yuv 

du 2 xv 2 -zu dv 2x 2 yut> 2 —6x 2 u —2xyzu 2 —yz 2 t> 

0z z 2 -4x 2 uü’ dx xyz 2 -4x z yuv 

dv _ 2x 3 ui? 2 + 2x z zu 2 — 2y 2 z dv _ 2x 2 yu 2 -xyzu 
0y xyz 2 —4x 3 yut * 0z xyz 2 — 4x 3 yuu 


Páginas 286-287 

/2 

1. c) y — z. 2. a) x + y = 10 N /2; c) x-y - z = 0. 

5. u) x — b cos u cos u, y = b cos u sen u, z = u sen w, ue[0, 27t], 
re[0, 2^], a> b; 

c) x = pt> 2 cos u, y = pv z sen u, z = 2/?y, ue[0, 27r], weR. 


Páginas 292-293 


1. a) F( 0, 0, ±c) = c 2 ; 

































































































764 


Respuestas a problemas escogidos 


rKf'f’f) 

3. Cubo de lado 2^/2. 

’ff'-Ti' 0 )' (' 


=+3, F I 


n/3 . n/3 


V3' 


-v/3 


1 2 . 

71’ v!’ 01 - 


Páginas 301-302-303 


1. «) y; c) o; e ) g) 


2. a) 63; c) — - 1 

8 


3. a) 0, -2. 4. úf) Sí; c) no. 5. 4 n 2 . 6. á) 2n; c) 0. 


Página ^07 


1. a) U(x) = - e) (0, 3, -2). 

M 

3. úf) ¿7(x) = %mk |x| 2 ; 

c) esfera con centro en el origen; é) (0, 0, ± ^jz). 

4 . a) No; c) 0. 5. ± -4= (6, 4, -17). 

JTi 


— sen 2 0 1 


1. a) 


0 


2 ; b) 


, — 2 sen 2 1 


Páginas 308-309 


~~i ~i 
10 6 )‘ 


2. a) Djf^x, >, z) = [ - sec 


(- 

yz), 
y ) 


XZ 2 X 


D 2 f(x, y, z) =-- sec 2 -, xz 


D i f (x, y, z) = (taní, xyj, £>,., f(x, y, z) = sec 2 -taní, 0^ 


2x 


F> 2 , 2 i(x, y,z) = (~ sec 2 2 tan X + ^ sec 2 2, 0 ), 


y y r y 


D 3 .3 f(x, y, z) = (0, 0), D l>2 f(x, y, z) = 


D 2 ,i f(x, y, z) = 


2xz 2 * 

—— sec - tan 

y y y y 


X 2 2 X \ 

--sec 2 z , 

y y y ) 
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D,.jf(x, y, z) = D 3 , ,f(x, y, z) = sec 2 y yj, 

D 2 , 3 f(x, y, z) = £> 3i 2 f(x, y, z) = Jí sec2 -’ x ) ; 
b) D,f(x,,) = DJ(x,y) = 

£> 1 , 2 f(x,J') = £> 2,1 f(-«. = £>2.2^3') = (-t(*+jO -e )• 

OM xu 2 + > ,2 t; du _ 2x>u —4> 2 U — ^ 

3 ' dx ~~ 2(x 2 M + > 3 )’ dy 2(x 2 M + > 3 ) 

^ yu 2 -xuü dv_ _ _ 4xyM 2 + x 2 m? + 2> 3 t; . 

^x x 2 w + > 3 x 2 yu + > 4 

4 , (> ^1)D,/(x>-x,x 2 +>) + 2xD 2 /(x>-x,x 2 +>). 6. 4x + z + 4 = 0. 



8 . 

9. 


a) 24; Ó7t. 

a) U (x) = \k ln |x| 2 ; b) esfera con centro en el origen; 



e) i k ln ; /) (0, ± 1,0). 


1. a) 6; c) 12. 


Página 321 


Páginas 340-341 


4. m) 0.00025. 


Página 347 

fl ) c) |; e) ¿a 2 tt; í) |a 3 ; 0 i- 


Página 352 

1. a) 7; c) e) ie 2 -ie 2/3 -|. 

2. a) 28; c) ^¡n — 


Página 357 

a) o; c) i«) i«; ^) 4: *)' 0; k ) 20 ' 
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Respuestas a problemas escogidos 


Páginas 363-364-365 


1 . a) |(a, a); c ) ^°> ^(éí’ü)- 

2. «) 4 = 4 = 2*0; C) 4 = 32*-^, 4 = ^ + 3271; 

e) 4 = iab 3 n, I y — \a 3 bn. 

3. a) A = + M x = ff, M y = 0, 4 = f+lrc, I y = Í 7 i-f, 

\ 157:4-10/ 


c) A = i, M x = M = I x = 1 = -A-, x = ( 


r_ 2 - - 2 _i• 

.2 0 » 20/5 


J — 0. V/ = 8„1 yV/ — / — 8 6 6 7 / 

71 — 2 5 5 5 ;w >’ “ 4 » 1 x — 14 0 > "*V 


1 1 


4 - a) 60 > 

11 . /» = - 


2 0 

1 


/ 2 ; e) 


2 7 9 . 
7 0 » 


9) 


140 
13 13 
2 10 * 


= U, x = (f,-W 


[ 2 a 2 ¡c 3 /¡ + 2 /) 2 M)/j 3 + 


6 (a 2 + b 2 ) 

6c 2 wh + 3abw 2 h 2 + 6acw 2 h + 6bcwh 2 ^ . 


Páginas 368-369 


1. a) yy ; c) 271. 3. 7 t/ 2 . 

Páginas 372-373 

1. a) jo 7 t; c) fo‘ 7 r. 3. ff7t. 5 - ^r 71 - 

Páginas 375-376 


1 - a) i; c) fa 3 ; e) /g 7 i 2 + ln 2 . 


Páginas 381-382 


a) ifa; c) f( 7 T- 2 ); e) \abc; g) ^abc 2 . 


Páginas 385-386 

1 . a) 36; c) cos 4-cos 10 -^; e) i. 

2 . a) %na ¡ ; c) f 7 :; e) -fya 5 . 


Páginas 390-391 

1 . a) \nabc. 3. l yz = -j^na 3 bc, I zx = ^nab 3 c, I xy = J^nabc 3 . 
5. 12 7T. 7. f¿7 3 . 9. ^7T£7¿>C. 


Respuestas a problemas escogidos 
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Páginas 393-394 


1. a) (|, 4); c) 3, 


44 +12 jt\ 


16 + 371J 

2 . a) 4 = i-p, / c = - 4 *; c) 4 = 272+H^> h = 133 - 7 - 3 ’ W*- 


Páginas 403-404 

1 . a) 2/2; 6 ) e 4 - 1; c) |a 2 ; d) 3/3a 2 . 

2 . a) - 2 — (e- 2 , e/ 2 ); 6 ) (-i,r); c)(f,i); d )^i> go +- 5 7 t/ 

^ l 

3. a) W + 2 V 2 ; 6 ) T 4 o- 4 - 2 a 4 —a 4 ln 2 . 

6 >a) i£^lbs; ¿OW^lbs; c)^lbs; d) 5 OOOt: lbs. 


Páginas 425-426 


1 . a) [abc]; c) [ abc ] _ [( Zp + a 3 + b 3 + c 3 ) 5 - (z 0 + a 3 + b 3 ) s - 

60a 3 6 3 c 3 

(^o + a 3 + C 3 ) 5 *- (z 0 + í?3 + C 3) 5 + (*0 + fl 3) 5 + (Zo + ^ 3 ) + 

(2 0 + c 3 )-z 0 5 ]. 

, 45 522 

3. -• 

35 


Páginas 441-442-443 

1 . x 3 . 5 | 7 _ 4 . a ) K¿ 2 -a 2 M; c ) 11. 5. c) 

6 . ¿) -|- 7 ra 2 senh 2. 7. c) 8 7 rcr 3 ; e) ^Jna . 

Páginas 447-448 

1 . a) %na 2 ; c) \2n — 9yji\ e) #) tí 71 * 2 * 

2. a) (5a/6,0); c ) ’ °) ; e) (Í7t ’ Í7t); ^(i 710 ’ 0 )- 

3. a) 3£7 4 7r/128; c) £ 2 4 ( 37 i + 8)/96. 5. n/2. 7. ■Vg - * 

9. a) — (3 a — /i) Ai 2 - 
3 
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Respuestas a problemas escogidos 


Página 449 

1. -|K(2-y5). 3. /„ = í fz = «j.7t(16-9 v '3). 5. fjfa**. 

Páginas 456-457 


!• a) 1, 4, 9, 16, 25; c) - I, I, - I, I, - | ; 
4. a) (1,0); c) diverge. 5. a) 3. 



9 3 4 5 . 6 

^2*3)415. 


Páginas 461-462 

1 - «) 2; C ) 0; e) 0; g) 0. 2 . a) I; c ) 0. 

4- a) 0; c) 0; e) 0. 10. a) I; c) 0; e) 0. 

Páginas 466-467 

00; c ) 'ii e) -oo; g) oo. 3. a ) qo. 


Páginas 469-470 


3. 2. 5. a) V2; c) ->/ 2 . 

Páginas 475-476 


1. ¿/) —2, 2; c) — 00 , 00 . 

5. a) Hm = - 00 , lím ,v„ = oo; c) iím v„ 

lím - 

e) — s„ = 0, lím s„ - 

s„ — a , lím = 6. 

Páginas 480-481 

3. cr) máx. = 8, mín. = -8; c) máx. = m ¡ n _ q. 
e) máx. = 5, mín. = -3. 



Páginas 487-488 

*• «)[-!,!]; c) < — co, co>; e) < —oo, oo>. II. Sí, no. 


Respuestas a problemas escogidos 


I 

13. f n (x) = x, g n (x) = x -I- ~ . 

n 


Páginas 488-489 

1. Converge para |r| < 1, diverge para |r| ^ 1. 

2 . a) c) - 00 ; <?) 0. 


Página 496 

1 . a) Convergea|; c) diverge; e) converge a §. 

2. a) Diverge 9. No. 


Páginas 506-507 

1. a) Diverge; c) diverge; e) converge. 

4. a) Converge; c) converge; e) converge. 

6 . a) Diverge; c) diverge; e) diverge; g) diverge; 
i) converge; k) diverge; m) converge. 

Página 512 

1. a) n = 14 (comparando con I(i)*); 

c) n = 10 (cotnparando con I(i) fc ; é) n = 15; g) 

Páginas 516-517 

1 . a) 0.27; c) 0.692307. 3. a) 1; c) Ui- 


Páginas 520-521 

1 . a) [-1,1); c) <-!,!>; e) <-oo,0>; g) <-00 


Páginas 529-530 

x 2 x 2 

1 . a) 1 +0-+ 0; c) 1 +0 + — + 0; 

2 2 

c) 1 -(x- 1) + (x- I) 2 - (x l) 3 . 
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Respuestas a problemas escogidos 


3. £ (-1)‘ +1 f(x-l)‘. 

k =i k 

<x> , 

5. £ 0x k , converge a /(x) solamente para x = 0. 

fc = o 


Páginas 536-537 . 


2 . a) < — 2 ,0>; c) { 0 }; c) [1,3]. 

(_ 1 )‘ t “ R - l )** 1 1 


3. a) Y. 


') I 


A = 0 5 

co | 


k + I 


; c) I 

fc = 0 


fc+ t 


00 


,2fc . 


; s) I 


3-2 


(-D‘ 


x‘; 


,4-fc + 2 


4- o) I 


jc“o (2 k )! ic=o(2/c+l)! 

(- 0 * 


00 


00 


vfc+ 1 


*“o (2/c+ 1)! (2/c+ 1) 


2 ‘ +1 ; c) £ ( 0 ~ x 2 ‘ 

*=i (2/c)! 2k 


7. í>) 4 


Páginas 542-543 


1. a) x + £* 3 + -f 3 oX 5 + M* 7 ; c ) l+x-i* 3 -i* 4 - 

2. fl ) I + f (-. D‘2 2 * ' x i k 4 _ fl) l + $x 2 +^;JC 4 + #¿x 6 . 

*=i (2/c)! 


Páginas 543-544 

1. cj) Converge; b) converge; c) diverge; d) diverge. 

2 . 1.20. 3. [ — 2,4>. 


Páginas 552-553 

1 . a) j ; c) (4-?r)/32; c) diverge; ír) 7t/4; ;') 2 v /3tt/9; /c) rr/2. 

2. a) -1; c) 2. 3. a) 1; c) i- 

Páginas 561-562-563 

\ 

1. a) Diverge; c) converge; 

e) diverge a causa del comportamiento en x = — 2 ; g) convergc 

3. a ) Converge; c) converge. 

5. á) Converge; c) converge. 


Respuestas a problemas escogídos 
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7. a) Converge; c) converge. 

8 . a) Converge; c) converge. 9. 3a 2 n/4. 


Páginas 565-566-567 


1 . a) -2 I (1 -y sen x) sen xdx; c) 


cos (xy)dx; 


ir/2 


e) - (e* 2 — e y2 ) + 
>’ 


■xy 


n 


dx; g) -y—2 


xy 


-y 


o y 4 + x 2 


dx. 


7. y(x) = 2x + 3. 9. y(x) = ax. 


Páginas 574-575-576 


3. F(y) = y~' ln ~ 2 y. 


5. F(y) = arctan y. 




Página 580 

1. a) Comparando con x -2 , tómese b > e 1 ; 
c) coinparando con x~ 3/2 , tómese b > 4e 2 ; 

e ) comparando con x ~ 3 , tómese b > ( 2 fi) 1/2 ; 
g) comparando con e x , tómese b > máx { 1 , In e}. 

2. a) Comparando con x" l/2 , tómese ó < ie 2 ; 
c) comparando con x" 1/2 , tómese Ó < is 2 . 

3 . a) b = nn > (n/s) 112 ; c) b = nn> e nje . 


Páginas 581-582-583 


1, a ) Diverge; b) ^; c) \; d) ^arccos2/5; e) nj(2ab), j) 2. 

2. n. 3. 8^/2. 

6 . a) Converge; b) converge; c) diverge; d) converge; 

e) diverge (Sugerencia: véase problema 2, pág. 561); f) converge. 


7. a) 



sen ( xy 2 )dx ; 


b) 


*7 

cos (x-y)dx; 
3 


c) - 2 v 


r*¡y 2 


0 


sen (xy 2 )í/x + 2n/y^ ; 




d) 


[-y(y-x) A -4(y-x)^e- x ’dy + 2xe- x (x 2 -x) . 


— jc 3 / „ 2 „ 
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Respuestas a problemas escogidos 


8. —y 2 +y 2 cos > 2 + sen > 2 . 

9. c) 6! ( — senv+v-— y 3 + ™ v ! 

V 3! 5! 


Páginas 593-594 


1. a) I + sen + c; c) c + 


e~ s2 ds. 


2. a) Ln x; c) 10 + 


sen t 


dt. 


o t 


3. a) x + c; c) ninguna solución. 

5. a) ce Zx ; c) \e x +ce~ Zx ; e) cc - * + i(sen x — cos x); 
g) 10/ + 3c~ 3í —2. 

7. a) 16 / 2 + 2 8r+19; c) 2/~sen/. 

9. a) \¡x 2 + c; c) y/\—x 2 . 

11 . a) Solamente si a = 0; c) no. 


Páginas 598-599-600-601 


1. ce 3í . 3. ce bl . 5. ce 3r + -g-e 3r . 


7. cc~ fcí + 


1 


Üt 


a + b 

9. — x ln \x\ + cx. 


11. £f 2 . 13. l-c (1 “ r2)/2 . 


15. e *' 2 


is2 ds. 17. e~ i,2 \2 + 




>* l 2 rfsl. 


19. x(/) = c x e\y(t) = (c 2 + c,/)c r 
21. x(/) = (c,+c 2 /)e Alf , >(/) = c 2 c 2,r . 23. 202.6 mín. 

25. Torio B 93.67%, Torio C 4.56%. 27. 24.5 mín. 

¥ 


*■ *.-«■[ j; 


JC 1.2 

c' dt + c 


J . 31. 


á) 115.5; c) 136. 


Páginas 606-607 


2. a) 2yj2 sen (61 + 3 7 r/ 4 ). 


Páginas 616-617-618 

1 . a) Xi(t) = c x e~ 2 \ x 2 (t) = c 2 e Zt ; 


Respuestas a problemas escogidos 
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c) x,(0 = c,e 2 ‘, JC 2 (0 = (c,/ + c 2 )e 2 '; 
e) x(t) = 10e 2 ' —9e 3 ', +(/) = 5e 2 '; 

5 ) jc ,(0 = oc~ 3 ', jc 2 (/) = (2a/ + 6)e 3 '; 


Í) JC,(/) = c, e 2 '", jc 2 (/) = ' e 2 ,, + c 2 e 

/1 — 2-2 

k) x 2 (t) = c 2 e Al \ x x (t) = (ci+a l2 c 2 t)e Ált si Aj = A 2 y 
x, (/) = c, c A,r + 2 e 22í si ^ X 2 . 

*2-A« 

2 . „ 2 ,- 2 , - 3 . - 


a 2 1 C 1 


. 



c) 2 |, á 2 v 




c) Aq es un valor característico doble y todos los vectores característicos 
son de la forma ~ I* yo ^ 0; 



g) = I, ; 2 = -b, v 1 = V 2 = 



4. n) x,(/) = c,c r + 3c 2 c 2r , x 2 (/) = c 2 e lx ; 
c) x(/) = e 2r [c, cos 2/ + c 2 sen 2/], y(t) = c 2r [( —c, —2c 2 ) cos 2/ + 

(2c, —c 2 ) sen 2/]; c) x(/)_= (2c 2 / +c,)c 3r , >’(/) = c 2 c 3 '; 

#) x(t ) = cos v 2/+v ; 2 sen v /2/, >(/) = v 2 sen x '2/; 

0 jc(/) = [xo+(y 0 +ax 0 )te~ al , y (0 = b'o-0 , o+ a *o) a/ ] e 
*) x(/) = /c~ 2r , >(/) = i/ 2 c" 2r 

bM aM 

5 . b) x(oo) = -, >(co) = 


t ^cir * 


a + b 


a + h 


c) contiene el punto (x(oo), >(oo)). 

7. a) x(t) = c,c~ r + c 3 c 2r , y(t) = c 2 c" r + c 3 c 2r , z(/) = 
(c i +c 2 )e~ t + c i e 2t . 


Páginas 622-623-624 

1 . a) c, c r + c 2 c" r ; c) c r (n, cos y[2t+b x sen ^flt); e) c,+c 2 c " x/3 

2. a) 5 senh 2 /; c) x 0 + ix 0 -ix 0 c“ 3r ; c) c" 2r (2 cos/ + 4 sen/). 

8 . a) c,/ 2 + c 2 /; c) c,+c 2 ln/. 

9. a) c, c" r + c 2 c 3r/2 ; c) 10 _ 8 cosl0 7 /. 

Páginas 630-631 

4. ¿ 7 ) x(/) = ic r -i(I+ 2 /)c" r , y(t) = ¿c r + ¿( 2 /-l)c" r ; 
c) x(t) = -e 2r + 2 + |/ 2 +£/ 3 , >(/) = c 2r + 2 + ¿/ 3 . 
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Respuestas a problemas escogidos 


Páginas 634-635-636-637 

1. a) ie~ 2r -~3e r + j-2í + ií 2 ; c) -2e~ t/2 -ie~ 3t + j + }e ~ r ; 

v . - 1 . 1 / f 1 \ 
e) x 0 cos ct + -x 0 sen ct -l-- e — cos ct -sen ct ; 

c ! +c 2 \ c / 

g) 0 para t < 0, J (e cos t +1 — I) para 0 ^ r < 1, 

%[e r cos / — e 1 ” r cos (/—!)+!] para I ^ tl 
4. a) 0 para / < 0, 1 — cos / para 0 ^ / < 1, 1 — cos I para 1 ^ /; 

c) 0 para t <0, 1 — cos / para 0 ^ /. 

6. a) 0 para t < 0, —e~ r + %e~ 2t + { para 0 ^ / < 1, 

e 1 ' r — e~ l + }(e~ 2l -e 2 ° ~ r> ) para 1 ^t; 
c) 0 para / < 0, -c“ r + ic" 2r + i para 0 </. 


Páginas 642-643 

1. a) x(t) = y(t)—y(t— 1) donde y(t) = 0 para /< 0 y 

y{t) = 1+gL(c" 10r -100c~ r/1 °) para O^/, x(/) = j)(/)-y(/-1) 

donde y{t) — 0 para /<0 y y(/) = — (c" t/10 — e~ l0í ) para 0 ^ f. 

9.9 

2. a) x(/) = y(t)—y(t —^-) donde >>(()) = 0 para / < 0 y 
y(t) = |-ic” r + 5í P ara 0 ^ / . 

3. a) x(0) = 0 para / < 0 y x(/) = 2-f ¥ (9c“ 4r —4c _6r +12/ —5)para 0 </; 
c) x(t) = y(t) — 2y(t—\)+y(t — 2) donde y(t) es la respuesta del 

problema 3 a. 

7. a ) x(t) — 3 V (8 cos 3/+ 12 sen 3/), y(t) — -$$( — 20 cos 3/ + 48 sen 3/); 
c) x(/) = i(cos 2/ — 2 sen 2/) — - r i r sen 3/, 
y(t) = i cos 2/+iV( — 3 cos 3 / + sen 3/); 
e) g 1 ^ (6 cos / + 7 sen /) + (6 cos 3 / — 7 sen 3 /). 

Páginas 653-654 

1. a) Punto de ensilladura; c) nodo estable; 
e) foco inestable; g) foco estable. 

1 7 

4. a )-f(25 —cu ) cos ojí+ 3o> sen cüí] ; 

w 4 —41 cü 2 + 625 

c) x(/) = i(cos / + sen /) = —y(t). 

5. a) j para a> = 0; 

c) 10 3 K 2 + I0 8 (16-w o 2 ) 2 )' 1/2 w ix 10 3 para 
w 0 = 5x 10“ ^64x 10 8 — 2] 1/2 « 4. 


Respuestas a problemas escogidos 

Páginas 665-666-667 


775 






2. a) v ^ — 3. ‘ 

3 a) [91 2 x 10 6 + 225]“ 1/2 [91 x 10 3 cos 3 / + 15 sen 3f]; 

' c) a[(36 —w 2 ) 2 + 16 2 cu 2 ]” 1 [(36 —w 2 ) cos coí+ 16w sen cu/j; 

e) -V- cos 10 í +-'-[0.225 cos 30/+ 200 sen 30/] ; 

; 6 640,000.81 

g) [cü 2 (cü 2 - 14) 2 + (8 — 7CÜ 2 ) 2 ]' 1 x[cü(cü 2 -14)coscu/ + (8-7cü 2 )sen cü/]. 

4 a) (c,+Co/)e' 2 '-To( 4cos3 '- 3sen3,)e , n 

c) Cl e~ s ' + c 2 e 2 ‘ + a[((D 2 + ÍO) 2 + 9 cu 2 ] 1 [3 co sen cü/-(cü + 10) x cos cu/]. 

5 . a) 2^32x 10 ' 2 £; c) 10 ~ 5 E. 

7 £ J _ _L tómese a tan grande como sea posible. 

4a’ 


Páginas 674-675 


1. a) x 2 + xy + y 2 = c; c) - - = c; 

f~2 2 " 

e) x 3 y 2 + 3xseny = c; #) J 7 = c + \!a —x . 

3. a) x++ = c+ 2 ; c) e*(V+/) = c - , , 
5. a) xy = c,; c) x 2 + Cv-c) 2 = c ; e) x +y 


— ln x 2 — c 


Páginas 682-683 


1. a) i; c) 0. 2. a) 1; c) 1. 3. 

4. a) -t*j; c) 5. a) 1; c) 0. 

10 . a) -x 3 >- 2 + 3x/; c) no conservativo. 


2 • 

9. 0. 


Páginas 699-700-701 


7. 1.90. 

Páginas 706-707 

1. a) ¿e~ 2r + i/ 2 — i/ + i 1 c) 

2. c) ^ 2 (/) = 1 +/+/ 2 + / 3 +1' 4 + 3 f +i' + |3' 

C) *,(/) = /-/ 2 + |/ 3 -/ 4 + !' 5 -|' 6 +6 4 3' 

y 3 (l) = l-/ + / 2 -f/ 3 + ¿/ 4 - 


1,3. 
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Respuestas a problemas escogidos 


Páginas 715-716 

í 3 í 4 

1. 7t + í + — + — + -.- 

3! 4! 

4. a) y(x)= -2+i(x-l) + -fV(x-l) 2 + ^(x-l) 3 +...; 

c) x(t) = / + p 2 +)/ 3 +..., y(t) = 1+/ — ^/ 3 ...; 

e) x(t) = 2 + 3t + it 2 + 3t 3 + y(t) = 2 + 6t + 9t 2 + 4¿/ 3 + . 

5. á) 1—2 k + x. 

Página 719 


2. a) x n 

c) y n 

e) X„ 

5. a) x„ 

c) y n 


■■ 1, 1.1, 1.245, 1.427, 1.649, 1.915; 

0, 0.1,0.222, 0.362, 0.521,0.702; 

= 1, 1.4, 1.88, 2.18, 2.22, 2.22, y„ = 2, 1.8, 1.37, 0.82, 0.48, 0.32. 
0, 0.1,0.199, 0.285, 0.380, 0.470, 0.556,0.636, 0.710,0.777, 0.836; 
0, 0.1, 0.222, 0.363, 0.523, 0.705. 


Páginas 734-735-736-737 


71 


00 


9. a) - + 4 £ 

3 n~ I 


(— 1)" cos nx 


n 


D 


00 


c) 2senhl|4+ Y ——(cos nnx-nn sen nnx) 
1 ,=i 1 +n 2 n 2 


]■ 


7 r A ® 

e) 5 - - I 


1 


2 7i n= i (2n — \) J 


cos (2/i — l)x; 


2 * 
g) i —r X 


1 „ 1 ^ ( — 1)" sen htix 

2 ^ ^ x cos(2/i-l)x-- 


7T ¿ n =1 (2/1- 1)- 


7T /i=I 


n 


4 * 


00 


11. a) - I 


sen nx . 2 4 ^ cos nx 


7C n = t 2n — 1 


, 1; c) sen X,-X 


7 T 7T n = 1 4/1—1 


8 ^ sen (2 /1 — l)x n 2 L cos2/ix 

e ) ~ L — - TTT - > — ~ L . 2 


7t (2/1-1)' 


6 n=i n 


Páginas 746-747 

4. a) j 3 (x) = ic(-3 + 105x+15x 2 - 175x 3 ) + ic- , (33-765x-105x 2 + 

1295x 3 ), E 3 2 = -90 c 2 +1331 -4921 e -2 « 0; 
c) j 3 (x) = ÍK + !(3-7r)x(3x 2 -l), E 3 2 = -22 + ^-n - -^-n 2 «0.001. 

5. a) 2.01, 1.575,1.335,1.179; c) 1.439,0.706,0.434,0.300. 
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interior, 164 
límite, 470, 473 

Radiocarbono-14, determinación de la 
edad mediante el, 599 (prob. 24) 
Rapidez, 121 
Recta(s) ánguio entre, 51 
en R 3 , 45 

ecuaciones paramétricas de, 45 
paralelismo de, 49 
tangente, 117 

Refinamiento (de una partición), 137, 
316 

Región 
en R 2 , 352 

área de una, 357 
en R 3 , 384 

volumen de una, 386 
Regla de Cramer, 82 
Regla de L’Hospital, 128 (prob. 11) 
Residuo, en la fórmula de Taylor. 220 
Resonancia, 630, 653 
Respuesta, 641 

Salida. 638 

Schwarz, desigualdad de, 34, 259, 736 
(prob. 12), 739 
Serie de Fourier, 728 
Serie de Taylor, 526, 711 
Serie(s), 493 

alternante, criterio para las, 505, 511 
binomial, 528 

criterio de comparación, 497 
forma límite, 498 


criterio de la integral, 503 
criterio de la raíz, 501 
criterio de la razón, 499 
criterio del k-é simo término, 497 
convergencia, 493 
absoluta, 499 
condicional, 499 
uniforme, 578 
de funciones, 517 
de potencias, 517 

diferenciación de, 534 
integración de, 533 
intervalo de convergencia, 531 
multiplicación de, 538 
diferenciación de, 523 
error de truncación, 509 
geométricas, 494 
integración de, 521 
reordenación de, 513 
suma de, 493 
sumas parciales, 493 
término de una, 493 
Weierstrass, criterio M de, 569 
Serpentina, 404 (prob. 4) 

Sistema estacionario, 639 
Solución dc estado estable, 657 
Subarmónica, 650 
Subconjunto, 48 
Subsucesión, 455 
Sucesión(es). 452 

convergencia de, 453, 457 
uniforme, 482 
de Cauchy, 489 (prob. 8) 
de funciones, 482 
diferenciación de, 487 
divcrgencia de, 453. 463 
integración dc, 484 
límite de, 453 
límite infcrior, 473 
límite superior, 473 
monótona, 467 
no creciente, 467 
no decreciente, 467 
ortonormal, 740 
cerrada, 742 
completa, 741 
punto límite de una, 470 
subsucesión, 455 
criterio de la razón, 459 
Suma infcrior, 314, 377, 396 
Suma superior, 314, 377, 396 
Sumas parciales, 493 
Superficie, 279 
de nivel, 170 
equipotencial, 305 
lisa, 305 

Superposición, principio de, 637 

Taylor, fórmula de, 220 
rcsiduo en la, 220 
serie dc, 526, 711 
teorema de, 217, 219 
Tietze, teorcma de extensión de, 412 
Toro, 286 
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Torsión, 152 
Trabajo, 303 ’ 

Transformación afín, 418 
Transformación lineal, 418, 608, 638 
Trarisitoria, solución, 652 
Triángulo, desigualdad del, 26, 35 , 259 
Triple producto escalar, 59 
Truncación, error de, 
en una integral, 577 
en una serie, 509 

Unión de conjuntos, 49 

Valor medio, teorema del, ¡26, 194, 

Valor medio, fórmula de Caúchy 128 
(prob. 11 ) 

para integrales, 344 . 

Valor propio, 609 
Vecindad, 102 
reducida, 102 

Vector(es), adición de, 16, 36 738 
base de, 80 
binormal, 146 
característico, 609 
componente de un, 33 
de direcciones opuestas, 24 
de igual dirección, 24 
/'•ésimo componente de un, 7 
igualdad de, 16, 36 
longitud de, 26 


multiplicación por un número , fi 36 
norma, 262 (prob. 8 ) t 739 
. normal a una curva, ¡44 
principal, 144 
normal a un plano, 
ortogonales, 27, 739 
paraíelismo de, 24 
producto escalar de, 29 73 ^ 
producto punto de, 3 o 
propiedades algebraic^ (j e jg 37 
7 38 


propio, 609 

represeñtación geométr¡ ca d e 20 
sustracción de, 19 
tangente, 117, 143 
unitario, 28 (prob. 8 ) 
Velocidad, 121 
angular, 157 
Vida media. 597 
Volumen, 379 

bajo una superficie, 365 446 
de revolución. 369 
exterior, 379 
interior, 379 
propiedades del, 379 


Weierstrass, criteric M de , para inte- 
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para series, 519 
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Introduce las ecuaciones diferenciales 
comenzando con las ecuaciones lineales 
de primer orden. Sigue con una discusión 
de los sistemas lineales bidimensionales 
con coeficientes constantes. Continúa 
luego con discusiones sobre oscilaciones 
lineales, ecuaciones exactas y curvas in- 
tegrales. 

La parte final expone una discusión de 
un teorema de punto fijo y nos lleva al 
teorema de existencia y unicidad de 
Picard-Lindelof para las ecuaciones di- 
ferenciales. 

Concluye con una introducción al estu- 
dio de las series y las aproximaciones de 
Fourier. 


OBRAS AFINES 


Principios de matemática modema 

William E. Hartnett 

Un iibro que puede utilizarse como texto desde el 
último grado de preparatoria hasta los primeros 
cursos de facultad, enfocado no sólo hacia la ca- 
rrera de matemáticas, sino a todas las carreras 
que incluyen esta materia en sus primeros cursos. 
Comienza con un capítulo introductorio que re- 
pasa algunos temas de los más importantes ya 
vistos, pero tratándolos desde un punto de vista 
que resulta nuevo para los estudiantes. 

Teoría de los grupos 
Marshall Hall 

Ofrece una exposición muy completa en un aspec- 
to tan fundamental del álgebra moderna como es 
la teoría de los grupos. 

Supone del estudiante un conocimiento reguiar 
del álgebra modema. Entre los campos de aplica- 
ción científica figuran, además de las ciencias 
puras, la estadística superior, la ingeniería y la 
economía. 

Todos los fundamentos de la materia aparecen 
clara y detalladamente tratados y se resumen 
gran parte de los temas de mayor interés en la 
teoría de los grupos. 





























































































































































































































































































































